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INTRODUZIONE

Estratto da: encyclopedia of Mathematics.

Generalized function A mathematical concept generalizing
the classical concept of a function. The need for such a
generalization arises in many problems in engineering,
physics and mathematics. The concept of a generalized
function makes it possible to express in a mathematically-
correct form such idealized concepts as the density of a
material point, a point charge or a point dipole, the (space)
density of a simple or double layer, the intensity of an
instantaneous source, etc. On the other hand, the concept
of a generalized function reflects the fact that in reality
a physical quantity cannot be measured at a point; only
its mean values over sufficiently small neighbourhoods of
a given point can be measured. Thus, the technique of
generalized functions serves as a convenient and adequate
apparatus for describing the distributions of various physi-
cal quantities. Hence generalized functions are also called
distributions.

Generalized functions were first introduced at the end of
the 1920-s by P.A.M. Dirac in his research on quantum me-
chanics, in which he made systematic use of the concept
of the d-function and its derivatives (see Delta-function).
The foundations of the mathematical theory of generalized
functions were laid by S.L. Sobolev in 1936 by solving the
Cauchy problem for hyperbolic equations, while in the
1950-s L. Schwartz gave a systematic account of the theory
of generalized functions and indicated many applications.
The theory was then intensively developed by many mathe-
maticians and theoretical physicists, mainly in connection
with the needs of theoretical and mathematical physics
and the theory of differential equations. The theory of
generalized functions has made great advances, has nume-
rous applications, and is extensively used in mathematics,
physics and engineering.

Le distribuzioni vengono storicamente interpretate come limiti (in
un senso che ora specificheremo) delle usuali funzioni. Pensiamo ad
esempio ad un elettrone come ad una carica distribuita su una palla
di raggio che tende a zero. Se il limite fosse una funzione, questa
funzione dovrebbe avere valore nullo dappertutto tranne nel punto
in cui si trova l’elettrone, dove invece dovrebbe avere valore infinito.
Ma il suo integrale dovrebbe avere un valore finito, fissato (la carica
dell’elettrone). Per ottenere questo, si pensa alle distribuzioni come
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1.1 IL POTENZIALE DI NEWTON

a “funzioni generalizzate” ovvero funzioni che non hanno un valore
puntuale ben definito, ma che possono essere integrate. In generale per
una distribuzione f e per una funzione regolare ¢, si vuole che abbia
senso l'integrale [ f¢ esteso a tutto lo spazio. Per avere una classe pit
ampia possibile di funzioni generalizzate f dobbiamo imporre alle
funzioni ¢ di variare in una classe pilt piccola possibile di funzioni
regolari: si sceglie dunque ¢ € CZ(Q)), le funzioni derivabili infinite
volte e a supporto compatto nello spazio di riferimento (2 C R". Il
funzionale ¢ — ¢[f] [ f & chiaramente lineare in ¢, vorremmo perd
anche esprimere il fatto che tale funzionale deve essere continuo. Per
fare cid dobbiamo avere una topologia sullo spazio C(Q2).

La convergenza che vorremmo avere: una successione ¢ € C(Q)
converge ad una funzione ¢ € CZ(Q)) se esiste un compatto K C
() tale che il supporto di tutte le funzioni ¢, e ¢ e in K e tutte le
derivate di ogni ordine delle funzioni ¢ convergono uniformemente
alle corrispondenti derivate della funzione ¢ (compreso 'ordine 0
ovvero le funzioni stesse).

Vorremmo anche fare in modo che le distribuzioni ammettano
sempre derivate. Per questo e sufficiente definire le distribuzioni come
funzionali lineari f: C°(Q)) — C e imporre le formule di integrazione

per parti:
of . - )
aTci[(P] =—f (axl€0>

lasciandosi guidare dal caso delle funzioni derivabili
[y p@)ar= - [ f(x)2 g(x)dx
Q Bxi ¢ N O axi ¢ '

1.1 IL POTENZIALE DI NEWTON

Cerchiamo una soluzione radiale u(x) = v(|x|) in R" \ {0} dell’equa-
zione Au = 0. [2, 4.8 A pag. 86] Osserviamo che

ou , 0 ) Xk
x| =0k
X Xy | x|
e quindi
_ 2
2u o Xk /|x| Xk 7] o % +U,]x| —x7
(952 x[? [x[? [ B
dunque
Au—i %u " ,n]x|2—]x|2_v,,+v,n—l_ %u +n—1
= (9x)? |x|? x| (9p)*  p

avendo posto p = |x|.
Dunque l'equazione Au = 0 diventa v + ”lev’ = 0. Moltiplicando

per p" 1 si ottiene

0= v’/p”_l + (Tl _ 1)Pn_20/ — (U/pn—l)/



1.1 IL POTENZIALE DI NEWTON

da cui

ovvero

(o) clogp+d pern=2
0 =
cﬁ;’; +d pern>3.
Dunque la funzione

log|x| pern =2
M(X) = 2—n >3
|x|n72 per n=

risolve Au = 0 ed ha le proprieta

u ou 1

g_ 4 g_’xr’lfl'

Osserviamo che la funzione u appena definita & un elemento di
Ll (R"), e dunque pud essere considerato un elemento di D’(R").
Calcoliamo Au in senso distribuzionale. Sia ¢ una funzione regolare
con supporto in Bg. Si ha allora:

A, o) = (—1)2(u, A :/ Ao(x)dx = li Ao.
(8,9) = (12(0,89) = [ u(dg(e)dx =l [ usg

Posto ) = By \ B ricordando che in () vale Au = 0 si ha
uhg = udivVe =div(uVe) — (Vu, Vo)
e, analogamente
pAu = div(eVu) — (Vu, Vo).
Facendo la differenza e ricordando che Au = 0 si ha
ulhg = div(uVe — oVu).

Dunque
B 0 ou
/Q AP = Jn <u8n a “”zm)
_ [ 0 / Ju
B /azas ! dp * 9B, (Pap

— o) [ S [ e

B, 0p 2" B,
1
= —v(e)O(e") + ﬁ(ane”’1¢(0) +o(e" 1)) = 0,9(0)
pere — 0" (dove 0,, = nw, & la misura della sfera (n — 1)-dimensionale

in R"). Dunque
Au = 0,0

e se definiamo la distribuzione

log || —
{ T pern =2

wy=—=14 3
Ty 2n . pern >3

o x|



1.1 IL POTENZIALE DI NEWTON

abbiamo che Aug = J (per n = 1,2,...). La distribuzione u si dice
soluzione fondamentale dell’operatore di Laplace.

Se ora vogliamo risolvere I'equazione Au = p sara sufficiente sfrutta-
re ’additivita dell’equazione (principio di sovrapposizione). Scrivendo
p come integrale

p= /p(y)5ydy

fare la convoluzione di 1 con p. Infatti, posto u = ug * f si avra

Au = A(ug * f)

soluzione
fondamentale
laplaciano



SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICI

Sia V uno spazio vettoriale sul campo C oppure sul campo R. Una
topologia su V' e compatibile con la struttura di spazio vettoriale se
rende continue le due operazioni dello spazio vettoriale (somma e
prodotto per scalare). Richiediamo inoltre (come fa Rudin, ma non
sempre viene richiesto) che I'insieme {0} sia chiuso. Vedremo tra poco
che {0} chiuso equivale a richiede che la topologia sia di Hausdorff
(punti distinti hanno intorni distinti). Si dira che V & uno spazio
vettoriale topologico o brevemente: s.v.t.

La topologia di uno svt & invariante per traslazioni e per riscalamenti.
In particolare le traslazioni 7,(y) = x + y e le omotetie A.(x) = cx
con ¢ # 0 sono omeomorfismi dello spazio vettoriale topologico.
(Ma questo non basta a rendere continue le due operazioni!) Questo
significa che gli intorni di un punto x sono i traslati degli intorni del
punto 0. Dunque l'intera topologia ¢ determinata dagli intorni di 0.

Gli esempi migliori di spazi vettoriali topologici sono gli spazi
normati (in particolare Banach e Hilbert) dove la topologia adottata &
la topologia meno fine che rende continua la norma. Dunque l'intera
topologia & generata dalle traslazioni e riscalamenti della palla unitaria
aperta.

2.1 TIPI DI SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICI:

¢ slc: spazio localmente convesso (ogni punto ha una base di
intorni convessi);

¢ sll: spazio localmente limitato (ogni punto ha almeno un intorno
limitato);

¢ slcpt: spazio localmente compatto (ogni punto ha un intorno
con chiusura compatta);

¢ metrizable (c’¢ una metrica che induce la topologia);

* F-spazio (c’¢ una metrica completa e invariante che induce la
topologia);

¢ Fréchet space (F-spazio localmente convesso);
¢ normato (la topologia e indotta da una norma);
* Banach (normato, completo);

* ha la proprieta di Heine-Borel (ogni chiuso e limitato & compat-
to);

* bornologico: & uno slc tale che ogni insieme convesso, bilanciato
e bornivoro e un intorno di 0. (bornivoro significa che per ogni

spazio vettoriale
topologico

sp. normato



2.2 PROPRIETA DI SEPARAZIONE

]Ei’l
e ™ dim < 400
Hilbert = slept
= sll+HB

!
BaTch 7< J \N

Fréchet Heine-Borel

normabile
= slc+sll \
l

slc
sit F-spazio « |
l — l
1. metrizzabile
completo
= g-base
l svt
metrizzabi l
l SV
st

insieme limitato ¢’@ un riscalamento dell’insieme che contiene il
limitato).

In generale un insieme E in uno s.v.t. V si dice limitato se € contenuto
in un opportuno riscalamento di qualunque intorno dello 0. Cioe B
e limitato se per ogni U intorno di 0 esiste r > 0 tale che B C rU.
Osserviamo che ¢ possibile che ogni intorno di 0 sia illimitato, questo
ad esempio in tutti gli spazi localmente convessi non metrizzabili.
Attenzione che se anche la topologia & metrizzabile non e detto che i li-
mitati dello svt corrispondano ai limitati nella metrica: infatti metriche
che inducono la stessa topologia possono avere limitati diversi (posso
sempre rendere limitata una metrica mantenendo la stessa topologia
indotta).

Teorema 1. Se d é una distanza e ¢: [0, +00) — [0, 4-00) & una funzione

concava con ¢(0) = 0 allora ¢ e crescente e d' = ¢ od & anch’essa una
distanza che induce la stessa topologia di d.

Dimostrazione. Dimostrazione omessa. O

Si usa tipicamente
t 1
)= —— = ]_ e
o) =177 1+t

per rendere limitata una distanza qualunque.

2.2 PROPRIETA DI SEPARAZIONE

Proposizione 2. Se W ¢é un intorno di 0 in uno svt X allora esiste U intorno
aperto di O taleche U = —U e U+ U C W.

Dimostrazione. Sfruttiamo la continuita della somma nel punto (0, 0).
Dato un qualunque W intorno di 0 esistono Vj, V; intorni di O tali che

limitato



2.2 PROPRIETA DI SEPARAZIONE

se (x,y) € V1 x V, allora x +y € W. Questo significa che V3 +V, C W.

Bastera allora prendere
V=Vinv, U=vn(-Vv).
O

Teorema 3. Sia X uno svt, K C X un compatto e C C X un chiuso tali che

KNC = @. Allora esiste un intorno V di 0 tale che (K+C)N(C+ V) = @.

Dimostrazione. Sia x € K un punto qualunque. Visto che x ¢ C e
visto che C & chiuso, esistera un intorno aperto W, di 0 tale che
(Wy +x) N C = @. Tramite il lemma precedente possiamo considerare

Vi un intorno aperto di O tale che Vy + Vy +V, C Wy e Vy, = —V,.

Essendo K compatto, ed essendo V, un ricoprimento aperto di K al
variare di x € K, possiamo estrarre un ricoprimento finito, ovvero
X1,..., %y tali che Vy, + x; ricoprono K per i = 1,...,m. Prendiamo
quindi V = V,, N---NVy, cosicche V e aperto.

Per mostrare che (K+ V) N (C + V) = @ & sufficiente mostrare che
K4V — V non interseca C. Sia dunque x € K, u € Vev € V. Esistera
x; tale che x € x; + V,,. Inoltre u,v € V C V,,. Dunque

xtu—vexi+Vy+Vy —Vy Cxi+ Wy,
Ma, per costruzione, x + Wy e disgiunto da C. O

Osserviamo che se due aperti sono disgiunti, anche la chiusura di
uno e disgiunto dall’altro.

Corollario 4. Ogni svt e di Hausdorff (T>).

Dimostrazione. Dati x,y in uno svt X certamente {x} & compatto e per
ipotesi di svt abbiamo assunto che {y} sia chiuso. Dunque possiamo
applicare il teorema precedente per trovare un intorno V di zero tale
che (x+V)N(y+V) =02. O

Ricordiamo che in ogni spazio di Hausdorff gli insiemi compatti
sono anche chiusi.

Corollario 5. Ogni intorno di O contiene anche un intorno chiuso di 0.

Dimostrazione. Sia W un intorno di 0 nello svt X. W contiene un
intorno aperto U di 0. Sia C = X\ U e K = {0}. Per il teorema
precedente esiste V intorno aperto di 0 tale che V = K+ V non
interseca C + V. Ma allora anche V non interseca C + V e quindi V
non interseca C. Dunque V C X\ C=U C W. O

Un sottoinsieme A di uno svt X si dice essere bilanciato se per ogni
x € Aeperognicec Csihacx € A. L'insieme A si dice convesso se
perognit € [0,4], x,y € Asihatx+ (1—1t)y € A.

Teorema 6. Sia U un intorno di 0 in uno svt X. Allora U contiene un
intorno di 0 bilanciato. Se inoltre U é convesso allora U contiene un intorno
di 0 bilanciato e convesso.

bilanciato

convesso



2.2 PROPRIETA DI SEPARAZIONE

Dimostrazione. Siccome (&, x) — ax & continua (per definizione di svt)
e visto che Ox = 0, esiste un intorno V di 0 e un é > 0 (intorno di
0 in C) tali che per ogni || < J per ogni x € V si ha ax € U cioe
aV C U per ogni |a| < 4. Dunque 'unione per |a| < § di aV produce
un insieme bilanciato che contiene V' ed e contenuto in U.
Supponiamo ora che U sia un intorno convesso di 0. Poniamo

W= (] al.
Ja|=1

Siccome W ¢ intersezione di convessi, W stesso & convesso. Osservia-
mo inoltre che essendo U convesso si ha tU C U per ogni t € [0, 1].
Dunque tW C W per ogni t € [0,1] e, ovviamente, tW = W per ogni
|a| = 1. Dunque per ogni || < 1siha p = ta e BW C W. Dunque W
e bilanciato.

Vogliamo mostrare che W & un intorno di 0. Per la continuita della
moltiplicazione (x,t) — tx esiste un intorno V di zero e un § > 0
tali che per ogni |B| < ¢ si ha BV C U. Questo significa che per ogni
|| =1siha $a~'V C Uovvero §V C all dacui §V C W. Ma §V &
un intorno di 0 dunque anche W lo é. O

Teorema 7. Un compatto K in uno svt X e limitato (oltre che chiuso, come
gia sappiamo).

Dimostrazione. Sia V un qualunque intorno di 0. Dato x € K sappiamo
che x/k — 0 per k — +oo, cioe esiste k € IN tale che x/k € V. Dunque
K C UgZ; kV. Estraendo un sottoricoprimento finito e osservando che
kV @ una successione crescente di insiemi, deduciamo che esiste k tale
che kV O K. Dunque K ¢ limitato. O

Teorema 8. [1, 1.15] Uno spazio localmente limitato (sll) ammette una base
numerabile di intorni di 0.

Dimostrazione. Sia infatti B un intorno limitato di 0. B contiene un
intorno bilanciato di 0 che a sua volta sara limitato. Posso quindi
supporre che B sia bilanciato oltre che limitato. Per ogni U intorno di
0 esiste un r > 0 tale che B C rU. Dunque posto B = {B/k: k € N}
per ogni U intorno di 0 esiste un V' € B tale che V' C U (basta prendere
k > r cosicché B/k C rU/k C U. Dunque B & una base di intorni di
0. O

Vale anche il seguente teorema che non dimostriamo (ma si veda [1,
1.24]).

Teorema 9. Uno svt che ammette una base numerabile di intorni di 0 é
metrizzabile.

Teorema 10. Se X ¢ uno svt e Y e un suo sottospazio che risulta essere un
F-spazio (cioé metrizzabile e completo) allora Y e chiuso in X.

Dimostrazione. Sia d una metrica invariante su Y e definiamo By =
{y € Y:d(y,0) < 1/k}. Visto che i By sono aperti in Y devono esistere
Uy aperti in X tali che By = Y N Uy. Gli Uy sono intorni di 0 in X.

10



2.3 SPAZI LOCALMENTE CONVESSI E SEMINORME

Consideriamo un punto x € Y. Per definizione ogni Y Nx + Uy &
non vuoto. Dunque esiste x; € Y N (x + Ug). Chiaramente x; & di
Cauchy in Y in quanto dato un qualunque intorno U di 0 esiste m
tale che Uy, — Uy, C U e quindi per ogni k,j > m si ha xj —x € Uy,
X —x € Uy, da cui xp — Xj € U, — U, C U. Dunque x; converge in Y
ma non puo che convergere a x, dunque x € Y. Dacui Y =Y. ]

2.3 SPAZI LOCALMENTE CONVESSI E SEMINORME

Uno svt X si dice essere uno slc (spazio localmente convesso) se esiste
una base di intorni convessi di 0.

Un insieme A si dice assorbente se per ogni x € X esiste r > 0
tale che x € rA. Ovviamente se X & uno svt ogni intorno U di 0 e
assorbente in quanto per ogni x € X, si ha x/r — 0 per r — +o0
e quindi per ogni r sufficientemente grande si ha x/r € U ovvero
x €rlu.

Teorema 11. Sia X uno spazio vettoriale e sia I una famiglia non vuota di
sottoinsiemi di X tali che ogni B € J sia: convesso, bilanciato e assorbente.
Supponiamo inoltre che J sia separante cioe che per ogni x # 0 esista B €
ed esista r > 0 tale che rx ¢ B.

Allora se consideriamo B la famiglia di tutte le intersezioni finite di riscalati
di elementi di

N
B = {U rxBr: e > 0,B; € 35}
k=1

B risulta essere la base di intorni di 0 di una topologia invariante T che rende
X uno slc.

Dimostrazione. Si definisce:
T={ACX:Vx€c AGBeB:xcx+BC A}

Verifichiamo che T & una topologia. Unione di elementi di 7 e
ovviamente elemento di T (qualunque sia B). X € 7 in quanto B & non
vuota e per ogni B € B si ha 0 € B essendo B bilanciato. Per garantire
che l'intersezione di due elementi di 7 sia elemento di T e sufficiente
che intersezione di elementi di B contenga un elemento di B. Ma
questo e vero perché, per come ¢ stata definita B, 'intersezione di
due elementi di B & ancora elemento di B. Dunque T & una topologia
invariante per traslazioni di cui B € una base di intorni di 0.

Affinché (X, T) sia uno spazio vettoriale topologico dobbiamo mo-
strare che somma e prodotto sono operazioni continue e che {0} &
chiuso. Una volta mostrato che X e uno svt € ovvio che X sia uno slc
in quanto B e per costruzione una base di intorni convessi di 0.

Innanzitutto osserviamo che gli elementi di B sono anch’essi insiemi
convessi, bilanciati e assorbenti. Infatti intersezione di bilanciati & bi-
lanciato, intersezione di convessi & convesso, intersezione di bilanciati
assorbenti e assorbente.

Per dimostrare che la somma € continua e sufficiente dimostrare che
per ogni U intorno di 0 esiste V intorno di zero tale che V 4V C U.

11



2.3 SPAZI LOCALMENTE CONVESSI E SEMINORME

Ma questo é facile da ottenere in quanto gli insiemi convessi bilanciati
B soddisfano la proprieta B= B/2+ B/2.

Per dimostrare la continuita del prodotto («,x) — ax dobbiamo
lavorare un pochino di pit. Cerchiamo di mostrare che il prodotto e
continuo nel punto (&g, xg) in C x X. Dato U un intorno di 0 vogliamo
mostrare che esiste un W intorno di 0 e un ¢ > 0 tali che per ogni
|a| < eeperognix e Wsihaax—axye U.

Prendiamo V un intorno convesso, bilanciato, assorbente di 0 tale
che V+V C U (questo e possibile per quanto osservato prima).
Essendo V assorbente esistera r > 0 tale che xg € rV. Scegliamo allora
e=1/reW =V/(|ag| +¢€). Si avra allora per ogni |« — ag| < € e per
ogni x € xo + W:

ax —aoxg = a(x — x0) + (0 —ap)xg € aW + (& — a)rV
C |a|W 4+ |a —ap|rV C (Jag| + €)W +erV
=V+VCu.

Dunque anche la moltiplicazione e continua.
Ci resta da dimostrare che {0} e chiuso. Dimostriamo che ogni
x # 0 ha un intorno aperto disgiunto da 0. Dato x # 0 per l'ipotesi di
separazione di  sappiamo che esiste B € F C B tale che x ¢ B/r per
qualche r > 0. Dunque 0 = x —x ¢ x — B/r. Ma —B/r = B/r ¢ un
intorno di 0 e quindi x & punto interno al complementare di {0}.
O

Una funzione p: V — R si dice seminorma se soddisfa le seguenti
proprieta:

1. p(v+w) < p(v) + p(w) (subadditivita)
2. p(av) = |a|p(v) (1-omogeneita)

Diremo che una seminorma p € una norma se inoltre verifica la
proprieta

3. p(v) =0=0v=0.

Teorema 12. Le seminorme hanno le seguenti proprieta:

1. p(0) =0;
2. [p(x) —p()| < p(x—y);
3. p(x) >0;

4. {p(x) = 0} e un sottospazio vettoriale di X;
5. By = {x € X: p(x) < 1} e bilanciato, convesso, assorbente.

Dimostrazione. Si ha p(0) = p(0-0) = |0|p(0) = 0p(0) = 0. Inoltre
dalla subadditivita:

p(x) =plx—y+y) <plx—y)+ply)

si ottiene p(x) — p(y) < p(x —y) = p(~1(y —x)) = p(y — x). Scam-
biando x con y si ottiene dunque la disuguaglianza cercata. Ponendo

12
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2.3 SPAZI LOCALMENTE CONVESSI E SEMINORME

poi y = 0 si ottiene p(x) > |p(x)| > 0. Presi x,y € {p = 0} si ha
p(x+y) <p(x)+p(y) =0+4+0=0dunque x +y € {p = 0}. Inoltre
p(ax) = |a|p(x) = 0 da cui anche ax € {p = 0}.

Chiaramente B, ¢ bilanciato per omogeneita di p. Dati x,y € By e
t €10,1] si ha

p(tx+ (1 —t)y) < p(tx) + p((1 = t)y)
=tp(x)+(1-t)p(y) <t+(1-t)=1

dunque B, & convesso. Per mostrare che B, e assorbente si prende un
qualunque x € X e si sceglie t > p(x). Allora p(x/t) = p(x)/t < 1da
cui x € tBp. O

Teorema 13. Sia p una seminorma su uno svt X. Sono equivalenti:
1. p e continua;
2. pécontinua in 0;
3. B, = {p < 1} e aperto.

Dimostrazione. Ovviamente 1 implica 2 e 2 implica 3. Dimostriamo
che 3 implica 1. Sia dunque p una seminorma tale che B, = {p < 1}
e aperto. Dato un punto x € X vogliamo dimostrare che p & continua
in x. Per ogni ¢ > 0 dobbiamo quindi determinare un intorno U di
x tale che p(U) C (p(x) — ¢, p(x) +¢€). Scegliamo U = x + ¢B,. Dato
yex+Usihay = x+euconu € B, ciod p(u) < 1. Ma da un lato si
ha

plx +eu) < plx) +ep(u) < p(x) +e
e dall’altro

plx+eu) > p(x) —ep(u) > p(x) —¢

e il teorema & dimostrato. O

Una famiglia P si seminorme su uno svt X si dice separante se per
ogni x # 0 esiste p € P tale che p(x) > 0.

Teorema 14. Sia P una famiglia di seminorme separanti definite su uno
spazio vettoriale X. La topologia T generata dalla base di intorni di 0 data
dalle intersezioni finite degli insiemi

By ={x e X:p(x) <r}

al variare dir > 0 e p € P, rende X uno slc (spazio vettoriale localmente
convesso). Inoltre T e caratterizzata come la piut debole topologia che rende X
uno svt e che rende continua ogni seminorma p € P.

A posteriori osserviamo che é sufficiente prendere r = 1/n. Dunque se P
e numerabile si puo trovare una base numerabile di intorni di 0.

Dimostrazione. Consideriamo la famiglia F = {rB,:r > 0,p € P}.

Questa ¢ una famiglia di insiemi convessi, bilanciati, assorbenti. Il
fatto che P sia separante significa che anche J e separante.

Per un teorema precedente sappiamo quindi che J genera una
topologia T che rende X uno slc.

13
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2.3 SPAZI LOCALMENTE CONVESSI E SEMINORME

Chiaramente la topologia T rende continue tutte le seminorme p € P
in quanto B, € aperto per costruzione e si puo applicare il teorema
precedente.

Inoltre ogni topologia invariante per traslazioni che rende continue
tutte le seminorme p € P deve contenere almeno le B, come intorni di
0 e di conseguenza deve contenere ogni 7B, e ogni intersezione finita
di questi. O

Dato un insieme B assorbente possiamo definire un funzionale
(detto gauge o funzionale di Minkowski):

up(x) =inf{t > 0: x/t € B}.
Teorema 15. Se p ¢ una seminorma si ha p = pgp,.
Dimostrazione. Osserviamo che:
pp,(x) =inf{t > 0: p(x/t) <1} =inf{t > 0: p(x) < t}
— inf(p(x), +00) = p(x).
O

Teorema 16. Sia B bilanciato, convesso, assorbente, in uno spazio vettoriale
X. Risulta che up e una seminorma su X. Inoltre

{up <1} c BC {up <1}.

Dimostrazione. Chiaramente yp € finito (in quanto B ¢ assorbente) ed
e omogeneo (per definizione). Mostriamo la subadditivita. Siano
t = up(x)+¢, s =up(y) + € per qualche ¢ > 0. Allora x/t,y/t € Be
siccome B e convesso anche la loro combinazione:

x+y t X s vy

s+t s+ttt s+ts
Dunque, per ogni ¢ > 0,

pnCe ) = (s 0 (1Y) < 5ot £ = pa(o) + pnly) + 2
e la subadditivita e dimostrata.

Chiaramente se pup(x) < 1sihax € Bese up(x) > 1sihax ¢
B (basta osservare che essendo B assorbente e convesso, fissato x
I'insieme {t > 0: x/t € B} & un intervallo illimitato e quindi coincide
con uno dei seguenti: [pp(x), +00) o (up(x), +c0). O

Teorema 17. Sia X uno slc. Allora la topologia di X e generata da una
famiglia di seminorme.

Dimostrazione. Sia B una base di intorni convessi di 0. Possiamo
supporre che ogni B € B sia aperto (la parte interna di un convesso e
convessa). E’ chiaro allora che la famiglia di seminorme P = {yp: B €
B} genera la topologia di X. O

Teorema 18. Sia X uno slc la cui topologia e generata da una famiglia
di seminorme P. Allora si ha x; — x se e solo se per ogni p € P si ha
p(xj —x) — 0.

14



2.3 SPAZI LOCALMENTE CONVESSI E SEMINORME 15

Dimostrazione. Chiaramente se x; — x si ha p(x; — x) — 0 in quanto
le seminorme p; sono continue.

Viceversa supponiamo che p(x; — x) — 0 per ogni p € P. Dato un
intorno U di 0 vogliamo mostrare che x; — x sta definitivamente in U.
L’intorno U deve contenere una intersezione finita di riscalamenti di
palle unitarie delle seminorme:

m
uo m rkBpk-
k=1

Ma per ogni k si ha pi(x; — x) — 0 quindi esiste Nj tale che per ogni
j > Ny siha pr(x; — x) < rt. Questo significa che per tali indici j si ha
Xj— X € 1;Bp,. Posto N = max{’ ; Ni si ha il risultato voluto. O

Teorema 19. Se P ¢ una famiglia separante, numerabile di seminorme sullo
spazio vettoriale X allora la topologia T generata da P e metrizzabile.

Dimostrazione. Sia P = {p }ren € definiamo

pe(x —y)

1
TR T =)

Chiaro che d soddisfa la disuguaglianza triangolare in quanto ¢ mas-

simo di distanze (si veda il Teorema 1). Inoltre d(x,y) = 0 implica

x = y in quanto P e separante. E’ anche ovvio che la distanza e

invariante per traslazioni. Dunque ¢ sufficiente dimostrare che le palle

B, = {x:d(x,y) < r} formano una base di intorni per la topologia .
Da un lato osserviamo che d(x) < r equivale a

2 = r)pe(x) <7

che & certamente soddisfatta per tutti i k > log,(1/r), mentre per i
rimanenti (finiti) indici k si deve avere

dunque B, risulta essere uguale ad una intersezione finita di insiemi
della forma 7By, e dunque contiene un intorno di 0 della topologia .

Viceversa dato un qualunque intorno W di 0 per T questo contie-
ne una intersezione finita k = 1,...,m di insiemi della forma 7By, .
Bastera scegliere r > 0 in modo che

Ak
2r < rI{unZ_ Tk
=1

infatti in tal caso ogni x € B, soddisfa

1 pk(x) Z_krk
w5 <r<
KT +p(x) T 2
da cui segue pi(x) < ry. Dunque B, C W. O

Teorema 20. Sia X uno slc generato da una famiglia di seminorme P. Un
insieme C C X ¢ limitato se e solo se ogni seminorma p € P e limitata su C.



2.4 LO SPAZIO DELLE FUNZIONI CONTINUE

Dimostrazione. Se C e limitato allora per ogni U intorno di 0 esiste
r > 0 tale che C C rU. In particolare preso U = By, si ha C C 7B, che
significa che p(x) < r per ogni x € C.

Viceversa supponiamo che ogni p € P sia limitata su C. Dato un
qualunque U intorno di 0 sappiamo che U contiene un intorno del
tipo

m
U > () By px € P.
k=1
Sappiamo che per ogni k esiste ¢ tale che py(x) < ¢ per ogni x € C.
Posto

m Ck
¥ = max —
k=1 7
si trova che ogni x € C sta in 77 B, e quindi sta in tU. O

Teorema 21. Uno svt X & normabile se e solo se esiste un intorno convesso e
limitato di 0.

Dimostrazione. Se X € normabile e chiaro che la palla unitaria della nor-
ma € un convesso limitato (ogni intorno di 0 contiene un riscalamento
della palla per definizione).

Viceversa sia B un intorno convesso, limitato di 0. Siccome B & un
intorno di 0 deve essere assorbente (in quanto per ogni x si deve avere
x/k — 0 per la continuita del prodotto e dunque x deve stare in kB).
Dunque p(x) = pp(x) risulta essere una seminorma su X.

Mostriamo ora che p € una norma. Supponiamo che ci sia x # 0
tale che p(x) = 0. Siccome {0} & chiuso esiste un intorno U di 0 tale
che x ¢ U. Ma allora non esiste r > 0 tale che B C rU in quanto per
ogni r > 0 siha p(rx) =rp(x) = 0 dunque rx € B ma rx & rlU.

Mostriamo ora che la topologia generata da P = {p} coincide con T
la topologia originale su X. Visto che B, = B & un intorno di zero per
T, & chiaro che la topologia indotta da p € meno fine di 7. Viceversa
dato un intorno U di zero per T siccome B & limitato esiste r > 0 tale
che B, = B C rU cioe B,/r C U e dunque la topologia indotta da p e
pitt fine di 7. O

2.4 LO SPAZIO DELLE FUNZIONI CONTINUE

Sia C(Q) lo spazio vettoriale delle funzioni continue definite su ()
aperto di R" a valori in C (o in R). Su C(Q)) possiamo mettere la
topologia generata dalle seminorme

pr(f) := max|f(x)]

xeK

dove K & un qualunque compatto in (). Osserviamo subito che se
scegliamo una famiglia crescente di compatti K; che invade () allora
ogni compatto K risulta incluso in uno dei K; e quindi le seminorme
pk; generano la stessa topologia generata da tutte le pg.

Inoltre se K]- & crescente, I'intersezione finita di riscalati dei convessi
Bij contiene un riscalato della By, ~con N il massimo degli indici
considerati, dunque una base della topologia ¢ data dalle singole palle
Bij senza necessita di farne l'intersezione finita.
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2.5 SPAZI DI FUNZIONI REGOLARI

Essendo le px; una quantita numerabile risulta inoltre che questo
spazio e metrizzabile. La convergenza e data quindi dalla convergenza
uniforme su ogni compatto e determina la topologia dello spazio. Lo
spazio € anche completo, perché se f; € una successione di Cauchy,
allora su ogni K la successione fi converge ad una funzione continua f
che quindi risulta essere definita su tutto (). La convergenza uniforme
su ogni compatto implica inoltre la convergenza in C(Q2) e dunque
abbiamo mostrato che ogni successione di Cauchy converge.

Risulta quindi che C(Q)) & uno spazio di Frechét.

2.5 SPAZI DI FUNZIONI REGOLARI

Chiamiamo multi-indice un elemento & = (a1, ...,,) € IN" (intendia-
mo qui che 0 € IN). Per ogni x € R" e « € IN" possiamo definire

x* € R tramite

o Ny

s
X7 I=X Xy

Analogamente possiamo definire 'operatore differenziale

0\ 2 \*
a — — . ..
b= <8x1> <8xn> ’

L'ordine di D* (ovvero il numero di derivate) e la lunghezza di «:

la| := a1 + - - + .

Lo spazio £(Q)) := C®(Q) e lo spazio delle funzioni scalari defi-
nite su () che ammettono derivate di ogni ordine. Su tale spazio,
D*: £(Q)) — &(Q)) e definito per ogni «.

Se () C R", per ogni &« € IN" e per ogni compatto K di (2 possiamo
definire una seminorma:

Puk(f) = max|D*f(x)]. (1)

Chiaramente queste seminorme separano &(Q)) in quanto per ogni
x € Qposto K= {x} ea =0siha]|f(x)] =0. Dunque &(Q) risulta
essere uno spazio localmente convesso con la topologia generata da
suddette seminorme. Inoltre selezionando una successione di compatti
K;j che invade () & chiaro che le seminorme p, k; generano la stessa
topologia in quanto se K; O K allora pa,x > pak; € quindi By, C
Bm,xj~ Visto che quest’ultima famiglia di seminorme & numerabile la
topologia generata risulta essere metrizzabile. La convergenza ¢ data
dalla convergenza uniforme di tutte le derivate su ogni compatto.

Inoltre lo spazio risultante € completo in quanto data una succes-
sione di Cauchy f la successione e tutte le sue derivate convergono
uniformemente su ogni compatto K ad una funzione f definita su
tutto Q). Dunque £(QQ) risulta essere uno spazio di Frechét.

Inoltre £(Q)) ha la proprieta di Heine-Borel. Infatti data una qualun-
que successione fi in un insieme limitato C di £(Q}), per la caratteriz-
zazione dei limitati sappiamo che ogni seminorma p; risulta limitata
su tale successione e quindi la successione e tutte le sue derivate sono
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2.5 SPAZI DI FUNZIONI REGOLARI

uniformemente limitate su ogni compatto K. Per Ascoli-Arzela la
successione ammette una estratta convergente.

&(Q) non & localmente limitato, altrimenti sarebbe localmente com-
patto e avrebbe dunque dimensione finita, cosa che non ¢, ma la
vedremo tra poco. Dunque £(Q2) non & normabile.

Definiamo il supporto di una funzione f come il piti piccolo chiuso
al di fuori del quale la funzione si annulla:

sptf := {x € Q: f(x) # 0}.

Fissato un compatto K C () possiamo definire

Di(Q) :={f € £E(Q): sptf C K}.

Su Dk (Q)) consideriamo la topologia indotta da &(Q) cosicché D ()
risulta essere un sottospazio vettoriale di £((2). Visto che la conver-
genza di £(Q)) e piu forte della convergenza uniforme su K (data da
po,x) se fr € Dx(Q) e fx — f si trova che il supporto di f & anch’esso
contenuto in K, dunque f € Dg(Q). Dunque Dg(Q)) & un sotto-
spazio vettoriale chiuso di £(Q2). La topologia di Dx(()) & generata
dalle seminorme p, x in quanto se | & un altro compatto di () si ha
Pk (f) = pus(f) per ogni f € Dy(QQ).

In effetti possiamo osservare che la topologia di Dk (Q2) non dipende
da Q)... qualunque aperto contenente K determina lo stesso spazio con
la stessa topologia (ogni funzione di Dg(()) pud essere estesa a zero
fuori da ) per determinare una funzione in Dg(R"), e viceversa la
funzione in Dk (IR") pud essere ristretta ad ()). Dunque scriveremo
pit semplicemente Dk al posto di Dg ().

E’ utile osservare che Dk ha dimensione infinita se K ha parte
interna non vuota. Se K contiene una palla, conterra anche una
quantita numerabile di palle di raggio sempre pit1 piccolo. Su ognuna
di queste palle possiamo trovare una funzione non nulla a supporto
compatto nella palla, utilizzando il teorema seguente. Chiaramente
queste funzioni sono tra loro indipendenti. Dunque Dg ha dimensione
infinita (se K ha parte interna non vuota) e di conseguenza &(Q}) ha
dimensione infinita (se () non & vuoto!)

Teorema 22. 1. Esiste una funzione f € E(R) tale che 0 < f(x) < 1
perognix € R, f(x) =0sex <0e f(x) >0sex>0;

2. esiste una funzione § € E(R) tale che 0 < g(x) < 1 per ogni x € R,
f(x) =0perx<O0e f(x)=1perx>1

3. Dati 0 < r < R esiste una funzione ¢ € &(R") tale che ¢(x) = 1
per |x| <r, (x) = 0per |x| > Re|x| € [0,1] per ogni x € R".

Dimostrazione. La funzione f: R — R puo essere definita come segue

Flx) = {e; per x >0

0 per x < 0.

Con un poco di attenzione si puo verificare che tutte le derivate di
questa funzione risultano continue e si annullano per x = 0 in quanto
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2.6 LO SPAZIO DELLE FUNZIONI TEST

l'esponenziale e~1/* tende a zero per x — 0, piti velocemente di

qualunque potenza di x.
La funzione g puo essere definita tramite f:

W
S0 = For fi—n

Il denominatore non si annulla mai, dunque la funzione e in C*.
Inoltre le proprieta richieste discendono facilmente dalle proprieta di

f.

La funzione ¢ si definisce quindi come

¢(x)=g<§:f)-

2.6 LO SPAZIO DELLE FUNZIONI TEST

Definiamo D(Q}) := C*(Q) con Q) aperto non vuoto di R"” come lo
spazio delle funzioni f € £(Q) il cui supporto spt f & compatto in Q).
La funzione ¢ € D(Q) viene chiamata funzione test. Chiaramente
D(Q)) & uno spazio vettoriale (complesso se le funzioni sono a valori
in C).
Vogliamo mettere una topologia su D(Q)). Osserviamo che si ha

D)= | D«

K compatto in ()

Si trattera dunque di “fare il limite per K — ()” delle topologie sui
Dk.

Osservazione. Si potrebbe mettere su D(Q)) la topologia indotta da
£(Q), ma tale topologia non sarebbe sufficientemente forte. Infatti
D(Q) non risulterebbe neanche chiuso (e quindi non completo). Per
fare un esempio ¢ sufficiente prendere un successione ¢, € D(R") di
funzioni che valgono 1 su By (0) e che valgono 0 su By, 1(0) ('esistenza
di tali funzioni ¢ garantita dal teorema 22). Tale successione converge
uniformemente su ogni compatto (in quanto e definitivamente costante
1 su ogni compatto) e quindi converge in &(R") alla funzione 1. Tale
successione @ in D(Q)) ma il limite no.

Teorema 23. Sullo spazio vettoriale D(Q)) e definita la piil fine topologia
T di slc che rende le immersioni Dx — D(Q)) continue per ogni compatto
KcQ.

Risulta inoltre che la topologia indotta da D(Q)) su Dk coincide con la
topologia gia definita su D.

Dimostrazione. Sia Tk la topologia di Dk con K compatto in (). Af-
finché ogni immersione ig: Dx — D(Q) sia continua & necessario che
l'intersezione di ogni aperto di D(Q) con Dy sia in tx. D’altra parte
perché la topologia sia localmente convessa deve essere determinata
da una base di intorni aperti, convessi bilanciati di 0.
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2.6 LO SPAZIO DELLE FUNZIONI TEST

Definiamo dunque B come la famiglia di tutti gli insiemi convessi
e bilanciati in D(Q) tali che la loro intersezione con Dy sia elemento
di tx. Tali insiemi B sono automaticamente assorbenti in quanto ogni
f € D(Q) sta in un qualche Dk e l'intersezione B N Dk essendo un
intorno di 0 in Dk € necessariamente assorbente in Dg.

Dunque per il Teorema 11 sappiamo che B & la base di una topologia
slc su D(Q)).

Inoltre tale topologia chiaramente rende continua ogni immersione
ix: Dx — D(Q). E’ anche la piu fine topologia con tale proprieta.
Infatti una topologia localmente convessa & univocamente determinata
dagli intorni convessi, bilanciati e aperti di 0 e noi abbiamo dichiarato
come aperti il massimo possibile di insiemi bilanciati e convessi in
modo da mantenere la continuita delle immersioni.

Chiaro dunque che se A & un aperto in D(Q) allora per ogni
compatto K si ha che AN Dk = i (A) & aperto in Dk.

Viceversa vogliamo dimostrare che ogni aperto A in Dk ¢ interse-
zione di un aperto A’ di D(Q) con Dk. Ricordiamoci che la topologia
su Dk e generata dalle seminorme p, = p,x definite in (1). Se
A = {f € Dk: pa(f) < r} per qualche « € IN" e r > 0, allora si
ha chiaramente A = A'NDg con A’ = {f € D(Q): pu(f) < r}. Lo
stesso rimane vero se A & intersezione finita di insiemi di quella forma,
ovvero se A & un elemento della base di Dk definita dalle seminorme
Pa- Ma ogni aperto A € unione di traslati di elementi di questo tipo. Il
risultato segue.

U

La costruzione che abbiamo appena fatto & quella di limite induttivo.
La topologia risultante si chiama fopologia finale.

Teorema 24. 1. Per ogni « € IN", la seminorma su D(QY) definita da

pa(f) := max|D*(f)]|

xeQ)

e continua.

2. Un insieme E C D(Q) e limitato se e solo se esiste un compatto
K C Q) per cui E C D e inoltre per ogni « € IN"

sup max |D* f(x)| < 4o0.
fEE xeK

3. Lo spazio D(QY) ha la proprieta di Heine-Borel.

4. Una successione fy e di Cauchy in D(Q)) se e solo se esiste un compatto
K di ) tale che per ogni k si ha f; € Dk e fi e di Cauchy in D.

5. fi — fin D(Q) se e solo se c’e un compatto K di () tale che il supporto
di ogni f; e contenuto in K e per ogni & € IN" si ha D*f; — f
uniformemente.

6. In D(QY) ogni successione di Cauchy converge (cioe D () e o-completo).

Dimostrazione. [1, 6.5]
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2.6 LO SPAZIO DELLE FUNZIONI TEST

1. Osserviamo che per ogni K compatto in () si ha By, N Dg = By, ,
dunque B,, € un convesso bilanciato assorbente ed ¢ un intorno
di 0. Di conseguenza p, ¢ continua.

. Sia E un limitato in D(Q)). Sia K; una successione di compatti
che invade () e supponiamo per assurdo che nessuno di essi
contenga il supporto di tute le funzioni di E. Allora per ogni j
esiste x; ¢ Kj e f; € E tali che f;(x;) # 0. Consideriamo 'insieme

B={feDQ): |f(x)| < |fi(x;)|/2,j € N}.

Chiaramente B e convesso e bilanciato. Inoltre per ogni compatto
K solo un numero finito di punti x; cadono in K, dunque BN Dk
risulta essere aperto in Dk, infatti contiene {pox < m} con
m = maxyex | fj(x;)|/ 2/. Ma allora dovrebbe esistere r > 0 tale
che E C 7B il che significa che

£ix)] < 5516

che & assurdo in quanto f/2 — 0. Dunque se E & limitato c’e
un compatto K tale che E C Dg.

Visto che su Dk c’¢ la topologia indotta da D(Q2), E risulta
limitato anche su Dk e dunque ogni p, € limitata su E. Che e
quello che dovevamo dimostrare.

Viceversa se le funzioni di E hanno tutte supporto in K e se le
seminorme p, sono limitate su E in Dk allora E risulta limitato
in Dk e di conseguenza ¢ limitato anche in D(Q)).

. Sia E un chiuso limitato. Allora E C Dk per un compatto K di
). Dunque E e chiuso e limitato in Dk e quindi, avendo Dk la
proprieta di Heine-Borel, esso € compatto in Dg. Ma allora e
compatto anche in D(Q)).

. Innanzitutto osserviamo che (in generale) ogni successione di
Cauchy e limitata. Infatti se f; & di Cauchy e U & un intorno
bilanciato di 0 esiste V intorno di 0 tale che V + V C U ed esiste
un N tale che per ogni j,k > N si ha f; — f; € V e in particolare
per ogni j > N si ha f; € fy + V. Siccome V & assorbente esiste
1 > 0 tale che fx € r;V. Prendendo r = max,zc\]:1 1 risulta quindi
fr € rU per ogni k < N e inoltre, per k > N

frefn+FVCrV+V CrV4rV Crl.
Dunque ogni successione di Cauchy ¢ limitata (e in particolare

lo sono le successioni convergenti).

Esiste quindi un compatto K tale che l'intera successione e con-
tenuta in Dg. Dunque la successione fi € di Cauchy in Dk che
significa esattamente quanto esposto.

Viceversa se fi € di Cauchy in Dk e chiaramente di Cauchy anche
in D(Q).
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2.6 LO SPAZIO DELLE FUNZIONI TEST

5. la successione f; ¢ di Cauchy, quindi c’¢ il compatto K e la
successione € in Dg. In Dk la convergenza e quella esposta.

6. & conseguenza di quanto detto sopra e del fatto che Dk e
completo.

O]

Teorema 25. Dk ¢ un sottospazio chiuso di D(Q)) per ogni K compatto in
Q.

Teorema 26. Sia Y slc e sia L: D(QY) — Y una applicazione lineare. Allora
sono equivalenti:

1. L e continuo;
2. L e limitato (manda limitati in limitati);
3. L ristretto ad ogni Dy e limitato;

4. L ristretto ad ogni Dy e sequenzialmente continuo (manda successioni
convergenti in successioni convergenti)

5. L e sequenzialmente continuo;
6. L ristretto ad ogni Dy e continuo

Dimostrazione. In generale se X e Y sono svt un operatore L: X —
Y continuo & anche limitato. Sia infatti V un qualunque intorno
bilanciato di 0 in Y. Esiste un U intorno bilanciato di 0 in X tale che
L[U] C V. Se E & limitato in X esiste r > 0 tale che E C rU. Ma allora
L[E] C rL[U] C rV e dunque L[E] & limitato in Y.

Osserviamo ora che un insieme E limitato in Dk € anche limitato
in D(Q) e questo vale in generale quando E & limitato rispetto alla
topologia indotta su un sottospazio. Infatti sia U un qualunque intorno
di 0 in D(Q). Allora V = UN Dk & un intorno di 0 in Dk e se
prendiamo un insieme E limitato in Dk dovra esistere r > 0 tale che
E C rV.MarV C rU e dunque E & limitato anche in D(Q)). Dunque,
visto che L manda limitati di D(Q) in limitati di Y, a maggior ragione
manda i limitati di Dg in limitati.

Sempre in generale se X € uno svt metrizzabile e Y € uno svt, e
se L: X — Y e limitato allora L manda successioni convergenti in
successioni convergenti. Sia infatti x; — 0 in X. Supponiamo per un
attimo che d(0, x;) < 1/k? con d una distanza invariante su X. In tal
caso si ha, sfruttando l'invarianza di d:

=~

d(O,kxk) S ' d((j—l)xk,jxk)

\
Il
—_

d(xk, 0) = kd(xk, 0)

I
™~

\
Il
—_

IN
»
| —

— 0.

N

k

Dunque la successione kxj ¢ anch’essa limitata (essendo convergente).
Dunque per ipotesi la sua immagine L[kx;] = kL[x;] & anch’essa
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2.6 LO SPAZIO DELLE FUNZIONI TEST

limitata. Dunque per ogni V intorno bilanciato di 0 in Y deve esistere
r > 0 tale che kL[xi] € rV per ogni k. Ma per k > r si avra dunque
Lixg] € rV/k C V. Dunque L[x;] — 0in Y.

Nel nostro caso Dk & metrizzabile dunque supponendo che la
restrizione di L a Dk sia limitata, si deduce che tale restrizione &
sequenzialmente continua.

Supponiamo ora di sapere che la restrizione di L ad ogni Dk e
sequenzialmente continua. Sia f; — 0 una qualunque successione
convergente (non e restrittivo supporre che converga a zero). Allora
per quanto visto in un teorema precedente esiste K tale che l'intera
successione e contenuta in Dg. Dunque sulla successione L coincide
con la sua restrizione a Dk e dunque manda la successione convergente
in una successione convergente.

Se ora supponiamo che L sia sequenzialmente continuo, e chiaro la
restrizione di L a Dk rimane ancora sequenzialmente continua. Ma
ora c’e un risultato generale che ci dice che se X € uno spazio metrico e
Y & uno spazio topologico, e se f: X — Y & sequenzialmente continua,
allora f e continua (il viceversa & vero anche se X & solamente uno
spazio topologico). Infatti supponiamo per assurdo che f non sia
continua in un punto x € X. Allora esiste un intorno V di f(x) tale
che per ogni U intorno di x si ha f(U) \ V # @. Per ogni k € N
consideriamo dunque l'intorno Uy = {z € X: d(z,x) < 1/k}. Dovra
dunque esistere x; € U tale che f(xx) € V. Ma allora x; — 0 e
nonostante questo f(x;) non converge a f(x). Assurdo. Siccome Dy &
metrizzabile (di nuovo!) possiamo applicare questo risultato e conclu-
dere che se L e sequenzialmente continuo allora la sua restrizione ad
ogni Dk e continua.

L'ultimo passaggio e forse il pil1 astratto. Fin’ora non abbiamo mai
usato il fatto che Y e uno slc (ci bastava svt). Supponiamo che L
ristretta ad ogni Dk sia continua. Osserviamo che la restrizione di L a
D non & altro che la composizione Ly = L o ix dove ix: Dx — D(Q)
¢ la mappa di inclusione. Ricordiamo ora che la topologia T di D(Q))
ha la proprieta di essere la topologia di slc pit fine che rende continue
le inclusioni ig. Consideriamo ora su D(Q) la famiglia di insiemi

o= {L7'[A]: A aperto in Y}.

E” molto facile verificare che ¢ & una topologia (per le buone proprieta
della mappa inversa). Osserviamo che ¢ e la topologia piti debole
che rende continua la mappa lineare L. E’ chiaro infatti che L risulta
continuo rispetto a questa topologia (abbiamo forzato le controimma-
gini di aperti ad essere aperti) ed e la topologia pitt debole in quanto
contiene il minimo indispensabile di aperti per ottenere la continuita
di L. Osserviamo ora che tale topologia o rende anche continua ogni
inclusione ig. Infatti se A’ & un aperto in D(Q) si ha A’ = L7![A] con
A aperto di Y e dunque

i [A] =i [L7[A]] = (Loik) ' [A]

ed essendo per ipotesi L o ix continua, deduciamo che i, ![A’] & effetti-
vamente aperto in Dg. Per la proprieta caratterizzante T scopriamo
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2.6 LO SPAZIO DELLE FUNZIONI TEST

dunque che T dev’essere pill fine di . Ma allora se L & continuo
rispetto a ¢ a maggior ragione dovra essere continuo rispetto a 7.
O

Teorema 27. Sia K un compatto di Q). Si ha
1. Dk ¢ un sottospazio chiuso di D(Q);
2. Dk ha parte interna vuota;
Di conseguenza risulta che D(Q)) non é metrizzabile.

Dimostrazione. Fissato K compatto in Q) e scelta f € D(Q) \ Dk voglia-
mo trovare un intorno B di 0 tale che (f + B) N Dk = @. In effetti data
f basta considerare un x € Q) \ K tale che f(x) # 0 e basta scegliere

B={peD(): [p(v)] < LIy,

Chiaramente B & un intorno di 0 in quanto B D 7By, conr = |f(x)|/2.
Inoltre & chiaro che se ¢ € B allora (f + ¢)(x) # 0 in quanto

(F+ 9@ 2 F@I - o] > L o

Se un sottospazio vettoriale V di uno svt X contenesse un intorno
di un punto x allora (traslando) conterrebbe anche un intorno di 0.
Allora V sarebbe assorbente. Ma i riscalamenti di V' coincidono con V
e dunque si avrebbe V = X. Cioe nessun sottospazio vettoriale V # X
di uno svt X puo avere parte interna.

Se K; ¢ una successione di compatti che invade () si ha trova che
D(€2) & unione dei D, ovvero & unione numerabile di chiusi con
parte interna vuota. Se D(Q)) per assurdo fosse metrizzabile sarebbe
anche completo (in quanto abbiamo visto che D(()) & completo per
successioni) e dunque si applicherebbe il Lemma di Baire, che affer-
ma che non e possibile che uno spazio metrico completo sia unione
numerabile di suoi sottoinsiemi chiusi e con parte interna vuota. [
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DISTRIBUZIONI

Un funzionale lineare e continuo sullo spazio D(Q}) si chiama distribu-
zione o funzione generalizzata. Lo spazio delle distribuzioni e lo spazio
duale di D(Q) e si indica con D'(Q)).

Per ogni ¢ € D(Q)) e N € IN definiamo

‘= max = max max |D*¢p(x)|.
I#lly = max pulg) = max max|D¢(x)]
Dalla definizione discende che le norme ||-||5, inducono su D la
stessa topologia indotta dalle norme p, k. In particolare queste norme
sono continue su D(Q)).

Teorema 28. Un funzionale lineare f su D(Q)) e continuo (e quindi & una
distribuzione) se e solo se per ogni K compatto in () esistono N € INec > 0
tali che

Iflell <cllelly Vo € Dk. (2)

Dimostrazione. Per quanto visto nel Teorema 26 un funzionale lineare
& continuo su D(Q)) se e solo se & continuo su ogni Dg. Ma la
topologia su Dk e generata dalle seminorme p, (che su Dk in realta
sono anch’esse norme) o, equivalentemente, dalle norme ||-||,, appena
introdotte. Visto che le norme |- || sono crescenti in N una base di

intorni di 0 in Dk e data dalle palle

rBn = {¢ € Dk: [l¢|y <71}

al variare dir > 0 e N € IN. Dunque f e continuo su Dk se e solo se
esistono ¢ > 0 ed N € N tali che f(eBy) C Be = {z € C: |z| < 1}.
Ma per ogni ¢ € Dk scelto m = 2||¢|| /€ si ha ¢ /m € eBy per cui:

Flll = mlf(p/m)| < m=2lgly

come volevasi dimostrare. O

Diremo che una distribuzione f € D(Q) ha ordine N se per ogni
compatto K di () esiste ¢ > 0 tale che la relazione (2) risulti valida
sempre con lo stesso N. Diremo che f ha ordine infinito se tale N non
esiste.

Esempio 29 (delta di Dirac). Sia Q) un aperto di R" e x € (). La delta di
Dirac in x ¢ il funzionale 6, definito su D(Q)) da

oxl@] == p(x).

Essendo
lox[@]| = [@(x)| < el

possiamo concludere che 6, € D' (Q)) ¢ una distribuzione di ordine N = 0.
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DISTRIBUZIONI

Esempio 30. Il funzionale
00
flol =2 ¢'(),  ¢€DR)
j=0

¢ una distribuzione in D'(R) di ordine 1. Infatti si ha, se ¢ ha supporto
compatto in K = [0, n],

< (n=2)[¢ol;-

Si puo verificare che tale distribuzione non ha ordine 0, in quanto é possible
definire delle funzioni test @y tutte con supporto in [—1,1] e tali che ¢ (0) =
1e||@kllg < 1/k. Su queste funzioni si avra allora

ledl _ oy o
k]l
Esempio 31. Il funzionale
flol=20"(),  ¢€DR)
j=0

e una distribuzione di ordine infinito. Infatti, fissato N, é possibile definire
una successione di funzioni test ¢y tali che ||@x||y < 1/k ma go,((NH) (N+
1)=1

Esempio 32 (funzioni L} come distribuzioni). Sia f € L], (Q). Pos-
siamo allora definire il funzionale (con abuso di notazione identificheremo la

funzione f € L con il funzionale lineare f: D — C)

flgl:= [ f@e(x)ds, g€ D).

Chiaramente ¢ — f[¢] e lineare (linearita dell’integrale) ed e continuo (di
ordine 0), in quanto se ¢ € Dk si ha

floll < [ 151 lp) dx < llglly [ 7).

Nel seguito considereremo quindi L} (Q) C D'(Q).

loc

Esempio 33 (misure come distribuzioni). Se y e una misura (complessa)
di Borel su Q), oppure una misura positiva localmente finita, allora posto (di
nuovo con abuso di notazione usiamo lo stesso simbolo per la misura e per il
funzionale lineare ad essa associato):

plol:= [ pxdu(x),  peD(Q)

si ha che y e una distribuzione di ordine 0. Dunque considereremo anche lo
spazio delle misure su Q) come un sottospazio di D' (Q)).

Esempio 34. Definiamo

1
flol :/0 ¢(x,0)dx, ¢ D(R?).

E’ semplice verificare che f e una distribuzione. In effetti e la distribuzio-
ne associata alla misura unidimensionale di lebesgue ristretta al segmento

0,1] x {0} C R2.
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3.1 DERIVATA DI UNA DISTRIBUZIONE

3.1 DERIVATA DI UNA DISTRIBUZIONE

Indichiamo con Dy I'operatore Dy = 9/0xy, cosicché D = (Dy, ..., Dy).
Ispirati dall’integrazione per parti, che per le funzioni f € C! ci
garantisce che

|(Ouf)-gdx=— [ f-Digdx v eD(@)
se f € D'(Q) definiamo Dy f tramite la formula

Diflg] := —f[Dro].

E’ facile convincersi che Dy f € un operatore lineare e continuo. Inoltre
se f ha ordine N la sua derivata ha ordine N + 1.
Per « € IN", avendo definito D* = Di‘l ...Dy" avremo

D*flg] = (—1)" f[D"¢].
Chiaramente si ha D*DP = D*"F = DPD*,

Esempio 35. Consideriamo la funzione di Heavyside

H(x) = 0 sex <O,
1 sex>0.

Osserviamo che H € L} (R) e che la derivata di H & nulla quasi ovunque.
Se consideriamo la distribuzione associata ad H e ne facciamo la derivata

(cioe facciamo la derivata distribuzionale di H) otteniamo invece
DHIg] = ~H[Dgl = — [ H(x)¢/(x)dx

= [T ) dr =~ 0 9(0)) = dulg)

Dunque la derivata distribuzione di H e una delta di Dirac nel punto di salto
x = 0. (Curiosamente in questo caso sin H che DH hanno ordine 0.)

3.2 LA TOPOLOGIA SULLO SPAZIO DELLE DISTRIBUZIONI

Lo spazio D'(Q)) & formato dai funzionali lineari e continui su D(Q).
E’ usualmente chiamato spazio duale di D(Q)) e la topologia che na-
turalmente viene utilizzata e la cosiddetta topologia debole-* cioe la
topologia pitt debole che rende continui (su D’(Q))) tutti i funzionali
Ay definiti, per ogni ¢ € D(Q)) da:

Aglf] == flo].
Osserviamo ora che, in generale, se A &€ un funzionale lineare su
uno spazio vettoriale X, allora |A| (definito da |A|(x) := |A[x]|) & una

seminorma su X. Non solo: A & continuo se e solo se |A| & continua
(e sufficiente la continuita in 0 che puo essere verificata facilmente
tramite la definizione).
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3.2 LA TOPOLOGIA SULLO SPAZIO DELLE DISTRIBUZIONI

Osserviamo ora che la famiglia di seminorme {|A,[: ¢ € D(Q)}
e separata. Infatti dato f € D'(Q)), f # 0 significa esattamente che
esiste ¢ tale che f[g] # 0. Dunque |A4|(f) = |f[¢]| # 0.

Dunque la topologia debole-* induce su D’(Q)) una topologia lo-
calmente convessa. La convergenza per questa topologia fi — f e
equivalente (per quanto visto nel Teorema 18) a richiedere che

[Ap|(fc = f) =0, Vg e D)

ovvero
felgl = flol, Vo € D(QY).
In particolare si ottiene il seguente.
Teorema 36. Se fy — f in D'(Q)), allora per ogni & € IN”,
D“fk — D(Xf.

Dimostrazione. Banalmente

D*filp] = (=) fi[D*¢] — (~1)*If[D*¢] = D*f[g].

Teorema 37. Se fy € D'(Q)) e per ogni ¢ € D(Q)) esiste il limite
flol = lim fig]

allora f € D'(Q)).

Per dimostrare il teorema precedente dovremo utilizzare il seguente
teorema, che assumiamo noto.

Teorema 38 (Banach-Steinhaus). [1, 2.6] Sia X uno spazio di Frechét
(slc metrizzabile completo) e Y uno svt. Sia § C L(X,Y) una famiglia di
operatori lineari e continui da X in'Y. Se per ogni x in X l'insieme

F(x):={l(x): 1 € F}

e limitato in Y allora § é equicontinuo ovvero per ogni V intorno di 0 in Y
esiste U intorno di 0 in X tale che

LiUlcv VLe3.

Teorema 39. [1, 2.8] Sia X uno spazio di Frechét (slc metrizzabile completo)
e sia Y uno svt. Se Ly € L(X,Y) (mappe lineari continue) e se per ogni
x € X esiste il limite

L[x] = liin Li[x]

allora L € L(X,Y) (anche L ¢ lineare e continuo).

Dimostrazione. La linearita di L segue dalla linearita dell’operazione
di limite. Consideriamo la famiglia di operatori lineari ¥ = {L; }en-
Siccome Li[x] & una successione convergente 'insieme dei suoi pun-
ti F(x) = {Lg[x]}x & limitato. Dunque per il teorema di Banach-
Steinhaus possiamo concludere che J e equilimitata ovvero per ogni
V intorno di 0 in Y esiste un U intorno di 0 in X tale che Ly[U] C V
per ogni k > 1. Ma allora L[U] C V e dunque anche L & continuo. [
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3.3 PRODOTTO DI UNA DISTRIBUZIONE PER UNA FUNZIONE

Dimostrazione Teorema 37. Osserviamo che D(()) non & uno spazio di
Frechét (non essendo metrizzabile). Comunque la linearita di f e
ovvia (in quanto discende dalla additivita del limite). Per dimostrare
f e continuo é sufficiente mostrare che f e continuo su ogni Dg
(Teorema 26). Ma Dk e in effetti uno spazio di Frechét e quindi il
Teorema precedente si applica e ci garantisce che f ristretto a Dk &

continuo. O

3.3 PRODOTTO DI UNA DISTRIBUZIONE PER UNA FUNZIONE

Se f € D'(O) ege &(Q),allorase ¢ € D(O) si ha gp € D(Q) (in
quanto spt(gg) C spt¢) e quindi & ben definito il funzionale gf su
D(O):

f)le]:= flgel, VYo € D(Q).

E’ chiaro che gf e lineare. Verifichiamo che gf & continuo. Per la
regola di derivazione del prodotto, si puo dimostrare che vale

D*(g9)(x) = Y () DPg(x)D*Po(x)

p=u \B
con
(6)= () () = e
dove si pone
al =yl !

Si avra dunque
ID*(89)llo = Clatl9ll}a

dove Cy € una costante che dipende da g (e terra conto del massimo
su K di tutte le derivate fino all’ordine N di g). Dunque

Igelln < Cnllelly-

Sapendo che f e un funzionale continuo, sappiamo che per ogni
compatto K esistono ¢ > 0ed N € N tali che

ol < cllolly-

Ma allora

gfloll = [flgell < clligglly < c-Cnllelly-

Dunque gf € D'(Q).

Vogliamo ora dimostrare che vale la regola di Leibniz per f € D'(Q)
eg€&():

Di(g-f) = (Dig) - f +8& - Dif

dove le derivate di f e di g - f sono derivate distribuzionali (essendo f
e g - f distribuzioni) mentre la derivata di ¢ puo essere intesa come
la usuale derivata di una funzione C* (che comunque sappiamo
coincidere con la derivata distribuzionale). Facciamo la verifica. Per
ogni ¢ € D(Q) si ha:

Di(gf)l9] = —gf[Drepl = —flgDrp] = —f[Dr(g9] — (Dkg) )
= Diflgel + (Dig) fle] = (8Dxf + (Dig)f)lol-
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3.4 LOCALIZZAZIONE E SUPPORTO

Teorema go. Se fr — fin D'(Q) e gy — gin E(QY) allora gy - fr = g+ f

Dimostrazione. Osserviamo che si ha
sk fi—g f=(@—8) fitg (i —f)

Il secondo addendo chiaramente tende a zero in quanto fy — f. Per
il primo addendo l'idea & quella di sfruttare la limitatezza delle f; e
quindi il teorema di Banach-Steinhaus.

Fissiamo un compatto K di () e consideriamo su Dk la famiglia di
funzionali lineari F = { fi }xen. Visto che fi[¢] — f]¢] sappiamo che
JF & puntualmente limitata, dunque per il Teorema 38 risulta essere
equicontinua: per ogni ¢ > 0 esiste un U intorno di 0 in Dk tale che
per ogni ¢ € U si ha |fi[¢]| < e. D’altra parte, per ogni ¢ € Dg
si ha (¢x —g) - ¢ — 0 e dunque per k abbastanza grande si avra
(gk— &) - ¢ € U. Dunque

(& — 8) - frlel = fi((gxk — &) - @) € f[U] C B¢(0).

Questo significa che per ogni ¢ € D(Q) siha (gx — g) - fk[¢] — 0 che
€ quanto volevamo dimostrare. O

3.4 LOCALIZZAZIONE E SUPPORTO

Se w C Q) sono aperti di R" ogni funzione ¢ € D(w) pud essere estesa
a zero su () \ w e diventa quindi una funzione ¢ € D(Q)). Possiamo
quindi considerare che D(w) C D(Q) (e l'inclusione & ovviamente
continua). Dunque ¢’ anche una inclusione naturale D’(Q)) C D'(w)
in quanto ogni f € D’(Q) essendo una funzione su D(Q)) pud essere
ristretta a D(w). Anche tale inclusione & ovviamente continua.

Se f € D'(U) e g € D'(V) sono distribuzioni definite sugli aperti U
e V di R", diremo che f = g suun aperto w C UNV se f[p] = g[¢]
per ogni ¢ € D(R") con spt¢ C w.

Vogliamo ora verificare come sia possibile ricostruire una distribu-

zione su () conoscendo la sua restrizione su un ricoprimento aperto
di Q.

Teorema 41 (partizione dell'unita). [1, 6.20] Sia F una famiglia di aperti
di R" la cui unione & un aperto Q). Allora esistono ; € D(QY) tali che

1. ¢ > 0;
2. ogni Y; ha supporto in qualche w € J;
3. per ogni x € ()
Y pi(x) =1 G)
4. per ogni K compatto di ) esiste un aperto W con K C W C Q) ed
esiste M € IN tale che per ogni x € W e per ogni i > M si ha

P;(x) = 0 (ovvero la somma in (3) ha solo un numero finito di addendi
non nulli).
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3.4 LOCALIZZAZIONE E SUPPORTO

Dimostrazione. Sia S un denso numerabile in (). Consideriamo le palle
B; che hanno centro in S, hanno raggio razionale e sono contenute
in un qualche aperto della famiglia F. Tale famiglia B; di palle e
numerabile, e le palle di raggio la meta le chiamiamo V;. Chiaramente
le V; ricoprono ogni aperto della famiglia e quindi tutto Q).

Per ogni indice i consideriamo una funzione ¢; € D(Q)) che vale 1
su V; e vale 0 fuori da B; (come costruito nell’esempio ...). Definiamo
le funzioni ¢; per induzione su i € IN. Poniamo ¢y = ¢ e poi:

Yirn=1—90)(1—¢1)...(1— i) @it

E’ facile verificare, per induzione, che per ogni i € IN si ha

Yo+ F+Pi=1—-(1—¢o)...(1—¢).

Osserviamo ora che se x € V; allora dalla relazione precedente si
ottiene

Yo(x) +---+¢pi(x) =1
e dunque per ogni j > i si ha ;(x) = 0. Quindi solo un numero finito
di funzioni ¢ & non nulla nel punto x.

Se ora prendiamo un compatto K C (2 dal ricoprimento fatto con
le V; possiamo estrarre un ricoprimento finito. In particolare esistera
un m € N tale che Vj,...,V,, ricoprono K. Allora per ogni x €
Viu-.--UV, siavra

Po(x) + -+ Pu(x) = 1.
O

Teorema 42 (localizzazione delle distribuzioni). Supponiamo F sia una
famiglia di aperti tali che per ogni w € J e definita una distribuzione
fw € D'(w). Supponiamo che dati w,w’ € F si abbia

fulo]l = fuwle] Vo e D(wnda').

Allora, posto Q) = \J &, esiste una unica f € D'(Q) tale che per ogni w € F

flol = fulel Vo € D(w).

Dimostrazione. Sia 1; una partizione dell’unita come costruita nel Teo-
rema 41 e sia w; € J un aperto che contiene il supporto di ¢;. Data
qualunque ¢ € D(Q) si ha ¢ = Y,;¢;¢ e solo un numero finito
di addendi e diverso da zero in quanto ¢ ha supporto compatto.
Definiamo:

flol = }_ fuliql-

Chiaramente f & lineare su D(Q)). Verifichiamo che & anche continuo.
Se prendiamo ¢; — 0 in D(Q)) sappiamo esistere un compatto K di
Q) che contiene i supporti di ogni ¢;. Allora (per quanto visto nel
Teorema 41) esiste un intero m tale che

flojl = _mzofwl- [Yig],  j€EN.
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3.4 LOCALIZZAZIONE E SUPPORTO

Ma ¢;¢; — 0 in D(w;) quindi f,,[P;@;] — O per ogni i da cui segue
fle;] — 0. Dunque f € D'(Q).

Per mostrare che f coincide con f, su ogni w € J osserviamo
che data ¢ € D(w) si ha ;¢ € D(w;Nw) e dunque, per ipotesi,
fo,l$i9] = folpig] da cui

flol = L foltig)l = fu[ 9] = fulol.

L'unicita di f e garantita dal fatto che I'equazione che definisce f deve
necessariamente essere valida. O

Corollario 43. Siano f,g € D'(Q) e supponiamo che f = g in D'(w)
per ogni w in una famiglia F di aperti di Q). Se JF = Q allora f = g in
D'(Q)).

Dimostrazione. Per il teorema precedente esiste una unica distribu-
zione in D’'(Q) che coincide con f su ogni w € F. Dunque f =
& O

Definizione 44. Sia f € D'(Q). Definiamo il supporto di f come
sptf =Q\ | JH{w C Q:wapertoe f =0in D' (w)}.

Per come & definito il supporto, e per il corollario precedente,
possiamo affermare che f = 0in D’(Q \ spt(f)).

Teorema 45. Sia f € D'(Q) esia S = spt f.
1. se ¢ € D(Q) e spt g e disgiunto da S allora f|¢] = 0;
2.5 S=Qallora f =0;
3. se g € £(Q) e g =1 su un aperto contenente S allora g - f = f;

4. se S e compatto allora esistono C > 0e N € N tali che

[flell < Clloll -

In particolare f ha ordine N finito.
Per la dimostrazione ci servira il seguente.

Teorema 46. Sia Q) un aperto di R" e K un compatto in Q). Allora esiste
¢ € D(Q) e un aperto w O K tale che ¢(x) = 1 per ogni x € w.

Dimostrazione. Sia F1 = {B,(x): By(x) C Q} la famiglia di tutte le
palle aperte la cui chiusura e contenuta in (). Da J; possiamo estrarre
un ricoprimento finito ¥, = {By,..., By} di palle che ricoprono K.
Allora posto By = O\ K si ha che § = {By, By,...,By} & un ricopri-
mento finito di (). Allora possiamo trovare una partizione dell’unita
formata da funzioni ¢; con supporto in B; e tali che YN, ¢;(x) = 1.
Definiamo ¢ = YN ; ¢;. Chiaramente spt ¢ C |JY; B; & un compatto di
Q, dunque ¢ € D(Q)). Posto C =sptypsihache p =1suw =0\ C
(in quanto Py = 0 su O\ C). Ma C & un chiuso contenuto in By cioe
un chiuso disgiunto da K dunque w D K. O
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3.4 LOCALIZZAZIONE E SUPPORTO

Dimostrazione Teorema 45. 1. se il supporto di ¢ non interseca S
possiamo dire che ¢ € D(QA\ S). Ma f =0in D'(Q2\ S).

2. Ovvio in quanto f = 0in D'(Q\ S).

3. Sia w O S l'aperto su cui g = 1. Allora posto w’ = O\ S si
ha wUw' = Q. Chiaramente f = 0 = gf in D’(w’) mentre
¢g-f=1-f=finD(w). Ma allora f = g- f su tutto Q.

4. Se S & compatto esistera (per il teorema precedente) g € D(Q))
che vale identicamente 1 su S. Allora siavra f = g- f per quanto
visto prima. Inoltre per ogni ¢ € D(Q) avremo che g- ¢ € Dk
dove K ¢ il supporto di g. Ma su Dk vale una stima del tipo:

flg-oll <cllg-olly

con qualche ¢ > 0 e N € IN. E, per la formula di Leibniz,
18- ¢lly < ¢ll@lly- Dunque per ogni ¢ € D(Q) si ha

floll = I - flell = flgell < cc[l@lly-
0

Il seguente teorema caratterizza &'(Q)) come il sottospazio di D’(Q)
delle distribuzioni a supporto compatto.

Teorema 47. Sia f € D'(Q) una distribuzione a supporto compatto. Allora
f si estende con continuita, in modo unico, a tutto £(Q). Viceversa ogni
f € &'(Q) eanche in D'(Q) ed ha supporto compatto.

Dimostrazione. Sia f € D'(Q)) a supporto compatto e consideriamo
una funzione ¢ € D(Q) tale che f = 1 f come nel teorema precedente.
Allora possiamo definire f su & mediante la seguente:

flo) = flyol

infatti o € D(Q) se ¢ € £(Q). Chiaramente f risulta continuo in
quanto se ¢ — ¢ in £(Q) allora ¢ hanno tutte supporto contenuto
in K = spty e ¢ — g in Di.

Per l'unicita e sufficiente osservare che D(Q)) & denso in £(Q)).
Consideriamo infatti una successione di compatti K; che invadono
Q) e prendiamo una successione ¢; € D(Q) di funzioni che valgono
identicamente 1 su K;. Data una qualunque ¢ € £(Q) si ha ¥ ¢ — ¢
in £(Q) con P € D(QY).

Viceversa se f € £'(Q)) allora f puo essere ristretta a D(Q)) e chiara-
mente risulta f € D'(Q)). Supponiamo per assurdo che f non abbia
supporto compatto. Prendiamo una successione crescente di compatti
Kj che invadono tutto (). Se f non ha supporto compatto esisteranno
¢;j € D(Q) tali che sptp; C O\ K e f[p;] # 0. Dividendo ¢; per f[¢;]
possiamo anzi supporre che f[¢;] = 1. Ma ora osserviamo che ¢; — 0
in £(Q)) in quanto, ricordiamo, la topologia di € richiede la convergen-
za uniforme su ogni compatto ma, su ogni compatto, la successione
@;j ¢ definitivamente nulla. Dunque per continuita si dovrebbe avere
1= flg;] — f[0] = 0 che & assurdo. O
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Teorema 48. Sia f € D'(Q), p € Q. Sesptf C {p}

f=Y cD",

la| <N
con N € Nec, € C.

Per la dimostrazione ci servira il seguente risultato puramente
algebrico

Teorema 49. Sia X uno spazio vettoriale sul campo K. Siano Go,C1,...,Gn
funzionali lineari su X esia V= {x € X: §x(x) =0,k=1,...,n}. Se &
si annulla su 'V allora ¢ e combinazione lineare dei 1, ..., Cy.

Dimostrazione. Consideriamo 1’operatore lineare ¢: X — K" definito
da

Glal = (Galxd, -, Eulx])-

Per ipotesi sappiamo che ker ¢ C ker ¢p. Questo significa che & possi-
bile definire una mappa lineare f: K" — K che renda commutativo il
diagramma

N

ﬂf

K
Cioe, posto f(y1,-..,Yn) = Y1y a;y; Si avra

Zoli] = Flel]] = éaicim

come si doveva dimostrare. O

Dimostrazione Teorema 48. Supponiamo per semplicita p = 0.
Per un teorema precedente sappiamo che f, avendo supporto
compatto, ha ordine finito N € IN, cioé

[floll < Cllelly Yo € D(Q).

In base al teorema algebrico appena enunciato sara sufficiente di-
mostrare che f si annulla su tutte le funzioni test su cui si annullano
le distribuzioni D*J ovvero sulle ¢ € D(Q) tali che D*¢(0) = 0 per
la| < N.

Sia ¢ una funzione con supporto in B, (0) tale che ¢ = 1 su B;(0).
Consideriamo quindi g, (x) = g(x/¢) cosicché g, ha supporto in By (0).
Visto che g, = 1 in un intorno del supporto di f per ogni ¢ > 0 si
ha f = g.f, dunque possiamo fare la seguente stima (si utilizza la
formula di Leibniz per le derivate del prodotto)

[floll = |f[ge#]| < Cllgee|ly < C max max [D*(geq)(x)]

|x|<2e¢ |a|<N

< C max max ) (2) ’Dﬁgg(x)’ . ‘D"“ﬁq)(x)’.

|x]|<2e || <N p<u

(4)

Dobbiamo dunque stimare le derivate di g e le derivate di ¢.
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Fissata una funzione ¢ tale che D*¢(0) = 0 per ogni || < N, dato
1 > 0 per continuita dovra esistere un p > 0 tale che

ID*e(x)| <7 selx[<pelal=N.

Avendo una stima sulla derivata di ordine massimo possiamo stimare
le derivate pilt basse, scrivendole come integrale delle derivate suc-
cessive (o con Lagrange). Ricordando che la funzione e le derivate si
annullano in 0, si otterra una stima del tipo:

Do (x)| < cnpx|N 1 Vx| < p.
% Ui Y

Importante notare che la costante ¢ (come quelle che verranno
introdotte in seguito) non dipende da ¢.

Per la funzione g.(x) = g(x/¢) si avranno invece le seguenti stime
(in quanto ad ogni derivata “esce” un fattore 1/¢)

/

c
|Dge(x)] <

— glaf”

Riprendendo la stima (4) si ha dunque, per ogni e < p/2,

floll < € max T (i) Srentae

ol <N 4= \B

< C”17 max Z 8N—|:x\ < CWU'
‘a|§NlB§a

Essendo 7 arbitrariamente piccolo dovra essere |f[¢]| = 0. O

3.5 DISTRIBUZIONE COME DERIVATA DI UNA FUNZIONE

Vedremo ora che ogni distribuzione e la derivata a-esima di una
funzione continua f. Questo significa che se volevamo avere uno
spazio di funzioni generalizzate contenente le funzioni continue e tale
che ogni funzione generalizzata risulti derivabile, allora lo spazio delle
distribuzioni che abbiamo definito e il piti piccolo possibile.

Teorema 50. Sia Q) un aperto di R". Sia f € D'(Q) una qualunque
distribuzione e sia K un compatto di Q). Allora esiste una funzione § €
Co(Q) tale che

flgl = (1" [ s)D*p(x)dx Vg € D

Dimostrazione. Senza perdita di generalita possiamo supporre che
K € Q = [0,1])" (in caso contrario si potra traslare e riscalare Q) in
modo che entri nel cubo Q). Data ¢ € Dy considereremo quindi ¢
estesa a zero fuori da K in modo che risulti ¢ € Dg,.

Osserviamo innanzitutto che ogni derivata di ¢ puo essere stimata
con una qualunque derivata di ordine superiore (disuguaglianza di
Poincaré). Dal teorema di Lagrange sappiamo infatti che per ogni
x € Q esiste y; € [0,1] tale che:

o(x) = @(x1,x2,...,x,) — @(0,x2,...,%,) = D19p(y1, %2, ..., %)
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3.5 DISTRIBUZIONE COME DERIVATA DI UNA FUNZIONE

da cui
ollo < [ID1ello-

Ripetendo in tutte le direzioni, anche per le derivate successive, si
ottiene, per ogni N € IN, posto N = (N, ..., N)

lelln < [|[DNgl|,-

Data ¢ € D, osserviamo ora che per x € Q vale

X1
@(x) :/0 Di¢p(y1,x2,...,xn) i1

che ripetuto su ogni direzione, ci permette di concludere

p(x) = /Q . D'¢(y) dy (5)

dove Q(x) = [0,x1] X - -+ x[0,x,4], 1= (1,...,1). In particolare si avra
(stima della norma uniforme con la norma L! delle derivate)

lollo < /Q\qu»(x)\dx.

Ora sappiamo che fissato K esistono ¢ > 0 e N € N tali che per
ogni ¢ € Dy
floll < cliolly-

Utilizzando le stime precedenti si ottiene dunque una stima di f
tramite la norma L' delle derivate (N + 1)-esime:

flgl| < c||DNg], < /Q\DN“¢<x>\dx- 6)

N

Osserviamo ora che l'operatore D1: D — Dg @& iniettivo per (5).
Anche DN*1 = (D1)N*1 & dunque iniettivo. Di conseguenza posto

V = DNTY(Dg) = {DNTp: ¢ € Dy}

e possibile trovare un funzionale lineare L: V — C che renda commu-

tativo il diagramma:

DN+1
DK —V

X i L
C
cioe tale che

L[DN*'g] = f[g].

Osserviamo ora che L risulta continuo rispetto alla norma di L!(Q),
infatti da (6), si ottiene

IL[y]| < /Q [ (x)] dx.

Grazie al Teorema di Hahn-Banach (supposto noto) possiamo esten-
dere L ad un funzionale lineare e continuo L definito su tutto L!(Q).
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Dunque L si pud rappresentare (identificazione del duale di L! con
L, supposto noto) tramite una funzione 1 € L*(Q):

Si ottiene dunque:
flgl = LID¥*g] = [ h(x)DNg(x) dx.
Q

Per ottenere una funzione di classe C° facciamo una ulteriore integra-
zione:

8= [ o)y

Per la proprieta di continuita dell’integrale risulta che ¢ € una funzione
continua (anzi lipschitziana) su Q. Vogliamo mostrare che la derivata
distribuzionale D'f & uguale a h (in analogia con quanto succedeva
per le funzioni regolari). Per ogni ¢ € Dg si ha infatti (applicando
Fubini-Tonelli)

/Qg(x)D1 x)dx —/ </ / dyl,...,dyn> Do(x)dx
/ (/11 5 )dxl,...,dxn>dy

Yy
= (- >/Qh<y> (y) dy

flo) = [ HRDNTp(x) dr = (1) | g(x)DN g (x)d.

A meno di un segno, che puo essere incorporato nella funzione g,
abbiamo quindi dimostrato il teorema. O

Teorema 51. Sia f € D'(Q)) una distribuzione con supporto in un compatto
K contenuto nell’aperto (3 C IR". Sia V un qualunque aperto contenente K
(e contenuto in ). Allora

f=1) D%g
k=1

con g € D'(Q) le distribuzioni associate a opportune funzioni continue
gk © — C ognuna con supporto contenutoin Vear € N, k=1,...,m
con m € IN.

Dimostrazione. Sia W un aperto contenente K a chiusura compatta
in Q. Sia ¢ € D'(Q) una funzione che vale identicamente 1 su K e
con supporto in W. Allora, per il teorema precedente applicato al
compatto W, sappiamo che esiste ¢ € C°(Q), a« € IN" tali che (essendo
P a supporto in W ed essendo f a supporto in K) si ha

flyel = (-1 [ gD (yo)(x)dx Vg € D(Q).
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Per la regola di Leibniz abbiamo:

D*(pp) = ¥ (%) D* Py (x)DPg(x)
o) = I (5) 90 et

da cui, ricordando che ¢f = f, e posto
gp = (1)1l (x) D Py (x)

si ha

p<a =
= L0 [ sponlelnds
= ,;Z DFgglg]

O

Teorema 52. Sia f € D'(Q), Q aperto di R". Per ogni a« € IN" esistono
ga € CY(Q) tali che su ogni compatto solamente un numero finito di funzioni
S« non si annulla, e si ha:

f=) D'
x€IN"

Dimostrazione. Siano Vj, j € N, una famiglia crescente di aperti a
chiusura compatta in () tali che la loro unione sia tutto (). Conside-
riamo la corrispondente partizione dell’unita, formata dalle funzioni
p; € D(Q) ognuna con supporto contenuto in V;.

Si avra allora per ogni ¢ € D(Q) (ricordando che sul supporto
di ¢ solo un numero di addendi e diverso da zero nella somma

Yigi(x) =1)
flol = fIX ol = L flwjol = }_¢flg].
] ] ]

Ora sappiamo che ;f & una distribuzione a supporto compatto in V;
e quindi possiamo applicare il teorema precedente per ottenere

]
pif = ) D"igy.

k=1

Si ottiene dunque il risultato atteso:
f=2.).D"gi:

ik

O]

I seguenti teoremi caratterizzano le misure come le distribuzioni
positive. Se f € D'(Q) & una distribuzione diremo che f & non
negativa, f > 0, se per ogni ¢ > 0 (ovvero ¢(x) > 0 per ogni x € Q)
siha f[¢] > 0.
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Teorema 53. Sia f € D'(Q) una distribuzione non negativa a supporto
compatto. Allora esiste una misura non-negativa, finita, y tale che

flgl = [ o(x)dn(x)

Dimostrazione. Sia g € D(()) una funzione non negativa tale che g = 1
su un aperto contenente K = spt f. Allora si ha f = gf.
Osserviamo ora che per ogni ¢ € D(Q)), per ogni x € () si ha

—llollo-8(x) < @(x) - g(x) < loll - 8(x)

da cui le funzioni (||¢||, — ¢) - g e (¢ + ||¢]|,) - g risultano essere non
negative. Dunque, dalla non negativita di f, si ottengono le seguenti
stime

—llello- flg] < flg- ol < ol flg]

ovvero f ha ordine 0:

flell = Iflg - oll < flglliello-

Dunque f puo essere esteso come funzionale lineare continuo a tutto
lo spazio C°(Q)) e pud quindi essere rappresentato (nota la dualita
delle misure con le funzioni continue) tramite una misura:

flgl = [ o(x) dn(x).

La misura p & necessariamente reale non negativa, in quanto u(xg) &
positivo quando xp ¢ la funzione caratteristica di un insieme B. [

Teorema 54. Sia f € D'(Q) una distribuzione non negativa. Allora esiste
una misura non negativa, o-finita y tale che

flgl = [ o(x)dn()

Dimostrazione. Si invade () con una successione crescente di aperti
V; a chiusura compatta in (). Allora esistono ¢; con supporto in V;
partizione dell’unita: ) ; ; = 1.

La distribuzione ¢;f & a supporto compatto e quindi, per il teorema
precedente, si rappresenta tramite una misura finita y;:

viflel = [ o(x)dnx).

Ma allora, per ogni ¢ € D(Q) si ha (le somme essendo finite visto che
¢ ha supporto compatto)

= f(Lvie) = L viflg] Z/ x) dpj(x /Q ¢(x) dp(x)
) ]

con p =) ; y;. E risulta in effetti che y ¢ finito su ogni V;. O
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3.6 CONVOLUZIONI

Sulle funzioni definite su tutto R"” possiamo definire 1’operazione di
convoluzione. Cercheremo di estendere tale operazione anche alle
distribuzioni.

Se ¢: R" — C e x € R" definiamo 7,¢: R" — C come

Tp(y) == @y — x)

I'operatore che trasla il grafico di u lungo il vettore x. Definiamo
inoltre

¢(x) = p(—x).
Definiamo allora la convoluzione tra le funzioni u e v, come la
funzione definita da:

(pr)(x):= [

R"

e(y) y(x —y)dy = /IR ¢ T

nelle opportune condizioni per cui I'integrale converga (ad esempio
se ¢ € C* e € C o viceversa). Tramite un cambio di variabile
nell’integrale e facile mostrare che ¢ x i = ¥ * ¢.

Poniamo ora D := D(R") = CP(R") ed € := E(R") = C®(R").

Per analogia possiamo definire per f € D' e ¢ € D, oppure per f € &
egcc:
(f * 9)(x) = flg]

cosicché f x ¢: R" — C. Ovviamente se ¢ € £ e ¢p € D si pud
considerare la distribuzione f € D’ associata a ¢ e la distribuzione
g € & associata a i, in tal caso si avra: f* ) = @1 = g* ¢. Possiamo
anche definire la traslazione e il simmetrico di una distribuzione
f €D o f e &, mediante le seguenti relazioni:

v

nflel = flexgl,  flo] = fl9]

con ¢ € D. E’ facile verificare che 7, f e f sono anch’esse distribuzioni.

Una semplice verifica ci dice inoltre che

v

(f * ¢)(x) = wflo].

E’ anche facile verificare che

(fro)y=Ffx¢

Teorema 55. Siano f € D' e ¢ € D oppure f € & e ¢ € & Allora
T (f * @) = (Tef) * ¢ = f * (Tx@) per ogni x € R™.

Dimostrazione. Basta applicare le definizioni per ottenere che ognuna
delle tre espressioni & uguale a f[1, @] (si usera in particolare che

(qu))\/: T_x¢). D

Teorema 56. Siano f € D' e ¢ € D oppure f € & e ¢ € &. Allora
spt(f * ¢) C sptf + spte (in particolare se f € & e ¢ € D allora
frxeeD).
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3.6 CONVOLUZIONI

Dimostrazione. Sia x € R”" tale che (f * ¢)(x) = f[t.¢] # 0. Allo-
ra significa che spt f e spt7,¢ hanno intersezione non vuota. Ma
sptTx¢ = x — spt ¢ e dunque otteniamo che x € spt f + spt ¢. Dun-
que spt(f x ¢) C sptf +sptyp. Ese f € & allora f ha supporto
compatto, dunque se anche ¢ ha supporto compatto pure f * ¢ ha
supporto compatto. O

Teorema 57. Siano f € D', ¢ € D, p € D. Allora
(fro)xp=fx(px9)

Inoltre risulta
fxolp] = flg =]

Dimostrazione. La seconda affermazione discende immediatamente
dalla prima, in quanto

frolyl= [(Fx9)@) - p(x)dx = [(fx9)(x)-$(0—x)dx
= ((F @)+ $)(0) = (F = 9+ §$))(0) = f[+y].
Sia z € R” fissato. Si ha:
(Fx9)«¥)@) = [ (F@)(x) - plz—x)dx

— [ flmd]- 9z - x) dx

— [ flo— %) gl ax

= [ flyr plz = ¥)g(x — y)dx

~ [ flo()ax

dove @: R" — D e definita da

(F (9 9))(2) = flr(g i)
= fly—= (¢x¢)(z—y)]
= fly > [ o)z —y —x)dx]
— fly> [ plx =)z - x)ds]
= fly > [ @()(y) ]
Osserviamo ora che ®(x) = 0 se z — x ¢ spty ovvero se x &

z —spty. Dunque spt® C | := z —spty. Inoltre se x € | si ha
che ®(x)(y) = 0se x —y ¢ sptg ovvero se y ¢ x — sptp. Dunque
spt®(x) C x —sptp C K:= ] —sptp. Dunque ®(x) € Dk e si ha

]—>'DK—>C.
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Per quanto riguarda l'integrale | f[®(x)] dx possiamo approssimare
uniformemente la funzione f o ®: | — C con le funzioni
A k
fl@ g

i=1

dove QF sono dei cubi di lato 1/k centrati in x¥ a due a due con parte
interna disgiunta e che ricoprono tutto J. Si ha allora

[ flo()dx = tim Zf HIIQY = tim f15,]

dove

N
Si=1) D(x )le|—an<1> ) € Dk.

i=1

D’altro canto si ha Sy — [ ®(x) dx uniformemente su K per k —

+o0. Infatti
N k
—/CIJ(x)(y) dx| < i_zl/czf @(x7)(y)

9(z— x5)p(dk —y) — p(z — )p(x —y)| dx

S cucprlbqnwul.

— @(x)(y)| dx

Dunque [ @ & una funzione continua. Inoltre osserviamo che si ha
1Y K
D*Sy = = X; D*®(x})
1=

da cui risulta che ||[D*Sg[|, < []|[®]||,- Dunque le funzioni Sy han-
no tutte le derivate equilimitate. Visto che le derivate seconde sono
equilimitate, le derivate prime oltre ad essere equilimitate sono anche
equicontinue. A meno di sottosuccessioni si ha dunque che le derivate
prime di Sx convergono uniformemente a qualcosa che, necessaria-
mente, & la corrispondente derivata della funzione |’ ; ®@. Ripetendo
questo per ogni derivata successiva scopriamo che D*S; — D" |, ;P
uniformemente su K. Dunque la convergenza e in Dx e dunque, per
la continuita di f, possiamo finalmente concludere che

flsi = f | [ @) dx] = £ |y [ @) dx]

Era quello che dovevamo dimostrare. O

Teorema 58. Siano f € &', 9 € Eep € D. Allora

(fro)xp=fx(pxy)=(f*¢)*9.
Dimostrazione. Ricordiamo che i supporti di (f* @) * ¢, (f x ) * ¢, e

fx(@*xy) = f = (¢ *¢) sono tutti contenuti in spt f + spt ¢ + spt ¢.
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Dunque, se consideriamo una funzione ¢, € D possiamo dire che se
z & sptf + spt(¢ — @) + spt ¢ si avra

(f* ((@ = 9c) x9))(z) = ((f * (9 — @) * ¥)(2)
= ((f*9) * (¢ = 9c))(z) =0

ciog, ricordando che il risultato di associativita e gia stato dimostrato
per ¢. € D, si potra concludere:

(f @) x)(2) = (f+ (¢ 9))(2) = (f x ) x 9)(2)

La condizione z ¢ spt f + spt(¢. — ¢) + spt ¢ & equivalente a richie-
dere che ¢. = ¢ su K := z —spt f — spty (si osservi infatti che in
generale z ¢ A+ B ¢ equivalente a A C R"\ (z — B)). Visto che f
e 1 hanno supporto compatto risulta che K &€ compatto ed ¢ quindi
possibile trovare una g € D che sia identicamente uguale ad 1 su K
cosicché ¢, = g¢ ha la proprieta richiesta. O

Abbiamo fin’ora dimostrato che e possibile fare il prodotto di con-
voluzione tra una distribuzione e due funzioni se almeno due dei
tre attori hanno supporto compatto. E in tal caso vale la proprieta
associativa.

Teorema 59. Date f, g € D’ risultano equivalenti:
T f=g
2. fx@=gx*xq@perognip e D,
3. (f*9)(0) = (g* ¢)(0) per ogni ¢ € D.

Dimostrazione. E’ ovvio che la prima implica la seconda e la seconda
implica la terza. Per dimostrare che la terza implica la prima si osservi
che

O

Teorema 60. Siano f,g € D' e ¢ € E. Se almeno due dei tre attori hanno
supporto compatto allora

fr(gxg)=g=(f+9)
Dimostrazione. Data i € D si ha, applicando i risultati precedenti (si
osservi che non viene mai fatto il prodotto di convoluzione tra due
distribuzioni):
fr@xe))xp=(fxi)x(gx9) = (gx9) * (fx¢)
=g ((fx¢)x9) =g*((fx¢) )
= (g% (fx9)) .

Tramite il Teorema 59 si ottiene il risultato voluto. O

Ci servira il seguente teorema che assumiamo noto.
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Teorema 61 (grafico chiuso). [1, 2.15] Siano X e Y spazi di Frechét e sia
L: X — Y lineare. Se il grafico Tt = {(x,y) € X X Y: y = Lx} e chiuso
in X X Y allora L e continuo.

Teorema 62. Se f € D’ allora l'operatore fx: D — & definito da
(f*)lgl:=f*9, VoD

risulta essere lineare e continuo. Inoltre gia sappiamo che f* commuta con le
traslazioni: T, (f x @) = f * (Te@) per ogni x € R".

Viceversa se L: D — & & un operatore lineare e continuo che commuta
con le traslazioni T, o L = L o T, per ogni x € R", allora esiste una unica
distribuzione f € D’ tale che L{p] = f * ¢.

Dimostrazione. Che fx* sia lineare & immediato. La continuita di f*
su D e equivalente alla continuita di fx* ristretto ad ogni Dk con K
compatto in R". Visto che Dk & di Frechét possiamo applicare il
teorema del grafico chiuso: e quindi sufficiente dimostrare che se
¢r — @ in Dg ese f*x @, — ¢ in € allora P = f * ¢. Ma questo e
immediato in quanto si ha

P(x) = Lm(f * ¢i) (x) = Lim fl ]
= f[hlfn ] = flag] = (f x ) (x).

Per il viceversa, sia L: D — & un operatore lineare e continuo.
Osserviamo che se f € D’ allora

flol = flwg] = (f * ¢)(0).

Dunque per dimostrare 1’asserzione dovremo definire f: D — C
tramite

flgl:= L[g](0).
La linearita di f discende immediatamente dalla linearita di L. Ed
anche la continuita:

flo] = L[kl (0) — L[p](0) = flg].

Verifichiamo che fx = L sfruttando il fatto che L commuta con le
traslazioni:

(f+9)(x) = ftg] = L[(%:¢)] = L{z—x¢] (0)
= (7-xL[9])(0) = L[g] (x)-
O
Possiamo quindi definire il prodotto di convoluzione tra due distri-
buzioni, se almeno una delle due ha supporto compatto. Siano f € D’
e ¢ € &. Poniamo, per ogni ¢ € D,
(fx &)l = (g * f)lg] == (g (f * 9))(0).

Mettendo insieme i risultati precedenti possiamo quindi osservare che
si ha

v v

(& (f*9))(0) = g[(f * )] = glf * ¢l = gl(f*)[l]
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dunque risulta che f x g = g* f = g o f*. Essendo composizione di
funzioni continue (e lineari) risulta quindi dimostrato che f x g € D'.
Inoltre, per come lo abbiamo definito, vale la proprieta associativa, in
quanto:

(fxg)*xo(x) = (f Q)] = (g% (f * 9))(0)
= Tx(g*(f*9))(0) = (g (f ) (x).

E’ anche facile verificare che spt(f * ¢) C spt f + sptg. Prendiamo
infatti una ¢ € D. Ci chiediamo sotto quali condizioni si ha (f *
2)[¢] = 0. Ovvero

(f gl =g (f*9)(0) =0.

Questo e vero se 0 & sptg + spt f — spt ¢ e dunque & vero se sptp e
disgiunto da spt g + spt f.

Teorema 63. Siano f, g, h distribuzioni in D’ e almeno due delle tre siano a
supporto compatto. Allora

(frg)xh=fx(gxh).
(Ricordiamo che per definizione abbiamo f x g = g * f).

Dimostrazione. Per il Teorema 59 sara sufficiente dimostrare che fa-
cendo la convoluzione di entrambi i membri per una stessa funzione
¢ € D, si ottiene 1'uguaglianza.

Sviluppiamo la definizione di (f * g) * h:

((fxg)xh)x 9= (f+g)*(hx¢) = fx(g*(xg)).
D’altro lato sviluppiamo la definizione di f * (g * h):
(fx(gxh)x@=fx((gxh)*¢)=f*(g*(txg)).

Avendo ottenuto lo stesso risultato, qualunque sia ¢ € D, il teorema &
dimostrato. O

Il seguente teorema identifica nella distribuzione Jy 1'elemento
neutro della convoluzione.

Teorema 64. Per ogni ¢ € € ed ogni f € D' si ha

doxp=¢,  Soxf=Ff.

Dimostrazione. Per la prima si ha semplicemente:

(05 ¢)(x) = 0[teg] = (0 —x) = ¢(x).

Per la seconda, per ogni ¢ € D si ha

Oxf)xo=0x(frxe)=fxo

da cui, per il Teorema 59 si ottiene il risultato voluto. O

45



3.7 MOLLIFICATORI

Teorema 65. Siano f € D' e ¢ € D oppure f € & e ¢ € E. Allora
D*(fx¢)=(D"f)x¢=fxD  Va€N"

Dimostrazione. Sia e; il j-esimo vettore della base canonica di R". Va-
lutiamo il limite del rapporto incrementale che definisce la derivata
parziale D;(f  ¢):

(f* @) (x+hey) — (fx@)(x) _ (f*Tone9)(x) = (f * ¢)(x)

h h
x| T-he;® — @
= Txf |:]h :| .

(7)

Osserviamo ora che per i — 0 e per ogni & € IN"
T_pe, D*¢ — D" D*¢(x + he;) — D*¢(x)
(x) =
h h
Osserviamo allora che la convergenza e uniforme su ogni compatto
K in quanto D*¢ e derivabile con derivata limitata su K. Dunque

— D;D"¢(x).

T*hej(P -9

in D (se p € D) oin € (se ¢ € &). Per la continuita di 7, f si ha dunque
che il limite del rapporto incrementale (7) esiste e dunque f * ¢ €
derivabile nella direzione ¢; e si ha:

Dj(f * ¢) = wf[Djg] = f * Djg.

Questo e vero per ogni direzione e, iterando, anche per le derivate
successive. Dunque f x ¢ € & e vale D*(f * ¢) = f * D*¢.
Per quanto riguarda (D*f) % ¢ si ha

(Djf * 9)(x) = Djf[t¢] = = f[Djr]
= —fluD;¢] = fluDj¢p] = (f * Djg)(x).

Teorema 66. Siano f € D' e g € &'. Allora

D*(fxg) = (D“f)xg = f = (D"g).

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che vale (caso particolare in
cui g = d):

(Df)x@=fxD@=f+D"(6x¢) = fxD*%x¢
da cui
D*f = (D“5) * f.
Dunque, in generale,
D*(fxg) = (D) x fxg = (D*f) *g.

Si procede in modo analogo se f e g sono scambiati (non importa
quale dei due ha supporto compatto). O
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Data una funzione p € D(R") con supporto contenuto nella palla uni-
taria By (0) e con integrale unitario: [ p(x)dx = 1 possiamo costruire
le funzioni, chiamate nuclei di convoluzione o mollificatori per ogni € > 0:

pelx) = p(1/¢).
La funzione p, ha supporto in B,(0) e ha sempre integrale unitario.
Teorema 67. Siano p, nuclei di convoluzione. Allora si ha per ogni ¢ € D
P*pe— @ inD

eperogni f € D’
fxpe—f inD.

Dimostrazione. Si ha, per e — 07

(@ 0e) (x) — @(x)| =

[ (o) = 9(x)pelx = y) dy

€

< [ lglhepex =) dy = ellgl, 0.

Dunque ¢ * p — ¢ uniformemente. Inoltre essendo D*(p * p.) =
(D*p) * p. — D"p anche le derivate convergono uniformemente e
quindi si ha la convergenza nello spazio D.

Per quanto riguarda le distribuzioni, si ha, per quanto visto in un
teorema precedente

fxpelo] = flpex ¢l = flo]
in quanto abbiamo verificato che g, * ¢ — ¢ in D. O

In base ai teoremi precedenti possiamo affermare che ogni distribu-
zione f € D e limite di distribuzioni associate a funzioni €. Ovvero &
& un sottospazio denso di D’.

Ci servira anche la densita di D in L?, come dimostrato nel seguente.
Teorema 68. Sia p € [1,+00). Se ¢ € L allora

pxpe—¢  inlLF

per ¢ — 07 dove p, sono nuclei di convoluzione. Di conseguenza risulta che
D e denso in LP.

Dimostrazione. Si ha
(90 () = 0(0)| < [ lo(y) — @()lpc(x = y) dy
= [lo(x—e2) — p(@)lpe(e2)e" dz

= [lo(x—e2) = p(®)lp(2) dz.
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3.7 MOLLIFICATORI 48

Applicando ora la disuguaglianza di Jensen si ottiene:

|9 # pe(x) — (x)[” S/!fﬁ(X-éZ)-@D(X)I”p(Z)dZ
da cui
lg+pe = olls < [[ lo(x = e2) — p(x)o(z) dxdz
=/||Tez¢—¢!|€pp(2) dz.

Per ¢ — 07 & noto che Tz¢ — ¢ in L¥. Dunque la funzione integranda
tende a zero ed & dominata da 2||¢||;10(z). Di conseguenza l'integrale
tende a zero per ¢ — 0%. Significa che || * o — ¢||], — 0, come
volevamo dimostrare.

Se ora ¢ € L ha supporto compatto, si trova che ¢ * p; sono
funzioni in D che convergono in LF a ¢. D’altra parte, se ¢ non
ha supporto compatto pud comunque essere approssimata in L” per
R — +oo dalle funzioni a supporto compatto ¢ - xp, dove x3, ¢ la
funzione caratteristica della palla di raggio R centrata nell’origine.
Questo dimostra che D e denso in LP?. O

Il seguente ¢ una formulazione in termini distribuzionali del cosid-
detto Teorema fondamentale del calcolo delle variazioni. Garantisce che la
mappa L], — D che associa ad una funzione la distribuzione ad essa
associata, ¢ iniettiva.

Teorema 69. Se ¢ € L| C D'. Se ¢ = 0 come distribuzione allora ¢ = 0

quasi ovungque.

loc

Dimostrazione. Per ogni k € IN consideriamo l'insieme
Ef = {x e R": |x| <k £¢(x) > 1/k}.
Ogni Elf e limitato per definizione e si ha

UESUE: = {9 #0}.
k

Fissiamo E = E;r e sia x € L! la funzione caratteristica di tale
insieme.
Applicando il teorema di Fubini-Tonelli possiamo verificare che vale

/qv (XE * Pe) //qv XE(Y)pe(x —y)dxdy = /XE (@ * pe)

Ma il lato sinistro & nullo in quanto ¥ = xg *x pe € D e per ipotesi
[ oy = @[] = 0. Per il teorema precedente sappiamo invece che
XE * e — xe in L. Dunque, per quanto riguarda il lato destro si

trova:
/XE'(QD*Ps)Z/E(P*pg—>/15¢2|E|/k.

Significa che E = E;" ha misura nulla. Lo stesso puo dirsi per E, e
dunque "'unione di tutti questi insiemi ha ancora misura nulla. Che e
quello che dovevamo dimostrare. O



TRASFORMATA DI FOURIER

La trasformata di Fourier di una funzione ¢ € L'(IR") & la funzione
F|¢] definita su R” da

Flo|() = (271)" / pe N dy, e R

dove (x,t) := x1t; + - - - + xt, & 'usuale prodotto scalare su R".
Teorema 70. Siano ¢, € L'(R"), x € R". Sia exp, () := et¥),
T f(y) :== f(y —x), haf(x) :== f(x/A). Allora

1. g = exp_, -Flol;

2. Flexp, 9] = Flgl;

3. se ¢ x 1 € L? allora Fo x v] = (2m)2F[¢] - F[y);

4. Flhyp] = A"hy /2T @] per A > 0;

5. Ig] = Flg).
Dimostrazione. 1. Si ha:

Flre](t) = (27) ’%/q) — x)e” W gy

m)E [ pz)e ) dy = ) ).

N\!

2. Si ha:
Flexp, -9 )"t / p(y)e' Ve ) dy
= 27)F [ g(y)e ) dy = Fgl(t — x).
3. Siha
Flo=y](t 7//§0 y)dy - e 1) dy
= (2m)? / / P(y)p(x —y)e Ve i) dx dy
= (21)3F[gl(t) - FII(t)
4. Siha:
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Presi «, B € IN" poniamo

Gu,p(@) = sup

xeR”

x*DPg(x)|

definiamo lo spazio di Schwartz delle funzioni a decrescenza rapida
come
8§ ={¢ € &: gup(g) < oo perognia,pcN"}.

In buona sostanza queste sono le funzioni che all’infinito tendono a
zero, con tutte le derivate, piti velocemente di qualunque polinomio.
E’ chiaro che se ¢ € § anche x*DF¢ € § per ogni multi-indice « e B.
Su 8 ogni g, g risulta essere una seminorma. E’ chiaro inoltre che
do,0 separa i punti, dunque possiamo considerare su § la topologia
localmente convessa generata da tale famiglia di seminorme.
Chiaramente D C 8 C &.
Osserviamo anche che § C L! e che la convergenza in § & pit forte
della convergenza in L!. Infatti

2\n
[loopax < [ AT I9lL,
<csup |(1+x%)"p(x)| < Y quo(e).

xeR" |a|<2n

Teorema 71. 8 & uno spazio di Frechét.

Dimostrazione. Sia ¢j una successione di Cauchy in 8. Allora per ogni
a, B € N" sappiamo che x*DF g, & di Cauchy rispetto alla convergenza
uniforme, dunque tale successione converge uniformemente ad una
funzione continua ¢, g. Posto ¢ = ¢ & facile osservare che necessa-
riamente si deve avere §, 5 = x*DP¢. Dunque ¢ € S e ¢ — @ in .
Risulta quindi che § & completo. Inoltre esso € metrizzabile in quanto
la topologia ¢ generata da una famiglia numerabile di seminorme
(Teorema 19).

O

Teorema 72. Se p € § e a € IN" ognuna delle mappe 8§ — §
g9, @y-g, @Dl
e continua.

Dimostrazione. E’ sufficiente osservare che le seminorme g,z delle
funzioni x* ¢, 1 - ¢ e D*¢ si stimano con somme finite delle seminorme

o di ¢. O

Teorema 73. Se ¢ € S e v € N, allora
FD] = (it)"Fel,  Flx"¢] = (iD)"F|e].
Dimostrazione. Si ha

F[Djgl(t) = / Djg(x)e~ %) dx.
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Visto che la funzione integranda ha decrescita rapida all’infinito (la
funzione esponenziale sull’asse immaginario e limitata) possiamo fare

una integrazione per parti in cui il termine di bordo risultera nullo.

Per convincerci di questo consideriamo l'integrale ristretto alla palla
B R :— B R (0)

Djp(x)e™ ¥ dx = | g(ae)e™yj(x)do(x)

- / qo(x)D]'e’i(t'x) dx.
Br

Br

I termine di bordo tende a zero per R — +c0 in quanto tale termine
si stima con ¢cRN 1 SUP . coB, |¢(x)| e f tende a zero pit velocemente
di qualunque potenza di x.

Dunque si ottiene

F[Djgl(t) = — / ¢(x)Dje~ %) dx
—it, / o(x)e ) dx = it Ff](8).

Applicando iterativamente questa formula alle derivate successive, si
ottiene il risultato desiderato.
Viceversa, si ha

Tlogl(t) = [ xjple)e ) dx
o .
— —i(t,x)
z/cp(x)atje dx

9 ‘
— —i(t,x)

z—atj /qo(x)e dx
= iD;F[g](t).

Lo scambio della derivata con l'integrale e giustificata dal teorema di
convergenza dominata, visto che le derivate della funzione integranda
sono a decrescenza rapida e quindi sono sommabili.

Iterando con le derivate successive si ottiene il risultato voluto. [J

Teorema 74. Se ¢ € 8§ allora F[p] € 8. Inoltre F: § — § & lineare e
continuo.

Dimostrazione. Si ha

EDFF1g)(1)| = [FID*(Fo(x])()| < (27)E||D* (xPo(x))

2

Dunque se ¢ € § sapendo che anche D*xf ¢(x) sta in § e sapendo che
la norma L! risulta quindi essere limitata, si ottiene che g, g(F[¢]) &
limitata. Dunque F[¢] € 8.

Inoltre se gy — 0 in § allora la norma L! di D*xf¢(x) tende a zero
e quindi anche ogni seminorma g, 3(F[¢x]) — 0. Dunque J: 8§ — § &
continuo. ]

Consideriamo lo spazio delle funzioni continue che si annullano
all’infinito:
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Co:={p € C(R"): lim ¢(x)=0}.

|x| =00
E” semplice osservare che Cj € un sottospazio vettoriale chiuso di C
con la topologia indotta dalla convergenza uniforme. Inoltre Cp pud
essere visto come la chiusura di 8 in L*. Possiamo infatti pensare di
compattificare R” con un punto all’infinito. Le funzioni in Cy sono
esattamente quelle che possono essere estese a zero con continuita nel
punto all’infinito. La convergenza uniforme garantisce la continuita
del limite e quindi I’annullarsi all’infinito.

Ci servira nel seguito il seguente risultato

Teorema 75. Se ¢ € L! allora F¢] € Co. Inoltre F: L' — Cy ¢ lineare e
continua.

Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che
15Tl < 7)ol ®)

Dunque J: L! — L® & continua. Per il Teorema 68 sappiamo che § &
denso in L!. Dunque

11 —®
FILY = 78" ] c T[S .
Visto che F[8] C 8 e che sY = Cp si ottiene il risultato voluto. O

2
Teorema 76. Sia g(x) = e*%. Allorag € SeF[g] = g

Dimostrazione. Nel caso n = 1, cioe per x € R osserviamo che la
. 42 . . . .
funzione u(x) = e~*/? soddisfa I'equazione differenziale
u' = —xu.
Dunque, facendo la trasformata di Fourier v = F[u] si ottiene
. o
ixv = —iv

cioe anche v soddisfa la stessa equazione. Allora osserviamo che si ha

— p— p— p— 0.
u? u?

v\ Ju—ovu  —xvu—ovxu

()

Dunque v = cu per qualche costante ¢ € R. Per determinare c
calcoliamo v(0):

0(0) = F[u] (0) = (2m) 2 /e*x”z dx =1 = u(0).

Dunque u = v, cioé Flu] = u.
In R" si osserva che

Jx[2 _ Xt

gx)=e 7 =e T =u(xy) - uxn)

e analogamente

e—i(t,x) _ e—i(tlxl—&--u—&-tnxn) — itixy | ,—itaXy

e - e

Quindi

F18l()

/u(xl)e_”lx1 . -u(xn)e_””x” dxy ... dx,
Flul(t) - Flul(ta) = u(tr) - u(ts) = g(t).
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Teorema 77. Se ¢, € L' si ha

[ 1919 = [ o-314]

Dimostrazione. E’ una immediata conseguenza del teorema di Fubini.
Si ha infatti:

/ff{cp]-t/f:/( /qv 1) dy> P(x) dx
=/¢(y)(2ﬂ /1,0 ”dX>dy /(P?

Teorema 78 (teorema di inversione). Se ¢ € 8 allora F[F[p]] = .
Owvvero l'operatore F & l'inverso di F.

N\=

O

Dimostrazione. Consideriamo la funzione ¢(x) = e 17/2 ¢ le sue
dilatate ¢, (x) = ¢@(x/A). Si avra allora

Floal(x) = A"Flg](Ax) = A" (Ax).

Dal teorema precedente si ha

ol v = [ o151yl ©

Per il lato sinistro si ha

/Er"[(p;J P = /A”go(/\x x)dx = /go P(z/A)d

Per A — oo la funzione integranda tende puntualmente a ¢(0)¢(z).
Inoltre la convergenza ¢ dominata da 2¢(z)||¢||;~, dunque si puod
passare al limite per ottenere, per A — +oo

/Cv"q))L P — (0 /(p )dz = (27m)

Per quanto riguarda il lato destro di (9) si ha

[or-9091 = [ ow/N)TTYI(v) dy

la funzione integranda tende puntualmente a ¢(0)F[] e la conver-
genza & dominata dalla stessa funzione ¢(0)|F[y]| che & sommabile
in quanto essendo ¢ € § abbiamo anche F[¢] € § C L!. Dunque
passando al limite per A — +oo si ottiene:

[ o7l — [ Tlw)dy = 27) 45T )

Dunque abbiamo mostrato che

INE

¥(0).

Per concludere basta osservare che

Il (x) = (T F[F W] (0) = F[F[my]](0)
= (1) (0) = y(—x) = P(x).
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Teorema 79. Se ¢ € L! e F[¢] € L! allora
FFlel]l =@  quasi ovunque.
Dimostrazione. Data qualunque ¢ € & si ha
[o-v=[¢-359 = [(9)- (39)
~ [@59)-§ = [(5T0)-p.
Questo significa che ¢ = FJF¢ (le due funzioni coincidono come

distribuzioni) e per il Teorema 69 le funzioni stesse coincidono quasi
ovunque. O

Teorema 80. Se ¢, € Sallorapxp € Se

Floy] = (2m)% Flg] « Fly].

Dimostrazione. Sappiamo che (Teorema 70) F[g * ] = (271) " 2F[¢] -
F[] e visto che F[g], F[p] € 8 (Teorema 74) anche il loro prodotto &
in §, dunque, sapendo che J: § — § e invertibile,

o< — (27) EF(Tlg] - Fly]] € 8.
inoltre
Fo xFp = FF[Fo « Fy] = (2m) 2 F[(FF ) - (FFy)]
= (27) "2 F[¢ - ¢] = (2m) "1 F[g - ).
0

Teorema 81. Siano X e Y spazi metrici, Aundensoin Xe f: ACX =Y
una funzione uniformemente continua. Allora esiste una unica estensione
f: X =Y continua su tutto X che coincide con f su A. Se inoltre f ¢ una
isometria, anche f lo e.

Teorema 82 (Plancherel). F: 8§ — 8 si estende in modo unico ad una
isometria F: L? — L2

[l91-3 1= [9-9  vpel®

Dimostrazione. Per ogni ¢ € 8§ si ha

v

9] = Tlgl = Tlg]
Dunque, date ¢, € 8 si ha (formula di Parseval):
[e-5=[o-5175 = [59-54= [5¢-5%.

Questo significa che F: § C L? — L? & una isometria rispetto alla
metrica di L. Sappiamo che § & denso in L2, dunque esiste una unica
estensione di F a tutto L*:

F: L% — L2
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4.2 DISTRIBUZIONI TEMPERATE

Vogliamo ora mostrare che F coincide con F su L' N L2, Data
¢ € L'NL? sappiamo che ¢, = ¢ *p. — ¢ sia in L? che in L.
Ma ¢ € 8§ dunque F[¢] = F[pe]. Da un lato F[p,] — F[¢] in L?,
in quanto J & una isometria e quindi & continua su L2. Dall’altro
Flge] — F[] in L™ in quanto abbiamo gia osservato che F: L! — Co
e continua. Ma allora necessariamente i due limiti coincidono quasi
ovunque. [

4.2 DISTRIBUZIONI TEMPERATE

Teorema 83. D e denso in 8 e l'inclusione D — § é continua.

Dimostrazione. Sia ¢ € D tale che i = 1 sulla palla B;. Data qualun-
que ¢ € § consideriamo le funzioni

¢r(x) == @(x)p(x/7).

Chiaramente ¢, € D, vogliamo mostrare che ¢, — ¢ in § per r — +o0.
Chiaramente ¢(x) = ¢,(x) se |x| < r. Se invece |x| > r per ogni
a,p € N" si ha

x*DP(p(x) - (1 —y(x/7)))

& Z (i) Dﬁ—wwx)r—lv\pv(l — ) (x/7)

r<B

XD (g — 9)(x)| =

Essendo ¢ € 8 si ha che x*DF~7¢ € Cy mentre r"D7(1 — ¢) <
|DY(1 —¢)||, & limitata. Quindi, per r — oo,

sup x*DP~7¢(x) — 0.

|x|>r

Dunque si ottiene la convergenza a zero di q,4(¢ — ¢,) e di con-
seguenza ¢, — ¢ in 8. E’ quindi dimostrato che D & denso in
8.

Per dimostrare che l'inclusione D — § & continua e sufficiente
osservare che su Dk le topologie di D e di § coincidono entrambe con
la topologia della convergenza uniforme di tutte le derivate. Infatti
su un compatto K il termine x* e limitato e non da quindi alcun
contributo. O

Un funzionale f € 8’ viene chiamato distribuzione temperata. Visto
che f: § — C e visto che D si immerge con continuita in §, risulta che
la restrizione di f a D & un funzionale lineare e continuo. Inoltre, la
restrizione di f a D determina univocamente f, in quanto D & denso
in 8. In questo senso possiamo affermare che 8’ C D’ (cosi come
abbiamo considerato &' C D’).

Teorema 84. Le distribuzioni a supporto compatto sono temperate: &' C 8'.

Dimostrazione. E’ una semplice conseguenza del fatto che la topologia
di § & piut forte della topologia di € (ristretta ad 8) in quanto richiede
in particolare la convergenza uniforme di tutte le derivate (mentre in &
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4.2 DISTRIBUZIONI TEMPERATE

e sufficiente la convergenza uniforme su ogni compatto). Dunque un
funzionale lineare e continuo su € si puo restringere ad § e risultera
ancora essere un funzionale lineare e continuo. ]

Teorema 85. Sia y una misura positiva di Borel tale che
J@+1x) Nan(x) < +oo

per qualche N € IN. Allora y € 8'.

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che y, definito su D da

ulol = /sv(x) dp(x)

e continuo su D rispetto alla topologia di 8. E” sufficiente osservare
che

Hloll < [ (14 Vo) (1 + [x?) N du(x)

<cC . /1 2N gy ().
< V{@;Vq,o(w) (14 [x|7) " du(x)

Dunque se ¢ — 0 in 8 anche p[¢i] — 0. O
Teorema 86. Se f € L con p € [1,+o0]. Allora f € §'.

Dimostrazione. Si ha, applicando la disuguaglianza di Holder con g
esponente coniugato a p:

ol =11f -l < I flwllell-

Notiamo ora che

x2\qn Pk
ol = [lp()dx < | (L +(1 foq;f )

i dx
< ( Z %,o(?)) /(1+x2)”

|a|<2n

da cui si ottiene

lolle <C Y. qaole).

|| <2n
Risulta quindi che 'operatore f: 8 — C e limitato dunque continuo e
di conseguenza f € §'. O
Teorema 87. Se f(x) = x* con « € IN" allora f € §'.

Dimostrazione. Si ha

(14 x2)"xaq0(x)]|

(14 x2)n ax

Flgll < [ 13 lo(x) dx <
<C ), aqpole).

|B|<la|+2n
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4.3 TRASFORMATA DI FOURIER DI DISTRIBUZIONI TEMPERATE

Teorema 88. Se f € 8/, & € N", ¢ € 8, allora
D, x%f Y- f
sono in 8' (distribuzioni temperate).

Dimostrazione. Sappiamo che D*f, x* - f e ¢ - f sono distribuzioni e
per ogni ¢ € D vale

D*flg] = (~1)Mf[D%],  x*flg] = flx"¢l,  yflgl = flpe).

Per le proprieta delle funzioni a crescita lenta, Teorema 72, le mappe
che mandano ¢ € §in D*@, x*¢ e ¢ sono operatori da § — 8. Risulta
quindi che i funzionali D*f, x* - f e ¢f sono continuida § — C. [

4.3 TRASFORMATA DI FOURIER DI DISTRIBUZIONI TEMPERATE

Data f € 8’ definiamo la sua trasformata di Fourier tramite la seguente
formula

Fflel = flFgl-
Visto che F: 8 — 8§ & continuo, risulta che Ff € §'. La definizione
appena data estende l'usuale trasformata di Fourier per quelle di-

stribuzioni che si rappresentano con funzioni f € L!. Infatti per la
formula di Parceval si ha

Tflo) = fI59) = [ f-Fo = [ 57 9= (FF)el.

Lo stesso vale per la trasformata di Fourier-Plancherel di funzioni
f € L2, infatti anche in quel caso vale la formula di Parceval e si pud
ripetere la dimostrazione fatta per le f € L.

Teorema 89. F: 8’ — 8' & un operatore lineare continuo, bigettivo.

Dimostrazione. E’ chiaro che J & lineare e bigettivo, in quanto

v

FFfle] = f[TTe] = fl¢] = flo]

e quindi FFf = f. Dunque F & iniettivo e surgettivo e 1 = F.

Verifichiamo che J e continuo in 0. Ricordiamo che su § c’e la
topologia generata dalle seminorme g, 4 e quindi su 8’ c’¢ la topologia
generata dalle seminorme [A,| dove |Ay|(f) = |f[¢]| al variare di
pES.

Dunque se W ¢ un intorno di 0 in 8’ esso dovra contenere una
intersezione finita di palle di seminorme |A,|. Ovvero esisteranno
@1, ..., Qn tali che

Wo{fes8:|flpx]l <L k=1,...,m}.
Scegliamo
Vi={fes8:|flFoil <1Lk=1,...,m}

chiaramente anche V & un intorno di 0 in 8’ e visto che Ff[¢x] =
f[Fx] & chiaro che F[V] C W. O
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4.3 TRASFORMATA DI FOURIER DI DISTRIBUZIONI TEMPERATE

Teorema 9o. La trasformata di Fourier su 8' soddisfa le sequenti proprieta:

. F(D'f) = (i1)Sf,  T(f) = (~iD)Tf;
2.
Frf =exp_;,-Ff, F(exp;, -f) = TS, Ff = Ff.
Dimostrazione. 1. Si ha infatti:

F(D*fllg] = D*f[Tg] = (~1) I f[D*Tg] = il fTx" ]
= i flxg] = (ix)*Tflg].

e, viceversa:

Flx*fllg] = x*f[Fg] = flx*Fo] = (—i) fF[FDg]
= (—i)"lFf[D*¢] = (iD)*F f[g).

2. Dalle corrispondenti proprieta sulle funzioni test:

(Ff)lel = (= f)[Fe] = flr-2Fo] = f[Flexp_;, - ¢l]
= (Ff)lexp_;, -¢] = (exp_;. - Ff)[ol;

viceversa

Flexpi -fllg] = (expy - f)[Fo] = flexpy, -Fo] = f[FT-x9]
= (Ff)ltxg] = (uIFf)[g]

e infine

(FH)lel = f[T] = f5¢] = (F)g] = (Ff)lg].

Proviamo, ad esempio, a calcolare F4. Si ha

(Fo)[¢] = do[Fg] = (F)(0)
= 2m)F [ p(x)dx = (2m)H[gl.

Dunque 38y = (271) "2 (ovvero la distribuzione associata alla costante
(271)~%). Visto che FFf = f troviamo anche F[1] = (27)2FF8 =
(2”)%50 = (27‘[)%(50.

Inoltre troviamo che

F[ox] = Fltxdo] = exp_,;, Foo = (27t)_% exp_;, -
Viceversa

Flexp,,] = Flexp,, -1] = TT1 = (271) 27,8y = (271) 26,
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4.3 TRASFORMATA DI FOURIER DI DISTRIBUZIONI TEMPERATE

Lemma 91. Sia ¢ € 8. Allora considerato il rapporto incrementale:

(Ph<x) _ qo(x+hell/<l) — q)(x)

per h — 0 si ha la convergenza in 8:

Pn — Dk(p
Dimostrazione. Passiamo alle trasformate di Fourier. Si ha

Tipy] = [Thek;lo] ¢ _ phekhqv ¢ _ p?;k T

mentre
F[Drg] = (ity)Fg.
Dunque F[¢, — ¢] = ¥,F ¢ dove

ehte —1
P (t) = e

Osserviamo che, per la formula di Taylor al secondo ordine con resto
di Lagrange, si ha

- 1 o
e =1 4 itch — Et%e_lh ey
da cui 2
t
B < =K.
()] < =
Inoltre -
hethte .
Dkwh: ! eh —i:i(elhtk_l) — _h/tk
da cui
| Ditpn| < hlt].
E ancora ‘
D%l[]h = —helht"
da cui

|Diyn| < |h|
e iterando con le derivate successive con m > 2 si avra
IDEyu] < [1]™

Osserviamo che la derivata rispetto ad ogni altra variabile e nulla e
quindi si ha, in generale,

DPu ()] < 111+ 11P)

5 (ﬁ) DF=T, (D)D)

<n % (P)a oo

<ChY, ) gpy(Fe)—0
[71<B 1] <|a+2]

per h — 0. O
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4.3 TRASFORMATA DI FOURIER DI DISTRIBUZIONI TEMPERATE

Definiamo il prodotto di convoluzione f* ¢ con f € 8 e ¢ € §
mediante la solita formula:

(f * 9)(x) = flr@].

Teorema 92. Siano f € 8' e ¢ € 8. Allora f x ¢ € & e per ogni « € IN" si
ha

D¥(fx¢) = (D*f) x ¢ = f+ D.
Inoltre f x ¢ € §'.

Dimostrazione. Avendo a disposizione il lemma precedente possiamo
riprodurre la dimostrazione del Teorema 65. Questo ci garantisce che
f * @ € € e che vale la formula per scaricare la derivata.

Vogliamo ora dimostrare che f * ¢ ha crescita polinomiale, cosicché
sara dimostrato che f* ¢ € 8. Visto che f: § — C & continuo,
sappiamo che esiste un intorno di zero in § che viene mandato nella
palla unitaria di C. Tale intorno contiene una intersezione finita di
riscalati di palle unitarie per le seminorme g, g. Dunque esisteranno
un numero finito di coefficienti ¢, g tali che

(f* @) ()] = |flm@l| <} o plap(TP)-

Ora osserviamo che si ha

9a,6(Tx @) = sup |y*Dfp(x — y)\

yER”

= sup |(x +2)'DPg(z)|
zeR"

<sup 1 (1) 0Pg(a)
zeR" y<ua

«

<) < )‘xn%v,ﬁ[(l’]-

y<a \7
E dunque f * ¢ ha crescita al pitt polinomiale. ]

Teorema 93. Se f € 8' e ¢ € S siha

Ff » 9] = (2m) 5 Ty,
Dimostrazione. Si ha, per ogni ¢ € D,

Tf * glly] = £ + 9[7¢] =/(f*qv)(x)-(3’¢)(X)dx
—/fo dx—/f’ﬁp @) dx

=f <yH /?w(x)-cp(x—y>dX>

= flTp* ¢] = fITT(TY = ¢])
= (Ff)(2n) "ty -Fp) = (21) " F¢ - Ff[y].

Lo scambio di f con l'integrale viene fatto sul supporto di i come
avevamo gia fatto in precedenza.

Abbiamo dimostrato dunque che le distribuzioni ai due lati dell'u-
guaglianza da dimostrare coincidono sullinsieme D che ¢ denso in 8.
Dunque coincidono su tutto 8. O
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4.4 TRASFORMATA DI FOURIER-LAPLACE

Il seguente risultato si dimostra in modo analogo a quanto gia visto
per le distribuzioni D’ ed &’.

Teorema 94. Se f € 8/, ¢, € 8 si ha
(fro)xyp=fx(pxy)

Inoltre f = gly] = f1g + 9.
Teorema 95. Per f € 8’ e ¢ € Ssiha

Ff x ¢ = (2m) 2 Fg - Ff

Flo - f] = (2n)2Ff = Fo.

Dimostrazione. Dimostriamo la prima uguaglianza in §’. Per ogni
¢ € Dsiha

TIf = @l[§] = f + 9[TP] = ((f * ¢) = T)(0)
= (f*(9xT9))(0) = f[§ = T4]
= f1FF[p « Fy]] = Ff[(2m)"2Fp - FFy)]
= (21) "% (Fg - FF)(§).

Dalla densita di D in 8 otteniamo 1'uguaglianza delle due distribuzio-
ni.
Per quanto riguarda la seconda formula, ci riconduciamo alla prima:

Flp- £ = FU(TFP) - (FFP)] = (2)45F(Ff + T
= (2m)25f x Fg.

4.4 TRASFORMATA DI FOURIER-LAPLACE

Ricordiamo che la trasformata di Laplace (bilaterale) di una funzione
f: R" = C" & una funzione complessa definita da

SIf@) = [ F(e ) ar.

Osserviamo che la convergenza dell’integrale ¢, sostanzialmente, de-
terminata dalla parte reale di z in quanto la parte immaginaria non
contribuisce al modulo della funzione integranda. Nel caso n =1 la
trasformata di Laplace risulta quindi definita in una striscia verticale
del piano complesso. La trasformata di Laplace risulta inoltre essere
una funzione olomorfa e si puod osservare che la trasformata di Fourier
non e altro che la restrizione della trasformata di Laplace all’asse
immaginario (a meno di una costante moltiplicativa).

Consideriamo R" come un sottospazio di C", le ennuple di numeri
complessi. Estendiamo le notazioni usate per i numeri complessi alle
ennuple: z =x+iyconz € C", x,y € R", x = Re(z), y = Im(z). Se
z € C" et € R" definiamo (t,z) = t1z1 + - - - + tu2zy.
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4.4 TRASFORMATA DI FOURIER-LAPLACE

Se () C C" & un aperto la funzione f: C" — C si dice essere olomorfa
se & continua ed e olomorfa separatamente in ogni variabile. Una
funzione olomorfa su tutto C" si dice intera.

Per le funzioni olomorfe di pit1 variabili vale comunque un principio
di identita.

Lemma 96. Se una funzione intera si annulla su R", allora tale funzione si
annulla su tutto C".

Dimostrazione. Assumiamo noto il teorema nel caso n = 1 per le
funzioni di una singola variabile complessa. Fissata f: C" — C per
ogni k =0,1,...,n consideriamo la proposizione:

Po: zeC" z1,...,z0 € R = f(z) =0.

L’ipotesi del teorema e P, e la tesi & P). Bastera quindi dimostrare che
P, = P

Assumiamo P;. Per dimostrare P._; consideriamo z € C" con
Z1,---,2Zk—1 € R.

Essendo f olomorfa, per definizione anche la funzione g: C — C
definita da

g(é) = f(zll cee s Zk—1y él Zk41s- - /Zn)
e olomorfa. Inoltre g si annulla su R in quanto vale P,. Dunque g e
identicamente nulla. Questo significa che vale Py_;. O

Definiamo la trasformata di Fourier-Laplace di una funzione ¢ €
D come l'estensione della trasformata di Fourier a tutto lo spazio
complesso C":

Tlgl(z) = [ p)e ) at (10)

Possiamo estendere la definizione appena data a tutte le distribuzioni
a supporto compatto. Se g € &’ definiamo:

FL[8)(z) == glexp_,,] (11)

N

dove exp,,: R" — C" ¢ definita, per ogni w € C", da
exp,(x) = e=%), x € R™

Lemma 97. La mappa F: C" — & definita da F(z) = exp, ovvero
F(z)(t) = exp,(x) = e ¢ continua.

Dimostrazione. Ricordando le proprieta della topologia su & dobbiamo
mostrare che per ogni compatto K e per ogni &« € IN” si abbia

lim sup [D* exp,(t) — D*exp, (t)| = 0.

Jim sup | D* exp, (£) — D" exp, (1)) =0
L’estremo superiore su K & in realta un massimo. Dunque, se sce-
gliamo z; — z esistera t; € K che realizza il sup. Ma, a meno di
sottosuccessioni, possiamo supporre che t; — ty € K e dunque il
limite sopra scritto risulta uguale a

liin ‘D"‘ exp,, (tx) — D" exp, (t) ‘

Ma quest’ultimo limite & uguale a zero per la continuita della funzione
(D*exp,)(t) = z* exp,(t) nella coppia di variabili (z, ). O
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4.4 TRASFORMATA DI FOURIER-LAPLACE

Teorema 98. Sia g € &'. Allora F[g] € € e F[g](x) = (2r) " 2glexp . ].

Dimostrazione. Scegliamo r > 0 tale che sptg C B,. Consideriamo
¢ € D tale che ¢ = 1 su B, cosicchérisulta g =19 -ge

F(g] = Fly - g] = (2m) 2 F(g] = F[y].
Significa quindi che F[g] € €. Visto che ¢ € § esiste ¢ € § tale che
¢ = F[¢]. Dunque
(271) 2 Fg)(x) = (Flg) * Fly]) (x) = (F[g] * §) (x)

= Flgllng] = glFql]

= glexp_;, Fg] = g[pexp_;]

= g[expfix]'
Abbiamo quindi mostrato che F[g|(x) = glexp_,,] per x € R". O

Teorema 99 (Paley-Wiener). Sia ¢ € D con spt ¢ C B, dove B, ¢ la palla
aperta di raggio v > 0 centrata nell’origine di R". Posto f = FL[¢] si ha
che f: C" — C e intera e per ogni o« € IN" esiste C, tale che

2% (z)| < Cpe'mal, Vz e C", 0w € N (12)

Viceversa se una funzione intera f soddisfa (12) allora esiste ¢ € D con
spt ¢ € B, tale che f = FL[¢] che soddisfa la relazione

¢ = (2m) 2 Ff).
Dimostrazione. Osserviamo che si ha

’e—i(t,x—i-iy)’ _ ‘e—i(t,x)e(t,y)‘ _ ‘e(t,y)) < eltlly

Cioe,set € By, )e*i(tfz)‘ < eflmz| Dungque la funzione integranda in
(10) e localmente limitata, al variare di z, uniformemente in t e quindi,
per convergenza dominata, possiamo affermare che la funzione f(z)
sia continua. Inoltre, siccome il nucleo e~ (#?) @& notoriamente una
funzione olomorfa (e quindi ha integrale nullo su ogni curva chiusa),
applicando il teorema di Morera si ottiene (tramite uno scambio di
integrali) che anche f(z) & una funzione olomorfa (il teorema pud
essere applicato ad ogni variabile z; separatamente). In formule, posto
9(zx) = f(z1,...,2k,...,2n) siha

/yg<zk>dzk = L (/Sptq)qo(t)ei(t'z) dt) dz;

= (/ e i(h2) dzk> p(t)dt =0.
spte \Jy

Dunque f e una funzione intera.
Osserviamo che, integrando per parti, si ha

Z]' f(Z) = /gD(t)Zje*i(f,Z) dt = l/ gp(t)aatjel’(f,z) dt

— / (Djg(t))e~ i) dt
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4.4 TRASFORMATA DI FOURIER-LAPLACE

da cui, iterando,

2F(z) = / (—iD)*g(t)e~ 42 dt,

Dunque
r|Imz|

2% (@) < Mol - Isptel e
da cui si ottiene (12).

Supponiamo ora che f: C" — C sia olomorfa e soddisfi (12). Con-
sideriamo la restrizione f di f a R". Essendo f olomorfa risulta che
f € &(R™). Inoltre la stima (12) ci dice che f € 8 in quanto la par-
te esponenziale sparisce quando Imz = 0. Dunque sappiamo che
f = F9[f] da cui risulta che la funzione

o= (2n) 45 e s

¥

(ST

soddisfa la relazione F[¢] = (271) "2 f cioe

f(x) = m)8519](x) = [ @(t)e™ ) dx

che e (10) nel caso z = x € R".
Vogliamo ora mostrare che per ogni y € R" si ha

o(t) = [ flx+iy)eH0 dx (13)

(cioe la funzione sul lato destro e costante in y).
Fissatit € R, z; € C per j # k consideriamo, al variare di z; € C la
funzione

8(z) = f(2)e0

dove si intende che z = (z1,...,2,...2,) & funzione di z;. Chia-
ramente ¢g: C — C & olomorfa e quindi il suo integrale di linea si
annulla sulla curva chiusa yn che percorre la frontiera della rettangolo
[—N, N] x [0, 1] nel piano complesso. Osserviamo che sui due lati
verticali del rettangolo si ha || > N e quindi |¢(Z)| < C/N? per (12).
Osserviamo anche che posto z = x + iy si ha ‘ei(t'z) ‘ = ¢~ (¥ e dunque
sui lati verticali del rettangolo la funzione esponenziale non dipende
da N ed e quindi uniformemente limitata. Dunque per N — oo il
contributo dei lati verticali del rettangolo tende a zero e si ottiene che
gli integrali sulle due rette orizzontali v, = 0 e yx = h coincidono.
Dunque la funzione

—+00
G(yx) :/_oo g (xx + iyy) dxy

risulta costante in y,. Ripetendo il ragionamento per ognik =1,...,n
si ottiene che (13) & verificata.
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4.4 TRASFORMATA DI FOURIER-LAPLACE

Vogliamo ora dimostrare che spt ¢ C B, cioe che per ogni t € R"
con |t| > r si ha ¢(t) = 0. Osserviamo che, per ogni y € R", si ha

o()] < [ If(x+iv)]

(14 |x[*)" N o (E9)
<] el

< / L’y‘ze—w) Jx
(1+ [x|7)"

< Cle'l=(ty),

ei(t/x)ef(tfy) ‘ dx

Scegliendo ora y = kt/|t| con k — +co essendo |t| > 7 si ottiene

o= (6y) — K1) _y .

In tal caso si ottiene dunque ¢(t) = 0.

Ci rimande infine da verificare che ¢ soddisfa I’equazione (10) per
ogni z € C". Abbiamo gia visto che 1'equazione e verificata per
z = x € R". Inoltre abbiamo verificato che ¢ soddisfa le ipotesi della
prima parte del teorema, quindi il lato destro di (10) & una funzione
intera, come lo ¢ il lato sinistro, f(z), per ipotesi. Dunque abbiamo
due funzioni intere che coincidono su R" e per il Lemma precedente
esse devono coincidere su tutto C". O

Teorema 100 (Paley-Wiener). Sia ¢ € & con sptg C By, r > 0. Allora
posto f := FL[g] risulta che f: C" — C & intera ed esiste C > 0 tale che se
N e l'ordine di g si ha

£(2)] < C(1+ |z|)Nelm=l, (14)

Viceversa se f: C" — C e intera e soddisfa (14) per qualche C, v > 0 e
N € N allora esiste ¢ € &' con sptg € B, tale che f = FL[g].

Dimostrazione. E’ chiaro che f & continua, in quanto z — exp_;, €
continua in € e g & continua su €. Per dimostrare che f & olomorfa,
in base al teorema di Morera & sufficiente mostrare che l'integrale
di f e nullo su ogni curva chiusa contenuta in un piano coordinato
complesso. Sia z = z(s) una tale curva chiusa. Allora, scambiando g
con l'integrale si ha

[ s = [ slexp_olds =g | [ exp_iy ds].

</ eXP_i(s) ds) (t) = /eii(t’z(s)) ds =0

in quanto exp_, & essa stessa olomorfa. Dunque risulta anche [ f =0
su tale curva che significa che f € olomorfa.

Dobbiamo ora mostrare la stima (14). Consideriamo, per z # 0, la
funzione

¢:(t) = e (|t — 1)|z2])

con h: R — R una funzione C*® che vale h(s) = 1 quandos < 1e

h(s) = 0ses > 2. E’ facile verificare che ¢, € D ha supporto compatto.

65



4.4 TRASFORMATA DI FOURIER-LAPLACE

Si vede inoltre che il supporto di ¢, — exp, ha chiusura disgiunta dalla
palla B, e quindi dal supporto di ¢. Dunque

[f(2)] = Iglg:]| < Cllgz|In

visto anche che g ha ordine N. Inoltre, applicando la regola di Leibniz,
si trova

Dog. = Y (%) (ziz)beita) 2o # L L piap,
=AY A

Sul supporto di ¢, si ha (|t| —r)|z| <2 cioe |t| <2/|z| +r da cui

—i(tz)| _ e(t,Imz) < 62+r\lmz\ _ eZer|Imz|‘

e

Quindi

D%, < 2 (g) ‘Z‘\ﬁ\EZEVIImZI ) ‘Z‘\“*ﬁ\HD\a—ﬁ\hHo < C]z]'“‘e’“mﬂ

p<a

da cui, osservando che |z|'*l < (1+|z|)1*l < (1+ |z|)N discende la
stima (14).

Supponiamo ora di avere una funzione intera f che soddisfa (14).
Dunque per x € R" si ha

f)] <C+ Y

cioe la distribuzione f corrispondente alla restrizione di f al piano
reale R" ha crescita al piti polinomiale dunque f € §'.
Consideriamo allora

g:=(2m) 2 F[f] €.

Applicando la trasformata di Fourier si ottiene

(2m)29(g) = FTIf) = F

ciog, in base al Teorema 98:

f(x) = glexp_;,] (15)

che e la nostra tesi nel caso z = x € R". Dunque g & l'unica
distribuzione che puo soddisfare la tesi.

Vogliamo ricondurci al Teorema 99 mediante mollificazione di g.
Scelto un nucleo di convoluzione p, con sptp. C B, definiamo

8e 1= & * Pe.

Allora

Flge] = (2m)2F[g] - Flpe] = f - Floel-
Il Teorema 99 puo essere applicato alla funzione p; e ci dice che la
funzione Flp,] pud essere estesa a tutto lo spazio complesso C" e

soddisfa la stima
|2°Flpe) (z)| < Cue ezl
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Cambiando le costanti possiamo riscrivere questa stima nella forma:
2% (14 |2DN - [Flpel (2)] < Cret,

Se definiamo f:(z) := f(z) - F[p¢](z) e ricordiamo che f soddisfa
per ipotesi (14) otteniamo che anche f, soddisfa la stima (12) con r + ¢
al posto di r. Dunque applicando la parte inversa del Teorema 99 si
ottiene che f, = F[@,] con ¢ € D e spt: C Byye. Ma fo = Flg] e
dunque g = ¢.. Abbiamo dunque ottenuto che sptg, C B,;,. Per
dimostrare che sptg C B, ¢ sufficiente mostrare che per ogni ¢ € D
con supporto disgiunto da B, si ha ¢(¢) = 0. Ricordando che g: — ¢
e osservando che quando ¢ e sufficientemente piccolo il supporto di
 risulta anche disgiunto da B, e quindi dal supporto di g, si ha
dunque

gly] = limg[p] = 0.

e—0

Abbiamo dunque dimostrato che ¢ € & e sptg C B,. Dunque
la funzione g verifica la prima parte del Teorema, e di conseguenza
sappiamo che glexp_;,] & una funzione intera cosi come lo & f per
ipotesi. Ma, (15) ci dice che le due funzioni coincidono su IR" e dunque
devono coincidere su tutto C" per il Lemma 96. O
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Siamo interessato allo studio (esistenza e regolarita) delle soluzioni
delle equazioni alle derivate parziali lineari a coefficienti costanti. Pitx
precisamente a equazioni del tipo:

P(—iD)[u] = ¢ (16)

dove P & un polinomio.
Piu esplicitamente se P ¢ il polinomio

P(t)= ) cat* =) cati ..ty
la| <N la| <N
si intende che
P(—iD)[u] = Z co(—1) 1 D*u,
la|<N

Si preferisce valutare il polinomio in —iD invece che piti semplicemen-
te in D perché questo semplifica la notazione quando poi passeremo
alle trasformate di Fourier. Ovviamente non c’e alcuna differenza
sostanziale tra le due notazioni.

Una distribuzione 1y € D’ si dice essere una soluzione fondamentale
dell’equazione (16) se soddisfa I’equazione con la delta di Dirac a soluzione
secondo membro: fondamentale

P(—iD)[MQ] = (50.

Nell'introduzione abbiamo ad esempio verificato che la funzione

log |x|
uo(x) =9 5,

Un|x|n72

pern =2
pern >3

e una soluzione fondamentale dell’equazione Au = ¢. Osserviamo, a
proposito, che A = P(—iD) se scegliamo P(t) = —|t|*.

Se abbiamo una soluzione fondamentale e se ¢ ha supporto com-
patto, allora una soluzione di (16) e data da ug * ¢, infatti:

P(—iD)[ug * ¢] = P(—iD)[ug] * ¢ = b x ¢ = ¢.

Ogni altra soluzione differisce da ug * ¢ per una soluzione dell’equa-
zione omogenea associata: P(—iD)[u] = 0.

Osserviamo che il prodotto di convoluzione u * ¢ potrebbe avere
senso anche se ¢ non ha supporto compatto se abbiamo informazioni
sul comportamento all’infinito di uo.

Osserviamo pero che up non potra mai avere supporto compatto
perché se P(—iD)[uy] = ¢, passando alle trasformate di Fourier si
avrebbe P - Juy = 1. Ma per il Teorema 100 si avrebbe che Fu, € una
funzione intera mentre, se P non & costante, Fuy dovrebbe tendere
ad infinito nei punti in cui P si annulla. Si ha infatti il seguente
risultato, che puo essere facilmente ottenuto riconducendosi al teorema
fondamentale dell’algebra.
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Lemma 101. Se P(z) ¢ un polinomio non costante di n variabili complesse
allora esiste z € C" tale che P(z) = 0.

Nei casiin cui 1/P € 8 da P - Fup = 1 si pud scrivere

. (1
1

Ad esempio per il laplaciano P(t) = —|t|* si osserva che 1/P € Ly,
quando n > 2 e in tal caso si ha anche 1/P € 8. Abbiamo perd
osservato che una soluzione fondamentale uy(x) = In |x|/(27), ug €
8/, esiste anche per n = 2, quindi si ha —Auy = &) che, passando alle
trasformate di Fourier da

|t F[uo] = 1.

Risulta quindi che fo = Fup € 8’ & una distribuzione che coincide
con 1/ \if|2 fuori dall’origine. Ma siccome 1/ ]t|2 non & localmente
integrabile 1'identita:

flgl = [ 2D 4

IR e

vale solamente se il supporto di ¢ non contiene il punto 0.

Il nostro scopo sara ora quello di dimostrare il teorema di Malgrange:

'equazione P(—iD)[u] = 6y ammette sempre soluzione in D’ se P non
¢ identicamente nullo.

Introduciamo una nuova notazione. La mappa T — ¢'* manda la
retta reale R sulla circonferenza unitaria di C. Consideriamo "analogo
vettoriale: per 6 = (604, ...,60,) € R" definiamo

e = (e%,...,e%) e C".
L'immagine di tale mappa ¢ il toro piatto di C" e si pud parametrizzare

restringendo tale mappa al cubo [0,27]" C R".
Ricordiamo che le funzioni olomorfe hanno parte reale e parte

immaginaria armonica, e quindi soddisfano la proprieta della media.

In particolare se f & intera su C si ha per ogni z € C e ogni r > 0:

27T .
F@) =5 [ @+ re)do, (17)

Il seguente lemma verra utilizzato nel prossimo teorema. Serve ad
poter affermare che se sappiamo che una funzione intera f & piccola se
moltiplicata per un polinomio, allora, a maggior ragione, la funzione
stessa e piccola. Per i polinomi di una sola variabile il risultato e
ovvio perché il modulo di un polinomio di una variabile tende ad
infinito. Ma questo non e ovvio per i polinomi di piu variabili, che
possono avere delle linee su cui si annullano (si pensi ad esempio a
P(Zl,Zz) =2Z1 — Zz).

Lemma 102. Se P ¢ un polinomio in C" non nullo e N é il grado di P allora

c’e una costante C > 0 tale che per ogni funzione intera f, per ogni z € C"
eognir > 0siha

C 0
< = . i _
FEN < 1 [y f Pl r) 0
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Dimostrazione. Sia F({) una funzione intera di una variabile complessa
¢ € C e sia Q un generico polinomio

N
=a[[(€-2))
=1
Posto
N
= H (1- Q
=1

si osserva che essendo ¢ - (7 — ;) i) = 17)* — {;C abbiamo che [Qo({)| =
|Q(2)] se |¢| = 1. Usando la proprieta della media per la funzione
intera F - Qy, si ha

1 [2r )
lal - |F|(0) = [F - Qol(0) < E/o |F- Qol(e) dt

1

(18)
27T .
=5 | IF-Qiem)dr

e inoltre |a| pud essere ottenuto da Q guardando il comportamento
all’infinito:

1Q(¢ )I N
i JgY i MH“ /¢l =

Fissati ora z € C", w € C" definiamo

F(Z) = f(z+Cw), Q) := P(z+Lw).

Si puo verificare che F e una funzione intera (esercizio: se z —

f(z) e intera anche z — f(zw) & intera per ogni w € C"). E Q(Q),

chiaramente, € un polinomio. Dunque, applicando (18)

ol f2)] = [FO) < 5= [ |- Ql(e")

:2171/ |f - P|(z + e''w) dt.

I generico polinomio P puo essere scritto nella forma

= ) 2"

la| <N

dunque il coefficiente |a| & dato dal seguente limite per || — oo:

|P(z+Cw)| _ (z+Cw)*| _ (z/¢ +w)"
& L Lo g
Z c,w®| = Py(w)
|a|=N

dove

= ) 2t
|la|=N

¢ la componente omogenea di grado massimo del polinomio P.
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Otteniamo quindi

PN@IIFC < 5 [ 1f PlG+ ) dr (19)

Osserviamo ora che ponendo w = re” e integrando il lato destro della
disuguaglianza al variare di 6 € [0,27]" si ottiene

1 27 .
= P it d@)d - [ P ) do
s ([, 1 Pl do ) dr= [ 17 Pl )

in quanto
ezreze (ei(T+91), ., ei(T—l—Hn))

e facendo i cambi di variabile 0; = T + 0; si osserva che l'integrale non
dipende da 7.

Integrando invece il lato sinistro della disuguaglianza (19) si ottiene
|f(z)| moltiplicato per la seguente quantita:

K=
[0,27z)"

(reie)‘ a6

che vogliamo dimostrare essere positiva. L'unica possibilita per cui K
sia nulla & che Py si annulli identicamente sul toro re® con 6 € [0, 27]"
cioe che Py/(e'®,...,e%) = 0 per ogni 0y, ...,6, € R. Sappiamo perd
che z; — Pn(z1,...2,) € olomorfa su C, quindi se si annulla su ogni
z1 = %1 necessariamente si annulla per ogni z; € C (in quanto l'insie-
me degli zeri di una funzione olomorfa non identicamente nulla non
pud avere punti di accumulazione). Dunque Py/(z1, €, ... ¢%) si an-
nulla per ogni z; € C e ogni 6, ...,6, € R. Iterando il procedimento
sulle variabili successive si ottiene che Py & identicamente nulla.

Ma Py non puo essere identicamente nulla perché N e il grado del
polinomio P e N > 0. Dunque K > 0 e posto C = 1/K si ottiene la
stima cercata. O

Teorema 103. Sia P un polinomio in n variabili, e ¢ € &' una distribuzione
a supporto compatto. Se u € &' e una soluzione (a supporto compatto) di

P(~iD)[u] = g

allora esiste una funzione intera f tale che P - f = FL[g].

Viceversa se esiste una funzione intera f tale che P - f = FL[g] allora
l'equazione differenziale P(—iD)[u] = g ha una unica soluzione u € &' il
cui supporto e contenuto nell inviluppo convesso del supporto di g.

Dimostrazione. Se u € una distribuzione a supporto compatto che
soddisfa P(—iD)[u| = g allora passando alle trasformate di Fourier
(ricordiamo che FL[D*¢|(t) = (it)*FL[¢]) si ottiene

P-u] = 51g).

Il Teorema 100 garantisce che f(z) = FL[u](z) sia una funzione intera.
Supponiamo viceversa che esista f intera tale che P- f = JL[g].
Scegliamo r > 0 tale che sptg C B,. Il Teorema 100 garantisce che

P f|(z) = |F£[g]|(z) < y(1 + |z|)NeilmE)]
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mentre dal lemma precedente possiamo affermare che

fa) <C [P fl(z + ) db
[0,27]"

dunque

)er‘lm(z+ei9)’ 4o

<C/ 1+ |z+€
f@lsCrf O+|a+e
< / (14 |z|)Ne'™E)] g

[0,27t]"

< C//(l + |Z|)N€r\1m(z)\‘

Dunque possiamo applicare la seconda parte del Teorema 100 e
ottenere che f(z) = FL[u| per una qualche distribuzione u a supporto
compatto in B,. Ma allora P - JL[u] = P - f = 9L [g| da cui, invertendo
la trasformata di Fourier, si ottiene come voluto: P(—iD)[u| = g.

Il ragionamento precedente pud essere ripetuto su ogni palla B, (x)
che contiene il supporto di g ricavando che la stessa palla contiene il
supporto di u. Dunque il supporto di u & contenuto nellinviluppo
convesso del supporto di g in quanto per ogni punto fuori dall’invi-
luppo convesso ¢ possibile trovare una palla che contiene il supporto
di ¢ ma non il punto scelto. ]

Teorema 104 (Malgrange-Ehrenpreis). Se P e un polinomio complesso di
n variabili, non nullo, allora esiste ug € D' soluzione di

P(=iD)[u] = &
(cioe ug e una soluzione fondamentale dell’operatore differenziale P(—iD)).

Dimostrazione. Osserviamo che per ogni u € D’ si ha
(D"u)[¢] = (D" )
e quindi
P(—iD)[ul[¢] = a[P(~iD)[¢]]-

Affinché u risolva P(—iD)[u] = dp dovra quindi valere, per ogni

peD,
u[P(—iD)[¢]] = do[g] = ¢(0).

Consideriamo ora la mappa lineare L: D — D definita da L[¢] =
P(—iD)[¢]. Vogliamo mostrare che L & iniettiva. Se L[¢] = 0 si ha
P(—iD)[¢] = 0 e passando alle trasformate di Fourier P - F[¢] = 0.
Dunque F[¢], che & una funzione regolare essendo ¢ € 8, si annulla
in tutti i punti in cui non si annulla P. Ma l'insieme degli zeri di un
polinomio non nullo ha parte interna vuota (esercizio!) quindi F[¢] si
annulla su un denso di R" e, per continuita, risulta quindi F[¢] = 0.
Da cui ¢ = 0 e quindi L e iniettiva.

Posto Y I'immagine dell’operatore L consideriamo dp: D — C. Sic-
come L e iniettiva esiste una mappa lineare U: Y — C che rende
commutativo il seguente diagramma.

p_Ltiyco

{‘u
!

C
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Se sapessimo che U e continua concluderemmo la dimostrazione come
segue. Applicando il teorema di Hahn-Banach potremmo ottenere
una mappa continua u: D — C che estende U. Dunque u sarebbe una
distribuzione che soddisfa

ulLlp]] = ¢(0), VoeD

e quindi risolverebbe 1'equazione P(—iD)[u] = dy.

Il nodo della dimostrazione si riduce quindi a mostrare che la
mappa U: Y C D — C ¢ continua. Per le proprieta della topologia di
D & sufficiente mostrare che per ogni compatto K la mappa U: YN
Dk — C & continua. Sia dunque ¥; — 0 in Y N Dg. Vogliamo
mostrare che U(y;) — 0in C. Si ha U(¢y;) = ¢;(0) dove ¢; € D &
l"unica distribuzione tale che L[¢;] = P(—iD)|¢;] = ;. Passando alle
trasformate di Fourier-Laplace (teorema 100): si ha su C": FL[¢p;] =
P - JL[¢j] con FL[@;] funzione intera. Per il Lemma 102 si ha dunque

52lgla)] < 5 |

[0,27t]"

(FL[w))(z + reif’)( do.

Ma ora ricordiamo che

U(y;) = 9;(0) = (FF£g;)(0)

S
_< 7T) N n Jjo2m)
—C /[OW / T jen Ty (x) dx do
o

Ji0,2n] JRn
= o

[0,27'[]” n

avendo posto ¢y := exp,s ;. Per mostrare che U(yp;) — 0 &
sufficiente mostrare che per ogni & > 0 esiste jy tale che si abbia

(TLy;) (x + re'?) ‘ de dx

FL[exp,io -1j]|(x) dx db

FL [IPQ,]'] ‘ (x) dx de

| T o] (x) < Vi > jo, V0 € [0,27]"

€
(1+ Jx)"
in quanto l'integrale del lato destro di questa disuguaglianza puo
essere reso piccolo a piacere scegliendo ¢ sufficientemente piccolo. Ma
infatti, visto che ¢; — 0 in Dk, sappiamo che tutte le derivate di ¥;
tendono a zero uniformemente. D’altra parte le derivate di exp,,i
sono uniformemente limitate sul compatto K e quindi le derivate del
prodotto ¢ ; tendono a zero uniformemente su K e anche uniforme-
mente in 6. Scelto il polinomio Q(t) = (1 + |¢|*)" possiamo dunque
trovare un indice jy tale che si abbia ||Q(—iD)¢y,||,, < € e dunque,
essendo F una isometria su L? si avra anche ||F[Q(—iD]yg;)]|,, < e.
Osserviamo pero che

FIQ(=iD) - o] (x) = Q(x) - (Tepy ) (x) = (1 + x%)" (Tepy ) (x)
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dunque, applicando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, si ottiene

o 7901 = Jo T 02 1990y

L | P—
<l

5.1 SPAZI DI SOBOLEV

Diremo quindi che una distribuzione f € D'(Q2) & in LZ . Se esiste una
funzione f € L! (Q) tale che

= [ f)
per ogni ¢ € D(Q)).
Analogamente se f € LI (Q) diremo che D*f € L} (Q) se esiste
una funzione g, € L (Q) tale che

loc

loc
Dflg) = (-1)* [ 7-D*9= [ so

per ogni ¢ € D(QY).

Se f € C¥(Q) abbiamo quindi una ambiguita sul significato di D*f
che puo essere inteso o come 'usuale derivata puntuale (limite del
rapporto incrementale) oppure come la derivata distribuzionale D* f. 11
contesto rendera chiara la distinzione.

Definizione 105. Se () ¢ un aperto diR", m € N, p € [1, +00], definiamo
WP (Q) —{fGD ): D*f € LP(Q) per ogni |a| < m},
WP (Q) := {f € D'(Q): D*f € L} (Q) per ogni |a| < m} .

Il nostro obiettivo & dimostrare il seguente teorema di inclusione.

Teorema 106 (Sobolev). Siano r,n,m € N con r < m — 5. Allora®

W™2(IR™) C C"(IR") e per ogni aperto O C R™, W"2(Q)) € C'(Q)).

loc
Lemma 107. Sia f € L'(R") tale che per ogni j = 1,...,n si abbia
xj- f € LY(R"). Allora F[f] € C'(R") e la derivata puntuale di F|f]
coincide con (ovvero: rappresenta) la derivata distribuzionale.

Dimostrazione. Visto che f € L! sappiamo che la trasformata di Fourier
di f esiste (ed e in Cp). Ripetiamo la dimostrazione della formula
D*F[f] = —iF[x* - f]. La derivata parziale di i — F[f](h) in un punto
h nella direzione e; & definita come il limite per ¢ — 0 del seguente
rapporto incrementale:

Y-+~ 5) _ [ (@) = fage i)

£ s

) —iexj
:/xjf(x)e”(h"‘)ie : 1dx.

8X]'

L'inclusione e intesa sulle distribuzioni associate alle funzioni: la distribuzione
associata ad una funzione nel primo spazio si pud rappresentare tramite una funzione
nel secondo spazio; dunque ogni funzione nel primo spazio coincide, salvo un insieme
di misura nulla, con una funzione del secondo spazio.
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Osserviamo ora che (e ¥ — 1)/ (exj) tende a —i per ¢ — 0 e che, per

il teorema di Lagrange, tale quantita e uniformemente limitata in e.
Dunque possiamo applicare il teorema di Lebesgue della convergenza
dominata per scambiare il limite per ¢ — 0 con l'integrale. Si ottiene
dunque:

DIIfI() = —i [ xif (x)e” 0 dx = —i5[x; - F](h).

Dunque F[f] & derivabile e la sua derivata & la trasformata di Fourier
di una funzione L! e quindi & una funzione continua. O

Teorema 108. Sia f una funzione e sia v € N tale che (1+ |x|)"- f €
LY(R"). Allora F[f] € Cj(R").

Dimostrazione. Osserviamo che l'ipotesi garantisce che x* - f € L! per
ogni |a| < r. Se r = 0 gia sappiamo che ¥ manda L' in Cy. Si
procede quindi per induzione: supponendo di sapere che f € Ck
con k < r e che D*F[f] = F[(—ix)*f] per ogni |a| < k si applica
il lemma precedente alla funzione (—ix)* - f e si ottiene quindi che
f e CckHL, O

Lemma 109. Per ogni x € R", per ogni m € IN si ha
(L |x[)P" < 27(1 4 n)" (T e[ - o ™).

Dimostrazione. Sia |x| = max{|x1], ..., |x,|}. Allora |x|* < n|x;|* e
quindi

(1T+ [x])?™ < (1 + /n|xe])*™.
Sfruttando la disuguaglianza (a + b)? < 2(a* + b?) si ha

(14 v/l ) 2" < 2" (1 + n|xe )™,

Sviluppando la potenza del binomio

1+l = 3 () i( Yo+ )

j=0 j=0
= (14 n)"(1+ | [*")
da cui si ottiene la stima desiderata. O

Possiamo finalmente concludere la dimostrazione del teorema di
Sobolev.

Dimostrazione teorema 106. Sia f € W™?2(R"). Ricordando che : L? —
L?, passando alle trasformate di Fourier si ottiene che

F[D*f] = (ix)* - Ff € L*(R").
In particolare, si avra f € L2 e perognij=1,...,mn:
{x]"mfff €12

Osservando ora che vale in generale la stima (dimostrata nel lemma
precedente)

(14 [x))?" < (21 +2)" (14 23" 4 - - - 4 22"
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si puod concludere anche che
(1+ |x|)" - F[f] € L%

Ma allora possiamo utilizzare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
per ottenere la seguente stima:

I+ D U < QA+ T |2 - 1+ T D™ T -
Osserviamo ora che

r—m||2 r—
[y F = [ el 2 ax
+o00
< C/ (1+p)2r72mpn71 dp < 4o
0

in quanto n —1 — 2m + 2r < —1 & equivalente all'ipotesi r < m —n/2.

Dunque abbiamo verificato che (1 + |x|)" - Ff € L!. Applicando
dunque il teorema precedente otteniamo che ¥Ff = f sta in C" come
volevamo dimostrare.

Orase f € WI'Z;:’Z(Q) sara sufficiente mostrare che f ¢ in C"(w) per
qualunque aperto w con chiusura compatta in ). Dato w esiste una
funzione ¢ € D(R") tale che ¢ = 1 su w e sptyp C ). La funzione
f = - f si pud pensare essere definita su tutto R" considerando che
il prodotto vale 0 al di fuori di Q). Siano g, € L2 (Q) per |a| < m le
funzioni che rappresentano le derivate distribuzionali di f: D*f = g,.
Si avra allora per ogni |a| < m

Df=D"(y-f) =} <g> D" Py - gp.
p=a
Dunque D*f € L*(R") in quanto le funzioni gg sono in L? sul suppor-
to di ¥ mentre f e nulla, insieme a tutte le sue derivate, al di fuori del
supporto di .
Dunque f € W™2(RR") e per quanto dimostrato sopra sappiamo
che f € C". Ma su w le funzioni f e f coincidono, quindi anche f & C

su w. Facendo variare w su un intorno di ogni punto di () si ottiene
fec(Q). O

Per ogni s € R consideriamo su IR" la misura p, definita, per ogni
¢ € C°(R"), da

/(p(x) dus(x) = (27)~2 /q)(x)(l + |x\2)sdx.

Osserviamo che data f € L?(p;) risulta che f € 8'. Infatti se ¢; — 0
in § allora si ha

Ll = 11f - @il < M2 - lill2)

1@ill 20, Z/}fpj(X)\z(H 1x|%)° dx
1

A+ T - [ s

< su
4 1+ [xP)r

xeR”
— 0.
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Definizione 110 (Spazio di Sobolev). Per u € 8’ definiamo Sobolev H*

el += 15 T0] 0 2y

Denotiamo con H® lo spazio (chiamato spazio di Sobolev) di tutte le u € 8’
tali che ||u|| s < +oo.

Se QO C R" & un aperto, denotiamo invece H;, (C)) come lo spazio di tutte
le distribuzioni u € D'(QY) tali che per ogni x € Q) esiste un aperto U C Q)

intorno di x ed esiste 1i € H? tale che le restrizioni di u e i su U coincidono.

Per definizione risulta che : H® — L?(us) & una isometria surietti-
va. Dunque H® ¢ uno spazio di Banach isometricamente isomorfo a
L%(ps). Osserviamo inoltre che L?(p) = L? ed essendo F: L? — L? si
ha H® = 2.

Chiaramente ||fl|;2(, € crescente in s dunque se s > f si ha
L*(us) C L?(ut) e H® C H'.

Teorema 111. Per ogni m € N si ha W™2(R") = H™ ¢ W[(’ZZ(Q) =
H" (Q).

loc

Dimostrazione. Se u € W™?2(R") si ha

el = 1FullZ ) = [ 15T () (1 + |x)" da
4

< c/(l P P T () P dx

2
L2

n 2
<c (na‘uniz +3 H?{D;ﬂu]up)
j=1

n
<c (Hffuuiz +y Hx}"&"[u]
j=1

n 2
—¢ (||u|yi2 +y HD;"uHB) < +oo.
i=1

=

E dunque u € H™.
Se invece u € H" si ha, per ogni |a| < m,

|D*ulff: = Tl = [ x*P|Tutx) P dx

< [+ =Py i) ax

2 2
= [1Fulltz 4,y = lullim < +o0
e dunque u € W™2(R").

Seu e WZZZ’Z(Q) allora per ogni U aperto a supporto compatto in ()
possiamo trovare una funzione ¢ € D con supporto contenuto in () e
che valga identicamente 1 su U. Allora la funzione ¢ - u puo® essere
considerata una funzione definita su tutto R". Usando la formula di
Leibniz per la derivata di un prodotto, otteniamo che vale una stima
del tipo

o . < p
HD<¢“WUWG—C;%WDuL%mw
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con C costante che dipende da ¢. Dunque ¢ - u € W"™?(R") = H™.
Ripetendo questo al variare di U si ottiene che u € H}" (Q)).
Viceversa se u € Hj significa che per ogni U aperto a chiusura
compatta in () esiste # € H™ che coincide con u in U. Ma allora
i € W"2(R") e quindi u € W'™*(Q). O

loc

Definizione 112. Un operatore lineare L: 8' — 8’ si dice avere ordine k
se per ogni s € R e ogni u € H* si ha Lu € H* . Scriveremo quindi
L: HS — H* L.

Teorema 113. Per ogni o € IN" 'operatore D* ha ordine |«|;
Dimostrazione. Si ha

2. lal
1D ull g = ¥ Tz, < ||+ |xP) % Fu

L2(ps)

= [1Full 2y, ) = Nl previer

0 O]

Teorema 114. Se ¢ € &'(R") esiste s € R tale che ¢ € H®. Piii preci-
samente l'inclusione vale per ogni s < —N —n/2 dove N e l'ordine della
distribuzione ¢.

Dimostrazione. Per il teorema 99 sappiamo che F¢ soddisfa la stima
1Fo|(x) < C(1+|x))N, Vx € R".

Dunque é facile verificare che
Il < C/(l + )N (1 + [x]) dx

e finitose 2N +2s+n—1> —1. O

Teorema 115. Sia g € L*(R") e sin k € Z. L'operatore F: 8' — 8’ definito
da
Flu] := F [g- (1+ |x?)? -:m}

e un operatore di ordine k.
Se, inoltre, anche 1/g € L™ allora F e invertibile, 'operatore inverso F -1
ha ordine k e vale

Flu):=97 [;(1 + ]x|2)*§ -?u] . (20)
Dimostrazione. Si ha

k 2
LAl s = || (1 [xP)E - N
Hs—k

)= Hg'?””izws)

2 2 2 2
< [lg e IFullz2 ) = gz el s

Dunque se ¢ € L® allora F: H® — H**. Se anche 1/¢ € L*®
'operatore definito dalla (20) risulta essere un operatore di ordine —k
e componendo i due operatori si ottiene

GHG[u]]

¥ ;(1+ x[2) 5 FFHg(1 + |x[2) 5 Fu)

F[Fu] = u.
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Teorema 116. Se f € Seu € H°allora f -u € H?

Dimostrazione. Utilizzeremo la seguente disuguaglianza valida per
ogni x,y € R", es € R:

1+ [x +y*)° <261+ [x) (1 + |y

Per s = 1 la disuguaglianza puo essere facilmente verificata. Per
ottenere il caso s = —1 & sufficiente sostituire x con x — y e poi y con
—y. Il caso generale si ottiene da questi due elevando tutto alla |s|. Da
tale disuguaglianza si ottiene, per ogni funzione misurabile /,

[ e = )P () < 25+ [yP)F [ () dps ().
Oraseuc H°, f €8 O

Dimostrazione. visto che F[f] € 8 risulta f € H' per ogni t € R.
Per ogni t € R si ha

1f - ullfe = IFTf - ulllz2) = clIFLF * Fulllzaq,)
2
— [ |/ 51wt vy dp)
2
= C/ ‘/ff“[f](y)u Ty Flul(x —y) (1 + |y[») "2 dy| dps(x)

< T2 [ [ 1T PG = )0+ [P (1 + [xP) dxy

facendo un cambio di variabile e usando la stima algebrica precedente,
si ha

/ysf (x— 1)1+ [xP) dx—/|3" () (1 + |x — y[2) dx
<2F(1+1y)%) 's‘/l?[u]IZ(X)(lJrIXIZ)de
= 2811 + [y *) 1] e

da cui, continuando le stime precedenti:

IF -l < ellfllp il [ L+ )" dy.

Osserviamo ora che
Ja+1yP)k-tay < oo

se si sceglie t sufficientemente grande (precisamente: t > |s| 4+ n/2).
O

5.2 EQUAZIONI ELLITTICHE

Se u & una funzione di due variabili, osserviamo che le due equazioni
alle derivate parziali:
Ju Ju ou ou

PR A e A
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hanno proprieta molto diverse per quanto riguarda la regolarita delle
soluzioni. Le soluzioni della prima (equazione di Laplace, associata
al polinomio x? + y?) sono le funzioni armoniche. Sappiamo che le
funzioni armoniche sono la parte reale di funzioni olomorfe e quindi
sono funzioni analitiche (in particolare di classe C*). La seconda
equazione (equazione delle onde, associata al polinomio x> — y2) am-
mette come soluzione qualunque funzione u(x,y) = f(x +y) dove f
e sostanzialmente arbitraria.

In effetti se f € D’'(IR) & una qualunque distribuzione si puod definire
la distribuzione u € D’(IR?) tramite

ulp] = f <t|—> /]Rqo(s,s+t) ds).

. oy Ju Ju
Si verifica che e T

I'equazione delle onde

Pu_ Pu__ (0 9N (ouw ) _,
(axl)2 (ax2)2 \0x;  Oxp ox;  oxa)
Teorema 117 (regolarita ellittica). Sia ) un aperto di R" e consideriamo
I'operatore

= 0 da cui u risolve in senso distribuzionale

L= Y g (—=iD)*+ Y cx-(—iD)"

la| <N |a|=N

dove N € N, g, € E(Q), ¢y € C. Supponiamo che il polinomio omogeneo

p(x) = Z Cax™

|a|=N

si annulli su R" solamente per x = 0 (diremo in questo caso che I'operatore
L e ellittico).
Sev € Hj

loc

(Q) e u € D'(Q) risolve I'equazione
Llul=v

allora u € HEN(Q).

loc

Dimostrazione. L'idea della dimostrazione ¢ quella di decomporre 1'0-
peratore nella forma L = S+ (P — R) + R dove S ¢ la parte con le
derivate di ordine inferiore a N, P e la parte di grado N e R ¢ un
operatore che approssima P in modo tale che P — R abbia ordine
nullo e R abbia ordine N, come P e in piu sia invertibile. Allora
possiamo scrivere R[u] = L[u] — S[u] — (P — R)[u]. Si puo allora at-
tuare una procedura di bootstrap per aumentare un grado alla volta
la regolarita di una soluzione u. Infatti se u € H! allora u € HI=N+1
(P—R)u € H' e L[u] = v € H®. Dunque finché t < s+ N si ottiene
che R[u] € H"N*1, Ma essendo R invertibile e avendo R~! ordine
—N si ottiene che u € H'!.

Per effettuare la dimostrazione localmente, considereremo durante
I'iterazione delle funzioni u; che coincidono con la soluzione u solo in
un intorno, sempre pit1 piccolo, di un punto fissato xo.

Fissato un punto xy € () mostreremo che u coincide con una fun-
zione di H**Y in un intorno di x9. Cominciamo con lo scegliere una

8o
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funzione ¢y € D(Q) tale che 99 = 1 in un intorno di xo. Essendo
pou € &'(Q), dalle proprieta degli spazi H® sappiamo esistere un
t € Z tale che ug := @ou € H'. Se fosse t > s+ N la tesi sarebbe gia
dimostrata. Possiamo quindi supporre, senza perdita di generalita,
che sia t < s+ N. Posto k := s + N — t risulta che k & la regolarita che
ci manca per arrivare alla tesi.

Consideriamo ora delle funzioni ¢y, ..., ¢ € D(Q) tali che ogni
@; sia identicamente uguale ad 1 in un intorno di xj e il supporto di
@j+1 sia contenuto nell’interno dell’insieme in cui ¢; = 1. Poniamo
poi uj := @;-uperj=0,1,...,k Il nostro obiettivo ¢ dimostrare che
uy € H™N. Sapendo che uy € H! sara sufficiente dimostrare che se
uj € H" e j < N allora uj;; € H"/*1. Visto che 1y coincide con  in
un intorno di xp, la regolarita di u; determina la regolarita locale di u
ed e sufficiente a concludere la dimostrazione.

Sia dunque j < k fissato e supponiamo u; € H'™/. Chiaramente
Ujr1 = @jp1 - 4j in quanto @1 @ = @ji1- ‘

Per prima cosa vogliamo mostrare che L(uj;q] € H/~N*1,

Consideriamo il seguente operatore:

Tw] = Llgjs1 - ] — @y41 - Lw].

Osserviamo che si ha

(14 _
Da((PjJrl w) — @i DY — 2 <‘B> (Doé ﬁ¢j+1) .DPBw — Qi1 DYw

p=a

= [g‘ <2> (D" Pgj41) - DPw

dunque i termini di grado massimo dell’operatore L vengono cancellati
e risulta:

Tlw] = Y g.D"w.
la|<N
dove g, sono opportune funzioni in €(Q)). Ricordando che D* & un
operatore di ordine « e che la moltiplicazione per g, € un operatore
di ordine 0, otteniamo che T & un operatore di ordine (al pit) N — 1.
Osserviamo che essendo L un operatore locale, si ha ¢, 1 - L[u;] =
@j41L[u] in quanto

a — o
q)j+1.D0£(¢j.u):§0j+1.E(ﬁ)D’X ﬁq)]Dﬁu:quJr]Du
p<n

essendo ¢;y1 - DPg; = 0 per ogni B # 0 in quanto ¢; = 1 sul supporto
di ¢j ;1. Dunque si ha

T[uj] = L[@j11 - 4] — @ji1 - Lluy]
Lluj] = @jer - Llu] = Luja] — ¢jua -0
da cui
L[uj+1] = T[M]] + Pj+1° 0.

Sappiamo ora, per ipotesi, che u; € H'*/ dunque essendo T di ordine
N — 1 abbiamo che T[u;] € H"/~N*1 Inoltre v € H® c H/-N+!
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in quanto abbiamo supposto j < k—1 = s+ N —t —1. Dunque
Llujy1] € H"/7N*1 come ci siamo prefissi di dimostrare.

Consideriamo ora il polinomio p che definisce la parte principale
dell’operatore L. Poniamo

P(w):= Y co(—iD)"w = f[p- Fu]
|a|=N

S(w):= ) gu-D'w

la|<n

cosicché si ha L = S+ P. Vorremmo ora riuscire ad invertire 1’o-
peratore P, ma questo non puo essere fatto direttamente, dovremo
considerare un operatore R che differisca da P per un operatore di
ordine 0 e che sia invertibile. Definiamo

1+ |xN
r(x):= |x:N .

R(w) := F[r - Fw].

p(x)

Il polinomio p € omogeneo di grado N e, per ipotesi, non si annulla
mai sulla sfera unitaria di R”. Su tale compatto assumera quindi, in
modulo, valore minimo ¢ > 0 e massimo C > c e si avra quindi per
ogni x € R”
N N
clx|” < [p(x)] < Clx[ ™

Risulta quindi che la funzione p(x)/|x|N € L* e anche |x|V/p(x) €
L*. Dunque essendo

N
y 14N p)
A+ Py |xN

r(x) = (1+[x)

dalle proprieta degli spazi di Sobolev possiamo dedure che R & un
operatore di ordine N. Inoltre, passando ai reciproci, si osserva che
la funzione r~! sta in L® se moltiplicata per (1 + |x|*)~? e dunque
I'operatore R e invertibile, 'operatore inverso ha ordine —N e puo
essere definito come segue

Osserviamo ora che r(x) — p(x) = p(x)/|x|
I'operatore R — P, che soddisfa

¢ in L*. Dunque

(R = P)(w) = F((r — p) - Fu]

€ un operatore di ordine 0.

Ricapitolando abbiamo scritto L = S+ P = S + (P — R) + R. Sap-
piamo per ipotesi che u; € H'*J ed essendo Uiyl = Qjr1 U = Qjy1 - Uj
possiamo affermare che anche u;,; € H t+]. Inoltre abbiamo osservato
che L[uj;1] € H"~NT1. Ma anche Suj;; sta nello stesso spazio in
quanto S ha grado N — 1 essendo composto da operatori derivata di
ordine al massimo N — 1 moltiplicati per funzioni regolari (che man-
tengono quindi 1’ordine dell’operatore). Abbiamo anche verificato che
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P — R ha grado 0 e quindi (P — R)[u;1] € H™ ¢ H"/~N*!. Dunque
abbiamo
Ruji1 = (L—S—(P—R))ujy1] € H-NH,

Visto perd che R e invertibile e R~! ha grado —N, otteniamo, in

conclusione,
Ujr1 = Rfl[R[u]'_H]] e HiIHL,
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