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(a) Determinare il numero di soluzioni (reali positive) dell’equazione
(1+1nz)? =2

(b) Siano a e b rispettivamente la pit piccola e la pit grande delle solu-
zioni dell’equazione precedente. Determinare chi € piu grande tra %
eb.

Soluzione. L’equazione ha senso solo per x > 0. Osserviamo immediata-
mente che x = 1 ¢ soluzione. Definiamo

f(x)=2—(1+1nx)%

Le soluzioni dell’equazione data corrispondono agli zeri della funzione f.
Per x — 0" siha f(z) — —oo, per z — +oosi ha f(z) — +oo. Calcoliamo
la derivata:

1 —2-21
flz)=1-2(1+Ing)- = - =2
X x

Per determinare il segno della derivata consideriamo la funzione ausiliaria
glz)=2z—2—-2nz
che ha lo stesso segno della derivata (visto che x > 0). La derivata di g ¢

2 r—2

/
:1——:
g (z) - .

che si annulla in x = 2. Si ha g(2) = 2—-2—-2In2 = —2In2 < 0,
g(x) — +o00 per x — 0T e g(x) — +oo per z — +o00. Osserviamo anche
che g(1) = —1. Per il teorema degli zeri la funzione g si annulla in due
punti z; e x5 con 0 < 1 < 1 < 2 < x5. Nell’intervallo (0, 2] la funzione g &
strettamente decrescente, nell’intervallo [2,400) & strettamente crescente
e dunque g e iniettiva separatamente sui due intervalli e dunque si annulla
solamente nei due punti 1 e zo. Dunque il segno di f’, che coincide con
il segno di g, € positivo per 0 < & < x1 e per xo < ¢ < +00 e negativo
per 1 < x < x9. Significa che f ¢ strettamente crescente su (0, z1],
strettamente decrescente su [z1, 23] e strettamente crescente su [xq, +00).



Figura 1: 11 grafico della funzione f(x).

Visto che f(1) =0ex; <1 < xgsiha f(z1) >0e f(z2) < 0. Dunque
lequazione f(z) = 0 ha, oltre alla soluzione x = 1 altre due soluzioni reali
positive, a e b con a < 1 < 2 < b. Ci sono quindi in totale tre soluzioni.

Per rispondere al secondo punto osserviamo che f(e?) = e? — (1 +2)% =
e2—9<0efle?)=e?-(1-22=e2-1<0. Dunquea >e 2 e
b>e? dacuil/a<e? <b. O

. Esercizio 2. Determinare i valori del parametro a > 0 per i quali la
seguente serie numerica converge:

£l wl(=D)]

Soluzione. Si tratta di studiare la convergenza della serie
> f/k)
k

con f(x) =z — sinsin® . Sara quindi utile fare lo sviluppo di taylor di
f per x — 0T per poter determinare 'andamento asintotico di f(1/k) per
k — +oo0.

Ricordando che per t — 07

3

t
sint =t — = + o(t?)

(1-t)*=1—at+o(t)

si ottiene
3 2
sin®x = (z — % +o(x*)* = z*(1 — % + o(x?))*
=z%(1 - %1:2 +o(z?) = 2* — %z“” + o(x®T2).



E quindi
sinsin® z = sin® z — l(sino‘ x)? 4 o(sin®* )
B 6
1
=% — %xa+2 + o(z*+?) — 6(:6“ + o(z))? + o(x3%)

1
— g0 = get2 o(z*+?) — 63730‘ + o(z3*).

[=p}

Dobbiamo quindi distinguere tre casi. Se o > 1 allora a4+ 2 < 3o e
quindi 2912 > 239 se @ < 1 allora %72 < 23 mentre se a = 1 allora
222 = 3% Dunque

Lpot? 4 o(xt?) se a>1
fl@)=9(&+ %)z +0(z*?) sea=1
L3 + o(23) se o < 1.

In tutti i casi risulta che la serie ), f(1/k) ha termini definitivamente
positivi, essendo o > 0. Se a > 1 si ha f(1/k) ~ g&5= e la serie converge
in quanto in questo caso a + 2 > 1. Lo stesso vale se a = 1. Se o < 1 si
ha f(1/k) ~ 5= e la serie converge se e solo se 3o > 1, ciod se o > &

In definitiva la serie converge se e solo se a > % O

. Esercizio 3. Sia f,: R — R la successione di funzioni

fn(z) = arctg(z™).

(a) Determinare l'insieme I dei punti € R per i quali esiste, finito, il
limite puntuale:

J@) = lm_fu (o).

n—-+4oo
Dimostrare che non c’e convergenza uniforme di f,, verso f su I.

(b) Mostrare che per ogni ¢ € (0,1) c¢’¢ convergenza uniforme sugli
intervalli [-1 4+ ¢;1 — ¢ e [1 + ¢; +00).
—+o0
(c) Dimostrare che lim |fn(x) — f(z)|dz = 0.

n—oo [_4

Soluzione. Per n — 400 sihaa™ - 0se -1 <z <1,2" =1sex =1,
2" — oo sex > 1ex™ = (—1)"|z|™ non ha limite se z < —1. Dunque il
limite puntuale di f,(z) esiste ed & finito se z > —1 e risulta

arctg0 =0 se —l<z <1
lim f,(z) = { arctgl = T sex =1
n—-+4o0o . Y
lim arctgex = - sexz > 1.
Tr—+o0 2
Il limite non esiste se x = —1 (la successione f,(—1) oscilla tra i valori

+arctg 1) e non esiste se # < —1 (la successione f,(z) tende a 7 quando
n & pari e tende a —% quando n ¢ dispari). Dunque l'insieme I dei punti
per cui esiste il limite puntuale & I = (—1, +00).
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Figura 2: I grafici delle funzioni f,.

Abbiamo quindi mostrato che f,,(x) — f(x) per z > —1 fissato e n — +o0.
Ma le funzioni f,, sono continue mentre f(z) non & continua. Questo
significa che la convergenza non puo essere uniforme su nessun intervallo
(non banale) che contiene il punto x = 1.

Ricordiamo che sull’intervallo [-1 + ¢,1 — ¢ si ha f(z
facile verificare che |f,,(z)| & decrescente sull’intervallo (
sull’intervallo [0,1). Dunque

sup | fn(z) = f(2)| = sup  [fn(2)]

z€[0,1—c] z€[0,1—c]
=|fnl=0¢)]—= f(1—¢)=0 per n — 400

) = 0. Inoltre ¢
—1,0] e crescente

e ¢’¢ convergenza uniforme su [0,1 — ¢]. Analogamente

sup  [fu(z) = f(z)| = sup [fu(2)]

z€[—1+¢,0] z€[—1+¢,0]
=|fu(-14+¢)| = |f(-14+¢)|=0  pern— 400

e ¢’¢ convergenza uniforme anche su [—1 + ¢, 0].

N

Sull’intervallo [1 4+ ¢; 4+00) si ha f(x) = § ed ¢ facile verificare che f,(x) ¢

crescente e minore di 5. Dunque

sup [fo(@) = f(@)] = sup (5 fula))

z>14c z>14c 2

g—fn(1+c)—>g—f(1+c)20 per n — +oo

e ¢’¢ convergenza uniforme anche su [1+¢; +00). Si pud quindi concludere
che c¢’¢ convergenza uniforme sull’unione di questi tre intervalli.

Per T'ultimo punto osserviamo che l'integrale puo essere spezzato, per
additivita:

+oo 1 +oo
/_ - Uhle) = fla)| do = / (o) = F@)] da+ / fule) — f()| do

=/_11|fn($)dw+/1+oo (F - @) da

in quanto la funzione integranda € positiva e quindi gli integrali esistono.

Sull’intervallo (—1,1) si ha |f,| < T e, per quanto gia visto, si ha conver-
genza uniforme di |f,| a 0 su ogni intervallo [«, 5] contenuto in (—1,1).



Grazie al teorema di convergenza dominata possiamo scambiare il limite
con l'integrale e concludere che

1 1
Jim [ 56) = f@)ldr = [ 0de 0.

Sull’intervallo [1,4+00) se n > 2 si ha che f,,(z) > f2(z) e quindi

|fn(17) - f(x)| = g - fn(il?) < g - fQ(x) = g - arctgx2

1
=arctg -5 ~ — per x — +0o0.
T T

Dunque g(z) = -5 @ integrabile su [1,+00) e domina la successione f, se
escludiamo il primo termine n = 1. Anche in questo caso possiamo quindi
applicare il teorema di convergenza dominata e concludere che il limite
cercato ¢ nullo. O



