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1. Si consideri la seguente successione definita per ricorrenza:{
an+1 = an − a2n + a3n,

a1 = α.

Al variare di α ∈ R calcolare, se esiste, il limite della successione an.

Soluzione. La successione è definita dalla legge ricorsiva an+1 = f(an)
con

f(x) = x− x2 + x3.

Risulta f ′(x) = 1− 2x+ 3x2 > 0 per ogni x ∈ R e dunque la funzione
f è strettamente crescente. I punti fissi di f , ovvero le soluzioni di
f(x) = x si trovano facilmente e sono x1 = 0 e x2 = 1. Si osserva infine
che essendo f strettamente crescente se x < 0 si ha f(x) < f(0) = 0 e
dunque l’intervallo (−∞, 0) è invariante, se 0 ≤ x < 1 si ha 0 = f(0) <
f(x) ≤ f(1) = 1 e dunque l’intervallo [0, 1) è invariante, se x > 1 si
ha f(x) > f(1) = 1 e dunque anche l’intervallo (1,+∞) è invariante.
Risolvendo la disequazione f(x) > x si trova x > 1.

Dunque se α > 1 si ha an > 1 per ogni n, e an è crescente. Dunque an
ha limite. Se il limite fosse finito dovrebbe essere un punto fisso di f ,
ma ciò non può essere perché an ≥ α > 1. Dunque an → +∞.

Se α = 1 si ha ovviamente an = 1 per ogni n e dunque il limite di an è
1.

Se α ∈ [0, 1) si ha an ∈ [0, 1) per ogni n e visto che su tale intervallo
f(x) < x la successione an risulta essere decrescente. Dunque la suc-
cessione converge ad un punto fisso di f che non può che essere 0 visto
che an ≤ α < 1 per ogni n.



Se α < 0 si ha an < 0 per ogni n e visto che f(x) < x la successione
an risulta essere decrescente. Deve dunque avere limite, ma il limite
non può essere finito perché non ci sono punti fissi negativi. Dunque il
limite è −∞.

2. (a) Verificare che per ogni x > 0 si ha

e4x
2 −

√
1 + 8x2 > 0.

(b) Determinare per quali valori di α > 0 esiste ed è finito l’integrale∫ +∞

0

4 cos(3xα)− 9 cos(2xα) + 5

e4x2 −
√
1 + 8x2

dx.

Soluzione. Visto che ex è una funzione strettamente convessa sappiamo
che il suo grafico sta sopra la retta tangente in x = 0. Dunque per x ̸= 0
si ha

ex > 1 + x e dunque e4x
2

> 1 + 4x2.

Viceversa
√

(1+2x) è concava e dunque il suo grafico sta sotto la retta
tangente in x = 0. Dunque per x > 0 si ha

√
1 + 2x < 1 + x e dunque

√
1 + 8x2 < 1 + 4x2.

Mettendo insieme le due disuguaglianza si ottiene, come richiesto,

e4x
2 −

√
1 + 8x2 > 0.

Per quanto riguarda l’integrale osserviamo che è un integrale improprio
bilaterale in (0,+∞). I punti 0 è +∞ sono gli unici punti cattivi visto
che negli altri punti la funzione integranda è definita e continua (per
il punto precedente il denominatore non si annulla mai). s Sia f(x) la
funzione integranda. In un intorno di +∞ la funzione cambia segno fre-
quentemente, dunque proviamo ad utilizzare il criterio di convergenza
assoluta. Si ha

|f(x)| ≤ 4 + 9 + 5

e4x2 −
√
1 + 8x2

≪ 1

e2x2 ≪ e−x.

Sappiamo che e−x ha integrale convergente in un intorno di +∞ dunque
l’integrale dato è a sua volta assolutamente convergente in un intorno
di +∞.
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Studiamo ora il comportamento di f(x) per x → 0 utilizzando gli
sviluppi di Taylor:

cos(x) = 1− x2

2
+

x4

24
+ o(x4),

ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2),

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2
x2 + o(x2),

√
1 + x = (1 + x)

1
2 = 1 +

x

2
− x2

8
+ o(x2).

Si ottiene

e4x
2 −

√
1 + 8x2 = 1 + 4x2 + 8x4 + o(x4)−

(
1 + 4x2 − 8x4 + o(x4)

)
= 16x4 + o(x4)

e

4 cos(3xα)− 9 cos(2xα) + 5 = 4

(
1− 9

2
x2α +

27

8
x4α + o(x4α)

)
− 9

(
1− 2x2α +

2

3
x4α + o(x4α)

)
+ 5

=
15

2
x4α + o(x4α).

Dunque risulta, per x → 0+,

f(x) =
15
2
x4α + o(x4α)

16x4 + o(x4)

∼ 15

32
x4α−4

In particolare la funzione f(x) è positiva in un intorno destro di 0
perché asintotica ad una funzione positiva. Possiamo quindi applicare
il criterio di convergenza asintotica per dire che il nostro integrale è
convergente, in un intorno di 0+, se e solo se la funzione x4α−4 ha
integrale convergente in tale intorno. E’ noto che questo accade se e
solo se 4α− 4 > −1 ovvero α > 3

4
.

Dunque l’integrale dato è convergente se e solo se α > 3
4
.
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3. Risolvere il problema di Cauchy{
x · u′(x) + u(x) = 1√

2x+1− 4√2x+1
,

u(40) = ln 2
20

e determinare l’intervallo massimale di esistenza della soluzione.

Soluzione. Si tratta di una equazione lineare del primo ordine non omo-
genea con coefficienti non costanti e in forma non normale. L’equazione
è definita solamente se x > −1/2 e x ̸= 0. Visto però che il dato in-
iziale è dato nel punto x = 40 la soluzione andrà cercata nell’intervallo
x > 0. Su tale intervallo l’equazione può essere portata in forma nor-
male (dividendo per x ̸= 0) e dunque il teorema di esistenza globale
ci dice che la soluzione sarà definita su tutto l’intervallo x > 0 che è
quindi l’intervallo massimale di esistenza.

Queste equazioni si possono risolvere trovando un fattore integrante
in modo che il lato sinistro sia la derivata di un prodotto. In questo
caso si osserva però che il lato sinistro è già la derivata di un prodotto,
infatti: (x · u(x))′ = x · u′(x) + u(x) e dunque non c’è alcun bisogno di
determinare il fattore integrante.

Si tratta ora di trovare una primitiva del lato destro. Il lato destro è una
funzione razionale di 4

√
2x+ 1 e dunque la sostituzione t = 4

√
2x+ 1 è

risolutiva. Si ha t4 = 2x + 1 da cui x = t4−1
2

e dunque dx = 2t3 dt.
Sostituendo si ottiene∫

1√
2x+ 1− 4

√
2x+ 1

dx =

∫
2t3

t2 − t
dt =

∫
2t2

t− 1
dt = . . .

Svolgendo la divisione tra polinomi si trova 2t2 = (t− 1)(2t+2)+2 da
cui

. . . =

∫ (
2t+ 2 +

2

t− 1

)
dt

= t2 + 2t+ 2 ln |t− 1|+ c

=
√
2x+ 1 + 2 4

√
2x+ 1 + 2 ln( 4

√
2x+ 1− 1) + c.

Dunque

x · u(x) =
√
2x+ 1 + 2 4

√
2x+ 1 + 2 ln

∣∣∣ 4
√
2x+ 1− 1

∣∣∣+ c.
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Per x = 40 si ha t = 3 e quindi la condizione u(40) = ln 2
20

diventa

40 · ln 2
20

= 9 + 6 + 2 ln 2 + c

da cui c = −15.

In definitiva la soluzione è

u(x) =

√
2x+ 1 + 2 · 4

√
2x+ 1 + 2 ln( 4

√
2x+ 1− 1)− 15

x
.
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