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1. (i) Dire per quali @ € R esiste finito l'integrale improprio

T Jog® x
dx.
f

(ii) Calcolare I'integrale per ogni o € N.

Soluzione. L’integrale improprio ha come punti “cattivi” i punti z = 400
e, se a <0, il punto z = 1.

. log® . . .
Chiamata f(z) = 25~ la funzione integranda si osserva che conoscendo

gli ordini di infinito di log e potenza, per # — +oo si ha f(z) < -5,

qualunque sia a. Dunque sapendo che l'integrale di x% ¢ convergente in
un intervallo intorno di 400, per confronto asintotico possiamo dedurre

che anche I'integrale di f(x) & convergente in tale intorno.

Per # — 1 si ha logz ~ ¢ — 1 e quindi f(z) ~ ( Sapendo che

1
r—1)—"
ﬁ ¢ integrabile in un intorno di x = 1 se e solo se p < 1, per confronto
asintotico deduciamo che anche 'integrale dato converge, in un intorno di

x =1, se esolosea>—1.
Dunque l'integrale dato converge se e solo se a > —1.

Per il punto (ii) chiamiamo I, lintegrale dato e proviamo ad effettuare
una integrazione per parti. Deriviamo il logaritmo e integriamo la potenza

273, se @ > 0 si ha:
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Se o = 0 si ha invece:



Dunque se @ = n € N la successione [,, ¢ definita ricorsivamente da:

Iy =
InJrl HTH . In

ed e facile verificare, con una dimostrazione per induzione, che risulta

|| o=

n!
n = 2n+1 :

Si puo anche osservare che per tutti i valori @ > —1 si puo ricondurre
Iintegrale alla funzione I' di Eulero:

+oo
I(z) = / t" et dt.
0

Effettuando il cambio di variabile t = logx, dt = %d:z:7 e poi 2t = s,

dt = % si ha infatti:

In effetti sappiamo che n! = I'(n + 1) quindi questo risultato conferma il
precedente.
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. Trovare tute le soluzioni dell’equazione differenziale
'+ —42u =1+ €5, (1)

Soluzione. Si tratta di una equazione differenziale lineare non omoge-
nea del secondo ordine a coefficienti costanti. Il polinomio associato
all’equazione e

PA) =M+ A—42=A+6)(\—-T7).

Dunque le soluzioni dell’equazione omogenea associata sono:

ug () = c1€%% + coe™ .

Per determinare una soluzione particolare u, dell’equazione non omogenea
possiamo sfruttare il principio di sovrapposizione e il metodo di similarita.
Osserviamo che il coefficiente 6 ha molteplicita 1 come radice del polinomio
P, dunque cerchiamo una soluzione della forma:

Uy (z) = A+ Breb.



Si avra

u, = (B + 6Bx)e’”,
u” = (12B + 36 Bx)e®”.

Sostituendo u = u, nell’equazione non omogenea si ottiene
(12B + 36Bx)e’ + (B + 6Bx)e® — 42(A + Bze®) =1+ €%

da cui
13Be%* — 424 =1 + €5

L 1 L1467 ¢ ]a soluzione

- _ 1 - 1 - L1
ovvero A = — 5 e B = 13 Dun.que Uy (T) = — 35 13 . .
generale dell’equazione differenziale non omogenea &, al variare di ¢y, co €

R:
1 I\ o
u(xz)=——+c1+ —= e + coe™ ™.

42 13
O
3. Data ’equazione differenziale
, T
u'(z) = —— V1 —u?(x) (2)

(i) dimostrare che il problema di Cauchy, relativo a questa equazione,
con condizione iniziale 4(0) = 1 ammette una ed una sola soluzione
data dalla funzione u(z) = 1, per ogni « € R.

(ii) Si consideri il problema di Cauchy, relativo a (2), con condizione ini-

V3

ziale u(0) = BB Determinare la soluzione ed il relativo intervallo
massimale di esistenza.

(iii) (facoltativo) Determinare le soluzioni del problema di Cauchy, re-
lativo a (2), con condizione iniziale u(1) = 1.

Soluzione. Si tratta di una equazione differenziale del primo ordine, in
forma normale, a variabili separabili. Osserviamo che

(a) T'equazione ha senso solamente se u(z) € [—1,1] e u(x) # 0;

(b) T'equazione non soddisfa il teorema di Cauchy-Lipschitz nei punti in
cui u(z) = £1;

(c) le funzioni costanti u(z) = 1 e u(x) = —1 sono soluzioni dell’equa-
zione in quanto annullano sia il lato destro che il lato sinistro;

(d) seu(x) > 0ex > 0alloraw(z) > 0e quindi u & crescente, se u(x) > 0
ez < 0 allora v/ (x) <0 e quindi u & decrescente. In particolare una
tale soluzione ha minimo in x = 0.

Per il punto (i) notiamo che da (b) sappiamo che u(z) = 1 & una soluzione
del problema di Cauchy ed effettivamente ha dato iniziale ©(0) = 1. Inoltre
visto che per (d) una tale soluzione ha minimo per = 0 e per (a) non
puo mai superare il valore 1 deduciamo che tale soluzione e 'unica con
quel dato iniziale.



Per il punto (ii) cerchiamo una soluzione con dato iniziale u(0) = ?

Visto che la soluzione deve essere continua e deve essere definita in un
intervallo, per Posservazione (a) dovra assumere sempre valori compresi
nell’intervallo (0, 1]. Per losservazione (b) non possiamo escludere che la
soluzione possa incollarsi alla soluzione u(z) = 1. Visto che in z = 0 la
soluzione assume un valore @ < 1 per continuita ci sara un intervallo I
intorno di = 0 in cui la soluzione assume valori strettamente compresi
tra 0 e 1. In tale intervallo possiamo separare le variabili ed ottenere
I’equazione
u(z) - u'(x)
1 —u2(x)

Se le funzioni coincidono anche le loro primitive coincidono:

/%dx:/xdx

e con il cambio di variabile u = u(x), du = u’(z)dx si ottiene

" du= [ zd
Vi o)

Una primitiva sul lato destro ¢ banalmente 22 /2. Con il cambio di variabili
t =1 —u? dt = —2udu si nota che anche il lato sinistro & un integrale
immediato, e una primitiva & —/1 — u2. Quindi si ottiene, per una qualche

costante ¢ € R: )
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da cui
2
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Visto che il lato sinistro € sempre non negativo si dovra avere, per ogni
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e quindi, ricordando che deve essere u(z) > 0,

u(z) = /1 - (c— ﬁ)z (4)

Se vogliamo che la nostra soluzione soddisfi la condizione di Cauchy del
punto (ii) dovra essere

<ec. (3)

Ricavando u(zx) si ottiene




da cui si trova facilmente ¢ = % e quindi:

-

Per (3) che questa soluzione ¢ valida solamente nell’intervallo (—1,1). Ma
quando x — 17 e quando z — —17 si ha che u(z) — 1 e quindi questa
soluzione non ¢ massimale in quanto si puo estendere con il valore u = 1
al di fuori dell’intervallo (—1,1). La soluzione rimane derivabile nei punti
x = +1 in quanto I’equazione differenziale garantisce che anche le derivate
coincidono in tali punti. Si ottiene quindi la soluzione massimale

_ (==
u(z) = 1 3 se |z <1
1 se |z| > 1.

Non ci possono essere altre soluzioni in quanto nell’intervallo (—1,1) la
soluzione & stata univocamente determinata ma le condizioni (a) e (d)
impongono che la soluzione non possa piu staccarsi dal valore 1 fuori da
tale intervallo.

Per il punto (iii) osserviamo innanzitutto che entrambe le soluzioni del
punto (i) e del punto (ii) soddisfano la condizione u(1) = 1 e sono quindi
due diverse soluzioni del problema di Cauchy con tale dato. Ci potrebbero
pero essere altre soluzioni. Per le osservazionie (a) e (d) sappiamo che se
u(1) = 1 allora u(z) = 1 anche per ogni = > 1. Ma per ogni zy € (0,1] &
possibile che la soluzione si stacchi dal valore 1 nel punto xy. Se zg = 1
si ottiene la soluzione del punto (ii) ma se z¢g < 1 la soluzione potra
coincidere nell’intervallo [0, zo] con la funzione data da (4). Imponendo la
condizione u(xzg) = 1 si trova

2 g
1-(1%)=c¢ 5
Osserviamo infine che per < 0 la soluzione dovra seguire la curva data
da (4) finche u non assume nuovamente il valore 1. Per simmetria tale
punto sard —xg e per ogni ¥ < —xg dovra essere u(x) = 1 per le osser-
vazioni (a) e (d). Dunque in effetti la soluzione ¢ sempre una funzione
simmetrica (pari).

Quindi tutte le soluzioni del problema di Cauchy (iii) si scrivono nella
forma
(23 —22)"
u(z) = 1=
1 per |z| > xq

per |z| < xg

al variare di z¢ € [0, 1]. O



