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1. Studiare la convergenza semplice e assoluta della seguente serie al variare
del parametro r € R
1—2F-Ink
- k-In(x?+k)

Soluzione. Osserviamo innanzitutto che fissato z € R si ha In(z?+k) ~ Ink
per k — 400, infatti:
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Cominciamo con lo studio della convergenza assoluta. Sia a; il termine
generico della serie. Se |z| > 1 si ha:
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Dopo aver verificato che ¥/a, ~ /by se a ~ by, possiamo allora affermare
che per k — 400 si ha
V11— 7|
Vg ~ |o| ——=—
VE
Dunque se |z| > 1 per il criterio della radice si ha |a;| — 400 e dunque la
serie non pud convergere. Se invece || < 1 si ha 2¥Ink — 0 e quindi
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k-In(z?2+k) k-Ink
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La serie e definitivamente a termini positivi, ed ha lo stesso carattere della
serie ) | kl—ik che notoriamente ¢ divergente (per il criterio di condensazione
di Cauchy).



Se z =1 si ha
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e dunque la serie > ay diverge a —oc.
Se x = —1 possiamo spezzare la serie in tre addendi:
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Per il primo addendo si ha:
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Eln(l1+k) klnk

e dunque la serie corrispondente e divergente.

Per il secondo addendo abbiamo la serie armonica a segni alterni che e
notoriamente convergente per il criterio di Leibniz.

Per il terzo addendo, chiamiamolo b,,, si ha
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ma ora ci ricordiamo il limite notevole
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Dunque la serie Y- by, ¢ assolutamente convergente in quanto la serie Y 7
¢ convergente.
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da cui
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In definitiva, per x = —1, abbiamo spezzato a; nella somma di tre addendi:
la serie dei primi addendi diverge mentre la serie degli altri due addendi
converge. Possiamo quindi concludere che in questo caso la serie diverge.

Concludiamo che la serie non converge (tantomeno assolutamente) per alcun
z € R. ]

2. Si consideri la seguente serie dipendente dal parametro x € R:

2k (VE - 9)
2w



(a) Dimostrare che per ogni x € R la serie e convergente;

(b) calcolare la somma della serie per z = 2.

Soluzione. Posto a; = = (\/\/k: 2 §i ha
Qs VEFr1i-2 1
= |z| - : — 0, er k — 400
ar, il VE—2  VE+1 P

dunque la serie converge assolutamente per ogni = € R.

Per x = 2 si ha
2*(WVk—-2) 2 2kt

N R

dunque la serie ¢ telescopica:

A =

Z Z 2k+1 2n+1 ' qn
o= 2

e, ricordando che 4" < n! per n — +o0 si ottiene

+oo
Z ap = 2.
k=1
O
. Si consideri la seguente successione definita per ricorrenza:
ag = &,
Apt+1 = ai — a, + %.
(a) al variare di @ € R determinare (se esiste) il limite liIJP ap;
n—-+0o0
(b) nel caso a = 2019/2020 dimostrare che |2 - a5z — 1| < 107°.
Soluzione. La funzione f(z) = 2? — z + % = (x — —) + 35 ! ha come grafico

una parabola (traslata di y = x?) con vertice nel punto di Coordlnate (;, ;)
e intersezione con la bisettrice y = x nel vertice e nel punto di coordinate

(%, %) Dunque % e % sono gli unici punti fissi di f: R — R.

3 1o
Per x > 3 e per z < ; si ha f(x )>xmentreperx€ (1,3) siha f(z) <
L’intervallo (%,%—foo) ¢ invariante in quanto x > 5 implica f(z) > = > 5.
Dunque se a > % si ha a, > % per ogni n e a, € crescente. Dunque a,,
ammette limite che perd non puo essere un punto fisso e dunque a,, — +00.



_ 3 _ 3 : 3
Se a = 3 allora a,, = 4 per ogni n e dunque a, — 3.

Anche I'intervallo [3,2) ¢ invariante perché se z < 2 allora f(z) < z < 3.
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. . 1 .
Inol?re per ogni z € R si ha f(z) > 3 Dunque se a € [5., 2) la successione
a, rimane in tale intervallo ed € quindi decrescente. Il limite non puo che
essere il punto fisso %
Se a < % osserviamo che f(a) > % e quindi ci si riconduce ai casi precedenti.
N . . 11 . 1 3 . .
Piu prems.amente osserviamo che se « G‘ (_5. , 5) siha f(a) € (5, 5) e quindi
la successione per n > 1 sta in quest’ultimo intervallo, ¢ decrescente e tende
1
a .

Se a = —1 allora a; = f(a) = 2 e per ogni n > 1 si ha a,, = 3 e dunque
3
Ay — 5-
Se a < —% allora a1 = f(«) >%eperognin21sihaan > %, ay, ©
crescente e a,, — +00.
Vediamo ora il punto (b). Posto
b, =12 a, — 1]
osserviamo che si ha
bps1 = |27 Gpyy — 1] = ‘2-(@%—%—1—1)—1‘
1 17w
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Mentre by = [200 — 1] = 22032020 — 28 — 5 < 1. Possiamo allora
calcolare facilmente i primi cinque termini della successione b,,:
B g
b0:ﬁ7 b1:77 b2:§7
ﬂB 516 B32
b3 - ?7 4 = ﬁ7 5 — ﬁ

Visto che 8 < 1 si ha %2 < 1 mentre ricordando che 2! = 1024 > 103 si
ha 23! > (21%)3 = 10° da cui il risultato voluto bs < 107°.

]



