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1. Calcolare, se esiste

. 3
Incosx + In(e® — x) — sin

i
230 (1 —cosz) - tg (z?)

Soluzione. Sono noti gli sviluppi:
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In(l+2)=x— % + o(z?)

da cui si ottiene
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Dunque si ha
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2. Dimostrare che ’equazione
P =x+1

ha una unica soluzione reale xy. Determinare la parte intera di xy. Dire
0 0
quindi per quali a > x( la successione definita ricorsivamente da

a; =«
— 5/
Upt1 = 1+ G,
converge a xop.

Soluzione. Posto f(z) = 2° —x — 1 si ha f/(z) = 52? — 1 da cui si ottiene
il seguente andamento:

S
fl(x) | + 0 — 0 +
f(z) | /4 max \, min

Visto che risulta

f( 1)— 1+1 1<1 1<0
V5 V5 V5 V5

la funzione f ¢ negativa su tutto l'intervallo (—oo, é/ig] Sull'intervallo

1 = [%,—{—oo) la funzione e strettamente crescente e cambia segno in

quanto sull’estremo sinistro ¢ negativa e per x — +o¢ il limite ¢ 400. Per
il teorema degli zeri, essendo f continua, esiste xq tale che f(x¢) = 0 e tale
punto € unico per la stretta monotonia.

Visto che f(1) = =1 <0e f(2) =29 > 0 dunque 1 < zy < 2. Significa che
LJI()J =1.

Posto g(x) = v/1 + x stiamo poi considerando la successione ricorsiva
an+1 =9 (an)
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Osserviamo che se a,, — ¢, con ¢ € R, allora (essendo ¢ continua) passando
al limite in a, 1 = g(a,) si ottiene

0=~1+/
ovvero, elevando ambo i membri alla potenza 5:

C=1+1
che abbiamo dimostrato avere come unica soluzione ¢ = x,. Questo significa
che se la successione a,, converge, necessariamente converge ad x.

Dimostriamo che, se a,, > x¢, allora a,,11 < a, € a,11 > 7.

Infatti a,41 = /1 + a, < a, equivale a 1+ a, < a> , cio¢ f(a,) > 0, vera
perché a,, > xg.

D’altra parte a,11 > z¢ equivale a f(a,41) > 0, ciod @5 — ay11 —1 > 0,
quindi a,, + 1 — ap+1 — 1 > 0, vera perché a,1 < a,.

Dunque se o > x¢ la successione ¢ decrescente e inferiormente limitata, ha
limite finito e, per quanto detto prima, il limite non puo che essere x;.

Determinare tutte le soluzioni u(z) dell’equazione

u + 2xu = 2°.

Determinare o € R per cui la sostituzione u = v® permette di ricondurre
alla precedente l'equazione

3

x
v = zv — —d.
2

Risolvere quindi il problema di Cauchy:

— v—ﬁv?’
(

)=1
determinando l'intervallo massimale di esistenza della soluzione.
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Soluzione. La prima e una equazione lineare del primo ordine. Si puo risolvere
. . . . . 2
moltiplicando ambo i membri per il fattore e :

cioe

2 2 2
wet + 2rue” = r3e”



Integrando ambo i membri si trova dunque

2 2
u- e’ :/:cgex dz.

Osservando che (e*”)’ = 2ze*” svolgiamo l'integrale per parti:

1 1 1 1
/;1:36“2 dx = 5:6263‘"2 — /erQ dr = —2%e" — —¢* +c= 5(3:2 _

2 2
Abbiamo quindi:
u(x) = %(ZEQ —1) +ce™™.
Se ora poniamo u = v® si ha

_ a—1
v =aov"" =au V.

1)e” +c.

(1)

Supponendo ora che v(z) # 0 possiamo moltiplicare la seconda equazione diffe-

renziale data nell’esercizio per av®~! ottenendo:

3
av® ' = azv® — oz;v‘”’2

cioe .
x
v = aru — a=—v*2
2
Se ora poniamo o = —2 otteniamo ’equazione iniziale:

v = —2zxu + z°.

Per risolvere il problema di Cauchy osserviamo che se v(1) = 1 allora u(
v~2(1) = 1 dunque possiamo determinare la costante ¢ da (1) ponendo u(1)

-1

1 =ce — c=¢

e quindi
1
u(z) = 52 = 1) + el
Dunque se v = v~ 2
quanto v(1) = 1:
1

\/%(xz — 1) + el

v(x) =

1)

1:

e se v # 0 si ha v =1/ =+ /u ma scegliamo il segno + in

Osserviamo ora che I'argomento della radice quadrata si puo scrivere nella forma
eV — % con y =1— 2% E’ allora immediato verificare che f(y) =e¥ — % > 0 per
ogni y € R. Basta infatti osservare che, se y > 0, si ha, per Taylor, e’ > 1+y > ¥,
mentre se y < 0 si ha, ovviamente, e¥ > 0 > 2. Dunque la funzione v ¢ definita

su tutto R che & l'intervallo massimale di esistenza.
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