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PRIMA PROVA INTERCORSO: SOLUZIONI (9 Novembre 2015)

1. 1la) Scrivere la negazione della proposizione “Tutti gli studenti in Fisica fanno pas-
seggiate in montagna oppure sono lettori di fantascienza, e tutti gli studenti in
Matematica sanno suonare uno strumento musicale oppure amano il genere graphic
novel (romanzi a fumetti, semplificando).

(Naturalmente, non ¢ sufficiente scrivere “Non & vero che ...”)

1b) Determinare gli estremi superiore ed inferiore dell’insieme
A= {2(_")n+” |n € N}

specificando se essi sono, rispettivamente, massimo e minimo.

2. Si consideri la successione a,, definita per ricorrenza:

al =«
_ 5 1
An+l = 35 = 4. -

8 + 22n+1
2a) Dimost h =4/5sih = 6 Lo
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) per a = 2015 calcolare il limite della successione ay;
2¢) per o = 1/3 calcolare il limite della successione ay,;

)

2d) dimostrare che se ag5 = 1/2 allora o = 1/2.

3. Data la funzione f: R — R definita da f(x) = 2% + 3z — 7, si chiede di

3a) dimostrare che f ¢ bigettiva;

Sy -1

)

3b) calcolare lim
y——3 y+3

-1

3c) determinare /5 in modo tale che lim (v) =1.

Yy—r—+o00 yﬁ

4. Sia data la funzione f(z) = %H’ x >0, e siano A e B i punti di intersezione della retta
tangente al grafico Gy di f, in un suo punto P, con gli assi coordinati (con l'asse x
e l'asse y, rispettivamente). Stabilire se esiste un punto che rende massima 'area del
triangolo OAB (nel caso, determinarlo).



Esercizio 2. Per il punto 2a) possiamo applicare il principio per induzione. Ponendo n = 1

dobbiamo verificare che valga
4 8427t

5 16+ 22

mentre, per il passo induttivo, dobbiamo mostrare che

8+22(n+1)+1 5 1
TRy — 5
L A

La verifica richiede una certa attenzione, ma non presenta difficolta.

Per i punti successivi studiamo piu in dettaglio la funzione che genera la successione. Posto
f(x) =5/2—1/x si ha apy1 = f(ay). I punti fissi di f si ottengono risolvendo 'equazione
f(z) = x. Si trova che gli unici punti fissi sono 1 = 1/2 e z9 = 2. Osserviamo che la funzione
f & crescente sull’intervallo (0, +00).

Per il punto 2b) consideriamo l'intervallo I = [2,+00). Tale intervallo ¢ invariante, in
quanto se x > 2 allora f(x) > f(2) = 2. Inoltre su [ si ha f(z) < x (si risolva la disequazione
per verificarlo). Dunque visto che a; = « € I scopriamo che a,, € I per ogni n e la successione
an € decrescente. Dunque la successione converge ad un limite ¢. Essendo f una funzione
continua, il limite deve essere un punto fisso, e I'unico punto fisso nella chiusura di I & z9 = 2.
Dunque a,, — 2.

Per il punto 2c¢) osserviamo che se a1 = a = 1/3, allora as = 5/2 — 1/a; = —1/2 e
a3 =5/2 —1/ay =9/2. Dunque a3 € I e, come prima, a,, € n per ogni n > 2 e a,, — 2.

Per il punto 2d) osserviamo che f(1/2) = 1/2 e non ci sono altri numeri = per i quali si
abbia f(x) = 1/2 (si dimostra risolvendo I'equazione f(x) = 1/2). Dunque se ass = 1/2,
sapendo che agp15 = f(a2014) deduciamo che anche agg14 = 1/2. Procedendo all’indietro sugli
indici della successione si arriva ad a; = 1/2 da cui o = 1/2.

Per una dimostrazione formale si puo considerare, il piu piccolo intero m > 1 tale che
am = 1/2. Se m = 1 abbiamo o = a1 = a,, = 1/2 e la dimostrazione & conclusa. Se fosse
m > 1 si avrebbe f(am—1) = an = 1/2 da cui si deduce a,,—1 = 1/2. Questo ¢ assurdo perché
m—1l<mean1=1/2.

Esercizio 3. Per il punto 3a) dimostriamo che f & strettamente crescente. Infatti:
T < To = ) < 25 = 2 + 3xy < 25 + 310 = f1) < fa).

In generale si puo osservare che la somma di funzioni strettamente crescenti rimane una fun-
zione strettamente crescente. Una funzione strettamente crescente ¢ anche iniettiva, quindi f
¢ iniettiva.
Per la suriettivita osserviamo che
lim f(z) = 400, lim f(z) = —o0.
r—r+00 T—>—00

ed essendo f una funzione continua sull’intervallo (—oo, +00) sappiamo che dovra assumere
tutti i valori compresi tra i due limiti: —oco e +00. Dunque la funzione ¢ anche suriettiva.
Abbiamo quindi mostrato che & biettiva.

Per il punto 3b) osserviamo che nel limite possiamo fare il cambio di variabili y = f(z) in
quanto essendo f continua e biettiva anche la sua inversa & continua e biettiva, dunque per



y— —3sihax=f"1(y) = f1(=3) =1 (visto che osserviamo si ha f(1) = —3). dunque:

. iy -1 . x—1 . x—1
lim —~—— = lim =lim ————.
y—=—3 y+3 e—=1254+32x—-74+3 2512543z -4

Vediamo ora che quest’ultimo rapporto ¢ una forma indeterminata perché il denominatore si
annulla per x = 1. Questo significa perd che il polinomio z° 4+ 3z — 4 ¢ divisibile per = — 1.
Facendo la divisione di ottiene

rz—1 1

1
= — = — 1.
W+3r -4 zA+x3+224+2x+4 8 pet &

In alternativa alla divisione tra polinomi si poteva operare un’altra sostituzione: t = x — 1
ed espandere il polinomio in ¢.

Per il punto 3c) facciamo lo stesso cambio di variabili, osservando che se y = f(z) = 400
allora anche z = f~1(y) — 400 e dunque

) x T oz 1
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e quest’ultimo limite puo essere uguale ad 1 solamente se 55 = 1 cioe § = 1/5.



