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1. Calcolare ∫
γ

z2

z4 − 1
dz

dove γ(t) è la curva chiusa γ(t) = 2 + 5
2
eit, con t ∈ [0, 2π].

Soluzione. La funzione f(z) = z2

z4−1
è olomorfa ed ha 4 poli semplici nei

punti z0 = 1, z1 = i, z2 = −1, z3 = −i. Di questi quattro poli solo 1, i e
−i sono contenuti nella curva γ che è una circonferenza centrata nel punto
2 di raggio 5

2
. Per il teorema dei residui l’integrale richiesto è dunque dato

da
2πi

[
Res(f, 1) + Res(f, i) + Res(f,−i)

]
.

Per semplificare il calcolo possiamo però osservare che la funzione soddisfa
il lemma del grande cerchio, dunque la somma di tutti e quattro residui è
nulla. Dunque è sufficiente calcolare il residuo nell’unico punto esterno alla
curva:

Res(f, 1) + Res(f, i) + Res(f,−i) = −Res(f,−1)

=
z2

(z4 − 1)′

∣∣∣∣
z=−1

=
z4

4z

∣∣∣∣
z=−1

= −1

4
.

L’integrale richiesto è dunque dato da:

−2πiRes(f,−1) =
π

2
i.

2. Calcolare Res(f, 0) per la funzione

f(z) =
cos z

(ez − 1)2
.



Soluzione. Ricordiamo che

cos z = 1 + o(z)

ez = 1 + z +
z2

2
+ o(z2)

da cui possiamo scrivere

f(z) =
1 + o(z)

(z + z2

2
+ o(z2))2

=
1 + o(z)

z2 + z3 + o(z3)
.

Dalla precedente scrittura risulta chiaro che per z → 0 si ha z2f(z) → 1
e quindi z0 = 0 è un polo di ordine 2. Per calcolare il residuo possiamo
ricavare i primi due coefficienti nella formula di Laurent di f . Si ha:

f(z) =
1 + o(z)

z2 + z3 + o(z3)
=

A

z2
+

B

z
+ o(

1

z
)

da cui

1 + o(z) = (A+Bz + o(z))(1 + z + o(z)) = A+ (A+B)z + o(z)

e quindi A = 1 e A+B = 0 da cui B = −1. Dunque

Res(f, 0) = B = −1.

3. Calcolare la trasformata di Laplace della funzione

f(t) = | sin t|.

Soluzione. La funzione f(t) è periodica di periodo T = π. Dunque possiamo
usare la formula per la trasformata delle funzioni periodiche:

L[f ](s) = 1

1− e−Ts

∫ T

0

e−stf(t) dt =
1

1− e−πs

∫ π

0

e−st sin(t) dt

visto che in [0, π] si ha | sin(t)| = sin(t).

Ora osserviamo che∫ π

0

e−st sin(t) dt = L[sin(t)− χ[π,+∞)(t) sin(t)](s)

= L[sin(t)](s)− esπL[sin(t+ π)](s)

= L[sin(t)](s)− esπL[− sin(t)](s)

=
1

1 + s2
(1 + e−πs).

In conclusione

L[f ](s) = 1 + e−πs

(1 + s2)(1− e−πs)
.
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4. Risolvere 
y′′′ + 2y′′ + 2y′ = e−t

y(0) = 0

y′(0) = 1

y′′(0) = −1.

Soluzione. Passando alle trasformate di Laplace si ha:

s3Y (s)− s2y(0)− sy′(0)− y′′(0)

+2(s2Y (s)− sy(0)− y′(0)) + 2(sY (s)− y(0)) =
1

s+ 1

cioè

(s3 + 2s2 + 2s)Y (s) =
1

s+ 1
+ 1 + s =

s2 + 2s+ 2

s+ 1

da cui

Y (s) =
s2 + 2s+ 2

(s+ 1)(s3 + 2s2 + 2s)
=

1

(s+ 1)s
=

1

s
− 1

s+ 1
= L[1](s)−L[e−t](s).

Dunque
y(t) = 1− e−t.
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