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1. Dire se la funzione
f(x) = +/|xcosx — sin x|
& derivabile nel punto x = 0.

Soluzione. Si tratta di calcolare il seguente limite
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Dunque la funzione ¢ derivabile, con derivata nulla, per z = 0.
2. Si consideri la funzione
f(z) =z +arctg (1 + %)
(a) Determinare 'insieme dei valori assunti da f.
(b) Determinare l'insieme dei valori assunti dalla funzione composta f o f.

Soluzione. Osserviamo innazitutto che la funzione non & definita per z =0, e
si ha
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Dungque la funzione & crescente per < —1, e descrescente per x € [—1,0) e
crescente per x > (0. L’unico punto critico & il massimo relativo nel pun-
to (=1, f(-1)) = (=1,—1). Ne consegue che f((—00,0)) = (—o0,—1] e
f((0,+00)) = (7/2, +00). Complessivamente l'insieme dei valori assunti da f
e (—oo, —1] U (7/2, +00).

Studiamo la funzione composta f o f nei tre intervalli di monotonia (—oo, —1],
[—1,0) e (0,400). In (—o0, —1] la funzione f & crescente e ha valori nello stes-
so intervallo (—oo, —1] dunque anche fo f & crescente e assume gli stessi valori
F(f((=o0,—=1])) = (—o0, —1]. Sull’intervallo [—1,0) la funzione f & decrescen-
te e ha valori in (—n/2,—1] che & contenuto nell’intervallo gia considerato
(—o0, —1]. Dunque f(f([-1,0))) = f((—7/2,—1]) C (—o0, —1]. Infine sull’in-
tervallo (0, +00) la funzione f assume i valori (7/2,4+00) C (0,400). Dunque
i ha F(f((0,+50))) = f((7/2,+00)) = (f(r/2),+00) = (n/2 + arctg (1 +
2/7),400). Complessivamente abbiamo trovato che i valori assunti da f o f
sono (—oo, —1] U (7/2 + arctg (1 + 2/7), +00).



3. Calcolare

Soluzione. Si ha

2z, 1 1
/ 8L = Lllog? 127 = L [log*(2x) — log? (x)]

- %(log(Qx) + log())(log(2z) — log(z))
= %(log 2 + 2log(z)) log2

e quindi il limite cercato vale
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4. Dimostrare che la funzione

f(z) = cos(sin(z?)) — 1 + 1304

2
ha un minimo relativo nel punto x = 0.
Soluzione. Si ha
1, o0, 1, . 54 . 2\\4 1y
Fla) =1 5(sin()? + () +of(sin(@?)) ~ 1+
1 1 1 1
= —§(x2 — ng +o(z%))? + I($2 + o(z?))* + §x4 + o(z®)
1 1 1 1
= —5(334 — gscg +o(z®)) + IJCS + o(x®) + §x4 + o(z®)

= %xs + o(z®).

Dunque si ha che
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e quindi, per il teorema della permanenza del segno, la funzione f(z)/z®
risulta essere positiva in un intorno di zero. Dunque anche f(z) & positiva

in un intorno di zero mentre f(0) = 0. Questo significa che f ha un minimo
relativo in 0.



