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1. Calcolare il seguente limite
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o5 — sinz
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Soluzione. Ricordiamo i seguenti sviluppi di Taylor:

1 1
sinx =z — gx?’ + o(x?), cosx =1— §x2 + ﬂﬁ + o(x?),

(14+2)"'=1—2+22* +o(z?).

Dunque si ha

si —sinx =

n1+x3
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=xz(1 —2° + o(a”)) — éx?’(l —o(z%)) + o(z") —x + éxg + o(z?)

1 1
= — 1"+ o(2%) — 63:3 +o(2°) + o(z*) — v + 6353 + o(z*)

= —a' +o(a").



E inoltre
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= 1—?(1—17 + o(x?)) —I—ﬁ(l%—o(l)) + o(x )—1+5—ﬂ—|—0(x5)
2 4 2 4
= 1—%(1—2:L‘2+m4+0(x4))+%—|—0(m4)—1—1—%—;—4+0(x5)
= 2" + o(z")
Dunque si conclude
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Calcolare il seguente limite

.1 —cos(sinx) — sin(1 — cos z)
lim . -
=0 1 —em® —gin(1 — e?)

Soluzione. Ricordiamo i seguenti sviluppi di Taylor:

1 1
sinx =z — 61:3 + o(z?), 1 —cosx = 5902 - ﬂx‘l + o(x?),
1 1 1
l—e"=—x— 53(:2 - 6:63 — ﬂxél + o(x%).

Dunque si ha

1 — cos(sinz) — sin(1 — cosx) =

1 1
= i(sin r)? — ﬂ(sin z)* 4+ o(sinx)* — (1 — cosx) + o(1 — cos x)?
1 1 1
= 5(:1; - 6:63 +o(x*))? — ﬁ(az +o(x*))* + o(z?)
1 1
- 51'2 + ﬂx‘l + o(z?)
1 1 4 2 4
= 5(202 — §x4 + o(z*)) — ;—4 + o(z*) — % + ;—4 + o(z*)
1
= —6x4 + o(z)



D’altra parte

1 — e —sin(l — e*) =
1 , 1 , 1

= —sinz — i(sin x)° — é(sin x)® — ﬂ(sin z)* + o(sin z)*
1
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Di conseguenza si ha
i 1 —cos(sinz) —sin(l —cosz) . —zx*+o(z?)
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Calcolare il seguente limite

li 1fx2
im . .
2—0 1 — cos(sinz) — sin(1 — cos x)

COS — COST

Soluzione. Per quanto visto nei due esercizi precedenti si ha

_ COS {7z — COS T .ot 4 o(x?h)
lim - - = ——
20 1 — cos(sinz) —sin(l —cosx)  «=0 —cxt + o(x?)
1 1
tim T _ g

2—0 —% + 0(1)

Calcolare il seguente limite

I 1—e"% —sin(l — ")
im _ .
z—0 sin
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Soluzione. Per quanto visto nei due esercizi precedenti si ha

sinx . T 1,4 4
lim 1 i - sm('l —e") iy 127 + o(z*)
z—0 SN 15 — sinw =0 —gt 4+ o(m4)
1
—= +o(l 1
= lim 12—~ W) = —.
=0 —1 4 o(1) 12
2. Calcolare

2
/ (1— ) 4"+ g,
0

Soluzione. Tramite il cambio di variabili y = x — 1, dx = dy, si ottiene
2 4 4 3 4 2 2 2 2 2 1 1 2 1 2
/ (1_x)ecc—x+z dx/ (1_x)ear(a:—) d:EZ/ _ye(y-i-)(y—) dr.
0 0 —1

. . . 2_1)2 « . . .
Visto che la funzione integranda f(y) = —ye® Y ¢ dispari, mentre I'inter-
vallo di integrazione e simmetrico, il risultato deve necessariamente essere

0.
Calcolare Kk kBokok

2
/ (22° + 4z) ' da.
0

Soluzione. Si tratta di integrare per parti:
2 2 2 2
/ (22° + 4x) ' da :/ 27(2% 4 2) ' dx
0 0

2 2
— [(m2 - 2)@1”2] —/ 2e' " da
0 0

_ 2 1+22 2 | 1422 2 _E,5
= [(z" 4+ 2)e e = be’ —e.
0 0

Calcolare Hokk Cokok

1
/ (32 + 62%) e®”) du.
0
Soluzione. Si tratta di integrare per parti:
1 3 1 3
/ (33:5 + 6w2) e” dx :/ 3952(3:3 +2)e" dx
0 0

1 1
= [(x?’ + 2)6$3] - / 322e” dx
0 0

= [(x?’ + 2)6””3]; — [e“ﬁ}; =2e¢— 2.



Calcolare

1
/ (1 —2z) e ~2"+ g,
0

Soluzione. Tramite il cambio di variabili y = z — 1/2, dx = dy, di ottiene
! 4 3 2 ! 2 2
/ (1—2z)e” 21 dy = / (1—2z)e” @1 dg
0 0

-/

Visto che la funzione integranda f(y) = —2y e =17 & dispari, mentre
I'intervallo di integrazione ¢ simmetrico, il risultato deve necessariamente
essere 0.
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. Determinare il carattere della seguente serie
>
n — 2
n=2
Soluzione. Applichiamo il criterio del rapporto:
na1)VaTT
G -2 (4 )Y (n VR
nv® T on+l _ 9 nvn
2n—2
1— 2 Vvn
- nEINT g )
2— on n

Si verifica facilmente che il primo fattore di quest’ultimo prodotto tende ad
1/2 mentre gli altri due fattori tendono ad 1. Dunque per il criterio del
rapporto possiamo concludere che la serie data e divergente.

Determinare il carattere della seguente serie
nvn
n=1

Soluzione. Notiamo che

n

2 1
lim = lim exp(nlog2—+/nlogn) = lim exp (n <log2 — Ogn)) = 400
n—o0 n—00 n

n—00 n\/ﬁ o

mentre




Dunque il termine generico della serie
nv?" nvroon
2n — 2 2n 2n — 2
non ¢ infinitesimo. Visto che la serie ha termini positivi, necessariamente ¢
divergente.

Determinare il carattere della seguente serie
= (2n)!
Z n2n :
k=1
Soluzione. Applichiamo il criterio del rapporto
2(n+1))!
T (2n+2)!< n )2” 1
% 2n)! \n+1) (n+1)?
2n +2)(2n + 1 1\
_@nrD@ntl) [ e < 1.
(n+1)2 n+1
Dunque la serie data converge.
Determinare il carattere della seguente serie
o0 n2n
;-
p (2n)!

Soluzione. In maniera analoga al caso precedente si ottiene che il rapporto
tra i termini consecutivi della serie tende a €?/4 > 1, e dunque la serie
diverge.

. (facoltativo) Dimostrare che

16 q 4
/ dr > / dx.
4 logx 5 logx

1
F = —dt
() /2 logt

f(w) = F(a®) — F(x)
si tratta di dimostrare che f(4) > f(2). Per far questo e sufficiente mostrare

che f ¢ strettamente crescente. Ricordando poi che F'(z) = 1/logx si
ottiene

Soluzione. Posto

€ posto

2z 1 x—1
/ =9 F/ 2\ Fl — . —
(@) ok (@) (z) logz?  logx logx

e dunque f’(z) > 0 per x > 1. In particolare f & crescente sull’intervallo
2, 16] come volevasi dimostrare.



