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1. Studiare la convergenza puntuale e totale della serie
i sin?(nx)
n=0 (1 - xQ)n .

Soluzione. Sia )
sin“(nx)

(14 x2)
Essendo f,(0) = 0 per ogni n, la serie converge nel punto x = 0. Se x # 0
si ha

fn(x) =

sin?(nx) 1

(T+22)7 | = (14 [z
e dunque confrontando la serie data con la serie geometrica »  ¢™ di ragione
q = WZP scopriamo che essendo ¢ < 1 per ogni x # 0, la serie data

converge. Dunque la serie converge puntualmente per ogni x € R.

Inoltre la serie converge totalmente sugli insiemi del tipo I. = [e, +00) U
(—o0, —¢] con € > 0. Infatti si ha

Zsup|fn |<Zsup Zsup — < +00.

zele n $EIS

Non si ha invece convergenza totale su tutto R, infatti notiamo che vale

sin? 1 .y
sup |fn(2)| > | fu(1/n)| = ———<5 — sin“1 per n — oo
x€eR

(1+47)
Zsup |fr(z)| > E:Sin2 1 = +o0.

da cui



2. Dire se la funzione
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y
z,y)
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(0,0)

xz,
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(

23 —3y3
Se

flz,y) = { x2+y?
0 se

¢ continua e differenziabile nel punto (0, 0).

Soluzione. La funzione ¢ continua in (0,0) in quanto

223 — 313
x? + y?

_ 2 3 _ 200+ 92 43 1))
x2+y2 - x2+y2
=522 +y> =0 per (z,y) — (0,0).

Per quanto riguarda la differenziabilita consideriamo la derivata direzionale
nella direzione v = (a, ). Si ha

af(07 0) — | f(hO{, hﬁ) — f(oa O) — I l . 2h*a® — 3h3/63
v hoo B T hoh | h2a® + h2BR
_ lim h(20° +33%)  20° 4367

=0 h3(a?+p2) o242

In particolare ottengo f,(0,0) =2 (o =1, § = 0), f,(0,0) = 3 (a = 0,
B =1). Se f fosse differenziabile si dovrebbe allora avere

of
% - afm + ny
che nel punto (0,0) significherebbe
202 + 333

che invece ¢ falso. Dunque f non ¢ differenziabile nel punto (0, 0).
3. Determinare le soluzioni dell’equazione differenziale
ey
3xy?
Soluzione. Si tratta di una equazione omogenea. Posto z = y/x si ha
y = zx,y = 2’z + z. L'equazione diventa quindi
23 + 42323 1+ 423
3x2222 322

Jr+z=

da cui
;1442832 1428
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Questa equazione puo essere scritta come

(log |1+ 2°|)" = (log z[)’
cioe

log |1 + 2°| = log |z| + ¢.
Prendendo ’esponenziale, si ha

1+ 2% = +ex =k

da cui
z=vkr—1

e in conclusione

y=z2x=avVkr —1.

. Dopo averne determinato eventuali simmetrie, calcolare 1’area della regione
di piano

D ={(@.y) € R |yl > [al te(a® +1?), 2* +y” < 7.

Soluzione. La regione e simmetrica rispetto ad entrambi gli assi coordinati
in quanto le disequazioni non cambiano ne sostituendo —x a x ne sosti-
tuendo —y a y. Sara dunque sufficiente calcolare ’area dell’intersezione del
dominio con il primo quadrante:

Dy =Dn{x >0,y > 0}.

Dunque possiamo supporre che sia x > 0 e y > 0. La disequazione che
definisce il dominio risulta quindi essere



