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1. Determinare i punti critici della funzione
fla,y) = 22" +y° — 6ay®

specificando se sono massimi o minimi relativi.

Soluzione. Si ha
fo = 823 — 615, fy= 61y° — 18xy>
da cui si trova che i punti critici soddisfano le relazioni
Y3 gsc?’, ovVVero y = f’/g
(1) -3() =0

Risolvendo il sistema si ottengono come soluzioni i tre punti critici

3 4/9
(0,0), (iZ,i\/;).

La matrice delle derivate seconde &
2412 —18y2
—18y? 30y* —36zy /-

Nel punto (0,0) la matrice € nulla. Negli altri due punti critici il determinante
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|

. . . 5,20 .
Hessiano risulta essere pari a 2333 > 0 ed essendo anche f,x > 0 si conclude
che questi due punti critici sono dei minimi relativi.

Veniamo ora al punto (0,0). Notiamo che si ha
f(z,0) = 22*

e quindi il punto (0,0) & un minimo relativo lungo l'asse delle z. D’altra parte
si ha anche
fz,z) = 2*(2® — 4)

che & una funzione con un punto di massimo per x = 0. Dunque lungo la retta
y = z il punto (0,0) & un punto di massimo relativo. In conclusione il punto
(0,0) non & né massimo né minimo relativo.

2. Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale

y" +y=sinaz.



Soluzione. L’equazione algebrica associata A\? + 1 = 0 ha due soluzioni com-
plesse coniugate A\12 = +i. Dunque le soluzioni dell’equazione omogenea
sono

Yo = asinz + B cosx.

Siccome il termine noto sinx € pure soluzione dell’omogenea, cerco una solu-
zione particolare dell’equazione non omogenea che abbia la forma:

Y = axsinzx + br cos .

Si ha
7 =asinz 4 axcosx + bcosx — bxsinx
—/

i’ =2acosx —axrsinx — 2bsinx — bx cosx

da cui imponendo che § soddisfi I’equazione data si ottiene
2acosx — 2bsinz = sinx

e quindi @ = 0, b = —1/2. Una soluzione particolare ¢ dunque § = —x cosx/2
e la soluzione generale dell’equazione ¢

y=asinz + (f — z/2) cos z.

. Si consideri la forma differenziale
rdy —ydx
ERCERIEE T

(a) Dire se la forma & chiusa;

(b) calcolare l'integrale curvilineo f,yw sulla circonferenza unitaria y(t) =
(cost,sint), ¢ € [0, 27;

(c) dire se la forma ¢ esatta.

Soluzione. Posto w = adx + bdy si puo verificare facilmente che vale
2y2 _ .732

A, = =

R (CESNEE S
e dunque la forma differenziale ¢ chiusa.
Invece che calcolare 'integrale curvilineo sulla curva circonferenza -y otterremo
dunque lo stesso risultato calcolandola sulla ellisse 1 di equazioni

T = cost — sint, y = sint, t € [0,2n].

Si ha dunque

/ / /2” (cost —sint) cost —sint(—sint — cost) it /2” Q=2
w = w = = — 4Tr.
5 n 0 cos2t + sin?t 0

Visto che sulla curva chiusa 7 I'integrale di w non & nullo, la forma differenziale
non e esatta.

. Calcolare l'area della regione D formata dai punti (z,y) del piano che soddi-
sfano le seguenti condizioni

{ta“ Sy

2 +y? <1



Soluzione. Notiamo innanzitutto che il dominio D & simmetrico rispetto ad
entrambi gli assi coordinati. Infatti cambiando il segno di = o di y le condizioni
che definiscono D non cambiano. Ci restringiamo dunque a calcolare I'area
della parte Dy del dominio D contenuta nel primo quadrante x > 0, y > 0.

Il dominio D; in coordinate polari (p, ) diventa il triangolo D} definito da

6 €[0,7/2]
p€10,1]
TP 29

In conclusione I'area cercata si puo calcolare come segue
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