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1. Risolvere il prolema di Cauchy

v =(y—21)2+y—2x
y(log2) = 2log 2.

Soluzione. Posto z =y — 2z si ha y' = 2’ + 2 e il problema diventa quindi

2 =2242-2=(2-1)(2+2)
z(log2) = 0.
L’equazione differenziale e a variabili separabili, le due soluzioni costanti z =

1 e z = —2 non soddisfano il dato iniziale e possiamo dunque escluderle.
Dividendo tutto per (z — 1)(z + 2) si ottiene dunque

!

z
(z—1)(z+2)
Ricordando che
1 1 1 1 1 z—1
— —dz = = - dz = =1
/(z—l)(z+2) ? 3/z—1 21297 3% z+2‘
si trova
1 z—1
—log =x—c
3 z4+2

da cui si ricava
z—1

z+2

che posto k = e3¢, puo essere piu semplicemente scritta come

= +exp(3r — 3¢) = +e 3%
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Imponendo che valga la condizione z(log2) = 0 si trova 8k = —1/2 ovvero
k = —1/16. Risolvendo in z si ha poi

2 —1=ke¥z + 2ke®

ovvero
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e infine .
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2. Determinare tutte le soluzioni di classe C? dell’equazione differenziale

vy + 2y = x(y')’
e disegnarne i grafici.

Soluzione. Osserviamo innanzitutto che ogni soluzione deve soddisfare la rela-
zione y' > 0 perché I’equazione sia definita. Notiamo poi che iy = ¢ & soluzione
dell’equazione differenziale, in quanto ogni termine ¢ moltiplicato per 3’. Sup-
poniamo quindi " > 0 e dividiamo tutto per 3’ cosi da ottenere una equazione
di Clairaut:

y=azy —2(/)"%. (1)

Visto che siamo interessati solo alle soluzioni di classe C? possiamo derivare
I’equazione per ottenere la relazione

e

v =y +ay +y" ()"

ossia s
y'(z+@y)"2) =0.
L’equazione y” = 0 ci da come possibile soluzione una qualunque funzio-

ne lineare y = max + ¢q. Dovendo tali funzioni soddisfare l’'equazione (1) si
determina il fascio di rette:

y:mfom% m > 0.

Per quanto riguarda equazione = + (y’ )=% = 0 notiamo innanzitutto che

essendo y’ > 0 deve essere anche x < 0; e poi risolviamo in y’

y=a(—2)"% —2(=2)b = ~(~w)} (~2) " —2(-a)}
= 3(-x)s =3yz x<0.

L’insieme di tutte le soluzioni trovate & rappresentato in figura.

3. Studiare qualitativamente le soluzioni del problema di Cauchy

y' = arctan(y? — %)
y(0) =yo

al variare di yg € R. In particolare

(a) dimostrare che ogni soluzione ha esistenza globale;

(b) calcolare il limite lim, 4o yl@).

x bl
(¢) (facoltativo) dimostrare che la soluzione corrispondente a yo = 0 ¢ mo-
notona.

Soluzione. Dallo studio del segno di 4’ si trova che ¢y’ > 0 sopra la parabola
y = 22 e sotto la parabola y = —z2, 3/ = 0 sulle due parabole e 3 < 0 fuori
dalle due parabole. Notiamo anche che |y’| < /2 essendo la funzione arctan
limitata tra —m/2 e 7/2. Siccome una funzione con un asintoto verticale non

puo avere la derivata limitata deduciamo che ogni soluzione y ha esistenza
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/
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globale (ricordiamo anche che l'equazione differenziale verifica il teorema di
esistenza e unicita locale su tutto R?).

Sempre dalla stima |y'| < 7/2 si trova anche (integrando o applicando il
Teorema di Lagrange)

v
ly — ol < §|$|~

Dunque
2
lim L =0
zrtoo 23
e di conseguenza
lim 3% —2*= lim 2%(y?/2® —2) = -0
r—+oo Y r—+oo (y / )

da cui

s
1- / — 1 2 _ 4 —- _
i v'(@) = g arctan(” —a) = -3
e per il Teorema de LL’Hopital concludiamo

. y(x) T ’ _
ATy iV ()=

vl 3

Nel caso in cui yp = 0 abbiamo gia visto che vale la relazione [y| < Z|z|.
Dunque, se |z| < 1 si ha

2
/| = arctan(|y® — 2%]) < |y? — 2t < y? + 2t < %zQ + ot < 42 + 2 < 522
da cui per confronto si ottiene
5
< Zz3
vl < 3ol

e per |z| < 3/5 si conclude
ly| < ||



D’altra parte se |z| > 3/5 la soluzione non pud comunque attraversare le due
parabole, in quanto nel punto di attraversamento la sua derivata dovrebbe
essere strettemente negativa mentre in tali punti la derivata della soluzione e
nulla.

Questo ci permette di dire che la soluzione con dato iniziale yp = 0 rimane
compresa tra le due parabole y = +22 per ogni € R Di conseguenza que-
sta soluzione ha derivata negativa per ogni = # 0 e quindi ¢ strettamente
decrescente.
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