Soluzioni degli esercizi

proposti il 23 ottobre 1998
(Analisi I, C.d.L. Fisica)

1. Trovare sup A e inf A per i sequenti insiemi.

(a)

A= { 2+y2 cz,y €]0 ,1[}. Poiché (z — y)? > 0 si ha 2zy < 22 + ¢?
1

e quindi W < 5. Se x = y allora mﬁ’yz = % e quindi ’estremo
superiore ¢ valore massimo, € uguale a 1/2 ed € assunto per tutti gli

T,y per cui x = y. Fissato y si ha < xa e scelto 0 < T < ey si
ha 0 <

assunto.

2+y
< e. Quindi 'estremo inferiore ¢ il valore 0 e non ¢ mai

2+y2

A= {n;fs-imwﬁ n,m € N,n% 4+ m? # O}. Come nel caso precedente ’estre-
mo superiore ¢ valore massimo ed & uguale ad 1/2. Poiché s > 0e
pern =0, m =1 si ha % = 0, ’estremo inferiore ¢ valore minimo
eguale a 0, ed ¢ assunto se n = 0 oppure se m = 0.

A= annmENn>1} Pernflmha"g; :’"Tﬂeperm:
3N + 2 si trova ”?3 2 — N. Dunque Pestremo superlore ¢ +oo. Per ogni
n > 1 e per ogni m > 0 si ha m—Q > _2 > —% e si ha 'eguaglianza se

n=1em = 0. Dunque I’ estremo 1nfer10re e valore minimo eguale a — 3

assunto per m=0en = 1.

A= {z+y x,y €]0, 1[} Cambiando variabile e ponendo S = z + y il

z(S—x)
S

problema e equivalente a trovare I’estremo superiore di al variare

2
di z €]0,1[, S €]0,1 + z[: @:x—%z%—(%—@) , fissato

S assume valore massimo per x = S/2 e il massimo ¢ S/4. Per S €]0, 2|

S/4 < 1/2, d’altronde per S =2—¢ (con ad esempio x = 1 —¢/2) si

trova S/4 = 222 = 1 — £ quindi l’estremo superiore & 1/2. Un metodo

Tgfy =1 +% < 1/2, e procedere quindi ponendo
r=y=1—¢.
L’estremo inferiore di -2 ¢ 0, infatti 0 < -2 < 2 =z €]0, 1].
z+ Tty Y
A:{ pregr ! mnENm+n>1}. Per m = n si ha % :%:%.
Per m = 2N si ottiene ;%% = N, quindi I'estremo superiore ¢ +o0.

L’estremo inferiore ¢ minimo ed ¢ il valore 0, assunto per m = 0 oppure
per n = 0.

A={lz]:x?+2<2}. {zrcRi*+r <2} ={rcRia’+2-2<0} =
{z e R: (z+2)(x—1) < 0} =] —2;1[. Essendo |z| > 0 I’estremo inferiore
¢ il valore minimo 0 assunto per z = 0 €] — 2;1[. L’estremo superiore ¢
il valore —2, infatti per x = —2+¢e €] —2;1[siha |z|=|—-2+¢|=2—¢
e per ogni x €] — 2;1[ si ha |z| < 2.

2. Dati a1 # az, trovare il piv grande y tale che |z — a1| + |z — a2| > y per ogni

z € R.
Si tratta di trovare 'estremo inferiore di {|z—aq |+|z—az2]: © € R} datia; < as.
Per la disuguaglianza triangolare |a; — as| = |(a1 — ) — (as — )| < |z — a1+

|z—as|. D’altronde se x € [a1;as] allora |z —ay |+ |z —az| = ag—ay = |a; —az.
Quindi tale estremo inferiore ¢ valore minimo pari a as — a1, ed € assunto per
x € [CLl; CLQ].

3. Generalizzare ’esercizio precedente a n punti aq, ..., ay,.



Si tratta di trovare 'estremo inferiore di {|z —a1|+|z—as|+- -+ |z —ap|:z €
R}, dati a1 < as < --+ < a,. Conviene dividere la discussione in due casi:

e n=2N (n pari). Qualunque sia z € R si ha:

(aan —a1) + (aan—1 —az) + -+ + (an41 — an)
= (aey—2)+ (@ —a1)+- + (ans1 —2) + (2 — an)
< Jo—aml+ o — o]+ + o —ansal + o — anl

D’altronde se x € [an;an+1] la precedente risulta essre una uguaglianza
e quindi Iestremo inferiore & il valore minimo

asy —al+asny_1 —az+---+anyy1 —an.
e n=2N + 1 (n dispari). E del tutto analogo al precedente:

(aan —a1) + (aen—1 —a2) + -+ + (an+2 — an)
= (aey —z)+ (z—a1)+-+ (anvt2 —2) + (z — an)
|z —asn|+ |2 — a1+ + |o — ansa| + |z — an]
|z — asn| + |z —a1| + -+ 2 — anyo| + [ —an| + [z — anqa].

ININA

Stavolta si ha 'uguaglianza solo quando = = an41. Dunque l'estremo
inferiore e

asy —al+aony_1 —az+---+anyy1 —an.
che ¢ valore minimo assunto per ’appunto per £ = ay41.

4. Siano ey, es,es tre vettori di lunghezza 1 applicati nello stesso punto e in
equilibrio, cioé e1 + ea + ez = 0. Mostrare che i tre vettori formano angoli
uguali fra loro.

Poiché e; + ez + e3 = 0 i tre vettori sono planari. sia O il loro punto di
applicazione, e P1, P2 i punti tali che O_F)’lz e, 0—152: e; + ez, quindi Pl—Pég:
es apphcato in P; ed infine PgO— eg applicato in P», poiché 0731 + P?Dg
+ PgO OO 0 = e1 + ez +e3. Quindi il triangolo di vertici O, Py, P2 ha lati
eguali per ipotesi, quindi ha angoli eguali, quindi angoli esterni eguali. Ma

questi ultimi sono gli angoli tra i tre vettori applicati in 0, essendo i vettori
paralleli ai lati.

Soluzione alternativa. Si fissi un sistema di riferimento ortonormale nel piano
determinato dai tre vettori, e centro il loro comune punto di applicazione O. Se
v = (a;b),w = (e, B) in tale riferimento ortonormale si ha che v/a? F+ b2 = |v|
¢ la lunghezza di v. Per definizione (v|w) = aa+ b8 = |v| - |w]| cos vOw quindi
(v|v) = |v|?, (v|w) = (w|v). Inoltre (v + w/v) = A(v/v) + (w/v). Poiché
e1 + e + ez = 0, moltiplicando tale relazione per eq, ez, ez si ha

(ezler) + (ezler) = —(eiler) = —les]* = —1
(erlez) + (eslez) = —1
)

(e1|e3) + (e2|e3 = -1

Dunque otteniamo (e3|e1) = (6362), (e2|e1) = (e2|e3) (5] (el|e2) = (e1|e3)
quindi (e1]es) = (ezlez) = (e1|ez). Essendo |e1| = |ea| = |es| = 1 si ha
cos el/O\eg = cos ez/O\e;; = cos 62/0\83 Sapendo inoltre che (ez]e1) + (eg\e2) =
cos elOez—i—cos e20e3 = —1, si ha cos e10e3 = cos 62/0\93 = cos elOez = %
Dunque gli angoli convessi tra i tre vettori sono di 120°.



5. Mostrare che il raggio del cerchio inscritto ad un triangolo é S/p dove S ¢é
Uarea del triangolo e p il semiperimetro.

|AB|-r |BC|-r |CA|-r

s 2 2 2

p-T.



