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Compito di Analisi I1/A
30 gennaio 1998

Risolvere il problema di Cauchy

{ ' = sin®(x —t)
z(0) = 0.

(Traccia: si operi la sostituzione y(t) = z(t) —t.)

Soluzione. Con la sostituzione y = x — t si ottiene ' = 2’ — 1 e quindi
y =sin?y — 1 = —cos?y.

L’equazione ¢ a variabili separabili e si risolve cosi:
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/ Y _at = /—ldt
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tany = —t+4c¢

y = arctan(c—t)

quindi
x(t) =t +y(t) =t + arctan(c — t).
Ponendo la condizione z(0) = 0 si ottiene ¢ = 0 e quindi la soluzione cercata
e
x(t) =t — arctan .

Si consideri la successione di funzioni

fnlz) = _ (n=2,3,4,...)

nr — "
per x € [1/2,1]. Calcolare il limite di (f,) e dire se la convergenza é unifor-
me.
Soluzione.

Fissato = € [1/2,1], si ha

nr — 400
" — 0

dunque limy, o0 fn(z) = 0 per z € [1/2,1[. Per 2 = 1 si ha f,(1) = —L; e
dunque anche lim,,_, 1 o f(1) = 0. Ne segue che la successione (f,,) converge
a foo =0 per ogni z € [1/2,1].

Per verificare se la convergenza e uniforme, occorre calcolare

1
lim sup |fu(x)— fool(z)]= lim sup —
n—=+00 4 e[1/2,1] () @) noF0 gef1/2,1] N — T

in quanto nz > ™ per ogni z < "/n e quindi f,(z) > 0 per ogni z € [1/2,1].
Poiché

n—1
, _ —n+nx
fn(x) - (nx _ mn)z
si ha che f] (z) > 0 se e solo se
nz" "t >n



quindi per > 1. Sull’intervallo [1/2, 1] allora f,, & decrescente e

1
sup  fo(z) = fn(1/2) = w1
z€[1/2,1] 27 2n
Passando al limite per n — 400, si ha che
) 1
lim sup — =0

n=+00 yei1/2,1) N — "
quindi la convergenza & uniforme.
Calcolare il valore massimo e il valore minimo della funzione
flz,y) =2 +y* =3z

sul cerchio C = {(x,y): 2% + y* < 4}.
Soluzione.

Il gradiente di f(x,y) ¢

of _

3r° -3, — =2
5 — 5%~ Y

quindi i punti stazionari sono dati da

322 -3
2y = 0

e sono (1,0) e (—1,0), ambedue appartenenti a C. Calcolando I’hessiano si ha

uro= (g 3 )

quindi (1,0) ¢ di minimo relativo (f(1,0) = —2), mentre

HF(~1,0) = ( PR )

Il
=

quindi (—1,0) ¢ di sella.
Passiamo ai punti della frontiera: 22 4+ y? = 4. Si ha y?> = 4 — 22 e quindi
basta studiare
o) =23 +4— 2> -3z
per x € [—2,2]. Si ha
¢ (x) =32% — 22— 3

quindi

Pr)=0 <

_1£VI0 [ ~1.39
TTTT T ~0m2
Un grafico di ¢ ha la forma
quindi max ¢ = gp(@) =~ 5.27 e minp = p(—2) = —2.

Ne segue che anche

max f = f(%,él—(

minf = f(1,0) = f(-2,0) = —2.

@)2) =~ 5.27



(=10~ 5.27)

/ (Y10 2 0.58)

4. Calcolare il polinomio di Taylor di grado 2 della funzione

f(z,y) = e"siny
attorno a (0,0).
Soluzione.

Basta calcolare

of _ e’ siny
or
or _ e’ cosy
oy
1 = €%siny
or?
0*f N
910y e’ cosy
0 f .
R = —€e"siny
quindi
f(0,0) = 0
Vf(0,0) = (0,1)
0 1
uio.o = (9 5)

e la formula di Taylor cercata &

flx,y) = £(0,0)+V£(0,0)-(z,y)+(Hf(0,0)(2,9))-(x,y) = y+ay+o(z®+y°).



