
Analisi Matemati
a I, Ingegneria (A.A. 2018/2019)

Eser
izi svolti e da svolgere

* *

Assiomi relativi alle operazioni in N

Assioma 0.1.

(a+ b) + c = a+ (b + c), (a.b)c = a.(b.c)

(proprieta asso
iativa)

Assioma 0.2.

a+ b = b+ a, a.b = b.a

(proprieta 
ommutativa)

Assioma 0.3.

a+ 0 = a, a.1 = a

(esistenza degli elementi neutri)

Assioma 0.4.

a.(b+ c) = a.b+ a.c

(proroprietá distributiva)

Assiomi relativi all'ordinamento in N

Assioma 0.5. a ≤ b oppure b ≤ a (proprieta di
otomia)

Assioma 0.6. a ≤ b e b ≤ c impli
a a ≤ c

Assioma 0.7. Se a ≤ b e b ≤ a allora a = b

Assioma 0.8. Se a ≤ b allora a+ c ≤ b+ c

Assioma 0.9. Se 0 ≤ a e 0 ≤ b allora 0 ≤ a+ b e 0 ≤ a.b

Assiomi relativi alle operazioni in Z

Assioma 0.1, Assioma 0.2 , Assioma 0.3, Assioma 0.4 e

Assioma 0.10. Per ogni a esiste uni
o elemento indi
ato 
on −a tale 
he a +
(−a) = 0

Assiomi relativi alle operazioni in Q

Assioma 0.1, Assioma 0.2 , Assioma 0.3, , Assioma 0.4, Assioma 0.10

e

Assioma 0.11. Per ogni a 6= 0 esiste uni
o elemento indi
ato 
on a−1
tale 
he

a.a−1 = 1

Proprieta' di Ar
himede

Se x, y > 0 alora esiste un numero naturale n ∈ N, tale 
he

xn ≥ y.

Proprieta' di 
ompletezza dei numeri reali.

Se A e' un insieme non vuoto di numeri reali limitato superiormente allora esiste

estremo superiore di A.

Operazioni 
on numeri reali
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xmxn = xm+n, x ∈ R, m, n ∈ N.
xm

xn
= xm−n, x ∈ R, m ≥ n ∈ N.

xmym = (xy)m, x, y ∈ R, m, n ∈ N. x−n =
1

xn
, x ∈ R\0, n ∈ N, x0 = 1 per x > 0.

xmxn = xm+n,
xm

xn
= xm−nx > 0, m, n ∈ Z. n

√
x = y ⇔ x = yn per n ≥ 2 pari x ≥ 0.

n
√
x = y ⇔ x = yn per n ≥ 2 dispari x ∈ R. xp = xm/n = n

√
xm, x−m/n =

1

xm/n
p = m/n ∈ Q.

xpxq = xp+q, x > 0, p, q ∈ Q.
xp

xq
= xp−q, x > 0, p, q ∈ Q.

xpyp = (xy)p, x, y > 0, p ∈ Q.
xp

yp
=

(

xp

yp

)

x, y > 0, p ∈ Q.

(1) |x| =
{

x, se x ≥ 0;
−x, altrimenti.

2
√
x2 = |x|, 3

√
x3 = x ,

2k
√
x2k = |x|x ∈ R.

a
b
c
d

=
ad

bc
.

1. Equazioni e disuguaglianze lineari

1.1. Equazioni lineari.

Problema 1.1. Risolvere l'equazione

Ax = B,

in R. Qui A,B ∈ R sono parametri.

Soluzione: I 
aso: Se A 6= 0, l'equazione ha uni
a soluzione x = B/A per ogni

B ∈ R.
II 
aso: A = 0, abbiamo l'equazione 0x = B.
Se B = 0 abbiamo 0x = 0 e ogni x ∈ R é soluzione.

Se B 6= 0 abbiamo 0x = B 6= 0 e l'equazione non ha soluzioni.

Problema 1.2. Risolvere le seguente equazioni in R, dove x, y, z, u sono in
ogniti

e a, b, n, k ∈ R sono parametri.

a) (x− 3)3 + 1 = (x− 3)(x2 + 3x+ 9)− 9x(x− 3),

b)
5x+ 2

42
− 5(x− 8)

36
=

9

14
,

c) 2
2

9

(

x− 3

2
+

3

8

)

− 3
1

4

(

x

9
− 9

26

)

=
6x− 11

8
,

d)
(u − 1)2

9
−
(

u+ 1

3

)2

= 1− u,

e)
2z − 9

−6
− z =

9− z

10
+

5z + 3

−15
,
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f)
3x− 4

0, 2
+

x− 3

1, 4
=

1 + 2x

0, 12
,

g)
(x + 1

2 )
2

2
− (1 1

2 − 2x)2 + 1
8

3
− 1 =

16x− 5x2

6
,

h)
x− x−x−2

5

5

5
= 2,

i)
12x−13

20 − 3x+2
5

2
=

x+ 1

0, 4
+

x+ 9

−8
,

j) 36(x + 35) = −313,

k) (243 − 162.54)y + 37.64 = −23.64,

l)
125.y − 13.124

34.28
= 11,

m) 5kx− 2k = 5− x,

n) 2n(nx− 5) = 6n− 3x,

o) (a+ 2)x = a3 + 8,

p) 4ay − 5b = 5 + 7y,

Risp. a) x ∈ ∅; b) x = 26; 
) ogni x ∈ R; d) u = 1, 8; e) z = 8/9; f) x = −32; g)
x = −10; h) x = 12, ; i) x = −0, 8; j) x = −10.35; k) y ∈ ∅; l) y = 2;

m)

{

x = (2k + 5)/(5k + 1), se k 6= −1/5;
x ∈ ∅, se k = −1/5;

n) x = 16n/(2n2 + 3);

o)

{

x = a2 − 2a+ 4, se a 6= −2;
x ∈ R, se a = −2;

p)







y = (5b+ 5)/(4a− 7), se a 6= 7/4, b ∈ R;

y ∈ R, se a = 7/4, b = −1;
y ∈ ∅, se a = 7/4, b 6= −1.
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1.2. Disuguaglianze lineari.

Problema 1.3. Risolvere le disuguaglianze

a) Ax < B,

b) Ax ≤ B,

c) Ax > B,

d) Ax ≥ B,

in R. Qui A,B ∈ R sono parametri.

Soluzione a) Ax < B : Caso I: A > 0, la soluzione é x < B/A.
Caso II: A < 0, la soluzione é x > B/A.
Caso III: A = 0, abbiamo 0x < B. Se B ≤ 0, allora x ∈ ∅. Se B > 0, alora ogni

x ∈ R é soluzione.

Soluzione d) Ax ≥ B: Caso I: A > 0, la soluzione é x ≥ B/A.
Caso II: A < 0, la soluzione é x ≤ B/A.
Caso III: A = 0, abbiamo 0x ≥ B. Se B > 0, allora x ∈ ∅. Se B ≤ 0, alora ogni

x ∈ R é soluzione.

Problema 1.4. Risolvere le seguente disuguaglianze in R, dove x, y, z, u sono in
og-

niti e a, b, c ∈ R sono parametri

a) x+ (3x− 1)(9x2 + 3x+ 1)− (x− 2)(x+ 2) > 4(7x3 + 1)− x2(x+ 1),

b) (4x− 5)2 − (4x+ 3)(4x− 3) + 9x ≤ 9(x− 9) + 35,

c)
2z + 15

2
− 1

2

(

3 + 3z

2
+ 1 + z

)

≤ 3z + 2

4
+ z,

d)
5x+ 2

3
− 2(x+ 1) <

−2x+ 7

6
,

e)
3u+ 4

4
− −u

−8
≥ 5u− 1

6
− 17− u

−12
,

f)
(x− 1

3 )
2

2
− (14 − 2x)2 + 1

16

3
≤ 5(x+ 2)(2− x)

6
,

g)
x3 + 1

5
+

x2(1− 2x)

10
>

x(2x− 6)

20
+

3x+ 2

10
,

h)
3(1, 2− 1, 5z)

0, 1
− 3 + 7z

0, 04
>

4, 83 + z

0, 03
,

i)
10x− 4

0, 6
− x+ 14

0, 2
<

2x− 32

0, 8
,

j) x3 − 1− x(x2 − 3) + 6 ≥ 3(x− 2),

k)
0, 9− 4y

0, 6
+

3y − 1, 3

2
≤ 0, 4− 5y

−0, 3
,
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l)
5x− 2

4, 5
− 10 <

23− 2x

1 1
4

− 11x+ 1

1 4
5

+ 7,

m) 5(x− 1)2 + 1 ≥ (5x− 1)2 − 5(2x+ 4)(2x− 4),

n)
x+ 1

2
9

− (x+ 1)− 2− x

7
≥ 36,

o)
√
3x− 2 ≤ 2x−

√
3,

p) (a− 1)x > a2 + a− 2,

q) (b − 3)2y ≥ (b − 3)(a+ 1),

r) (a− b)x > 2a+ b− 3c.

Risp. a) x ∈ (1;∞); b) x ∈ [2;∞); 
) z ∈ [23/8;+∞); d) x ∈ R; e) u ∈ (−∞, 2];
f)x ∈ R; g) x ∈ ∅; h) z ∈ (−∞;−15/19); i) x ∈ (−∞; 4); j) x ∈ R; k) y ∈ [0, 1;+∞);
l) x ∈ (−∞; 4); m) x ∈ ∅; n) x ∈ [9; +∞); o) x ∈ [−1;+∞);

p)







x > a+ 2, se a > 1;
x < a+ 2, se a < 1;
x ∈ ∅, se a = 1;

q)

{

y ≥ a+1
b−3 , se b 6= 3, a ∈ R;

y ∈ R, se b = 3, a ∈ R;

r)















x > 2a+b−3c
a−b , se a > b, a, b, c ∈ R;

x < 2a+b−3c
a−b , se a < b, a, b, c ∈ R;

x ∈ ∅, se a = b, a ≥ c a, b, c ∈ R;

x ∈ R, se a = b, a < c a, b, c ∈ R.

Soluzione e). La disequazione è

3u+ 4

4
− −u

−8
≥ 5u− 1

6
− 17− u

−12
,

e quindi

(

3

4
− 1

8
− 5

6
+

1

12

)

u ≥ −1− 1

6
+

17

12
,

18− 3− 20 + 2

24
u ≥ −12− 2 + 17

12
⇐⇒ u ≤ −2.

�

Problema 1.5. Trovare la somma di tutti numeri naturali in N, 
he sono soluzioni

della disuguaglianza

x

(

x+
1

3

)(

x− 1

3

)

− 1

3

(

x2 − 15
2

9

)

>

(

x− 1

3

)(

x2 +
x

3
+

1

9

)

− 1

3
(x− 1)2.

Risp. x ∈ (−∞; 7), la somma é 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21.
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Problema 1.6. Veri�
are 
he il piu' grande numero in Z 
he é soluzione della

disuguaglianza

a) 5(x− 0, 4)2 − (2x+ 1)(3x− 0, 1) ≥ 0, 04(14− 25x2)

non é soluzione della disuguaglianza

b) (−3− 5x)2 − (10x− 1)2

4
< 2− 35x− 2

4
.

Risp. a) x ∈ (−∞, 1/20], x = 0, b) x ∈ (−∞;−1/7).

Problema 1.7. Risolvere la disuguaglianza

x(x − 5)

4
− 2 >

3x(x+ 1)

2
− 5x2

4
e torvare il piú grande intero del tipo 2k, k ∈ Z 
he é una soluzione di questa

disuguaglianza. Vedere se il numero

a = − 24.43

22.22.(−4)2

é una soluzione della disuguaglianza.

Risp. x ∈ (−∞,−8/11), il piú grande numero 
he é soluzione é −2. Il numero

a = −8/11 non e' soluzione della disuguaglianza.

Problema 1.8. Risolvere la disuguaglianza

5(x2 − 1)

4
− (x+ 1)(x− 7)

20
− 6x(x− 2)

5
< 0,

e torvare il piú pi

olo intero del tipo k, k ∈ Z 
he non é soluzione di questa disug-

uaglianza. Vedere se il numero

b =
3m+2 + 72.3m

27.3m+1
, m ∈ N,

é una soluzione della disuguaglianza.

Risp. x ∈ (−∞; 1/3), il piú pi

olo intero 
he non é soluzione é 1. Il numero

b = 1 non é soluzione.

2. Equazioni e disuguaglianze di se
ondo grado

2.1. Equazioni di se
ondo grado. Eduazione di II grado é l'equazione del tipo

ax2 + bx+ c = 0,

dove a 6= 0, a, b, c ∈ R sono parametri.

Problema 2.1. Risolvere le seguenti equazioni nell'in
ognitá x ∈ R

a) ax2 + bx+ c = 0, a 6= 0; b) ax2 + bx = 0, a 6= 0; c) ax2 + c = 0, a 6= 0.

Soluzione a) ax2 + bx+ c = 0: Sia

D = b2 − 4ac

il dis
riminate dell'equazione. Le soluzioni sono

(1) x1,2 = −b+
√
D

2a se D > 0;

(2) x1 = x = 2 = − b
2a se D = 0;

(3) x ∈ ∅ se D < 0.
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Soluzione b) ax2 + bx = 0: Res
riviamo l'equazione nella forma x(ax+ b) = 0.
Ne segue 
he le soluzioni sono x1 = 0 e x2 = −b/2a.

Soluzione 
) ax2 + c = 0: Res
riviamo l'equazione nella forma x2 = −c/a. Le
soluzioni sono

(1) x1,2 = ±
√

−c
a se −c/a ≥ 0;

(2) x ∈ ∅ se −c/a < 0.

Problema 2.2. Risolvere le seguenti equazioni in R

a) (1−
√
6)x = x2, b) (x+ 4)2x =

√
6.x, c) 3y2 − 2 =

√
3,

d) y2 + 2 =
√
2, e)

x2 − 1, 5√
2

+
x2

√
8
= 1

1

2
, f) 5x2 − 2x− 3 = 0,

g) 4x2 − 17x− 15 = 0, h) − 2x2 − x− 1, i) x2 − 3x+ 0, 75 = 0,

j) x2 − 4
1

2
x+ 4

1

2
= 0, k) 2y2 − y +

√
2 = 0, ℓ) 8x− 5− 3x2 = 0,

m) −3x2−
√
2x+

√
5 = 0, n)

√
3−

√
5x−2x2 = 0, o) x2+

√
3x+1−

√
3 = 0,

p) 2u2 + (1+
√
2)u−

√
2 = 0, q) 3t2 − (

√
6+ 1)t+1 = 0, r) 4t2 +4t+1 = 0,

s) t2 +2
√
2t+2 = 0, t)

√
27y2 −

√
3√

2
− y√

3
= 0, u)x2 − (6+

√
3)x+6

√
3 = 0,

v) x2 + (5−
√
10x− 5

√
10 = 0, w) x2 − (2a+ 1)x+ a2 + a− 6 = 0,

ii) ay2 − (a2 − 1)y − a = 0, a 6= 0, pp) (a− 1)x2 − 6ax+ 9a− 1 = 0.

Risp. a) x1 = 0 e x2 = 1 −
√
6; b) x1 = 0 e x2 =

√

3/2 − 4; 
) y1,2 =

±
√

(
√
3 + 2)/3; d) x ∈ ∅; e) x1,2 = ±

√√
2 + 1; f) x1 = 1 e x2 = −0, 6; g) x1 = 5

e x2 = −3/4; h) x1 = −1 e x2 = −0, 5; i) x1,2 = (3 ±
√
6)/2; j) x1 = 3 e

x2 = 1, 5; k) x ∈ ∅; ℓ)x1 = 1 e x2 = 5/3; m) x1,2 = (−
√
2 ±

√

12
√
5 + 2)/6;

n) x1,2 = (−
√
5±

√

8
√
3 + 5)/4; o) x1,2 = (−

√
3±

√

4
√
3− 1)/2; p) u1,2 = (−(1+√

2) ±
√

10
√
2 + 3)/4; q) t ∈ ∅; r) t1,2 = −1/2; s) t1,2 = −

√
2; t) y1,2 =

√
2±

√
110

18 ;

u) x1 = 6 e x2 =
√
3, v) x1 =

√
10 e x1 = −5; w) x1 = a+3 e x2 = a− 2; ii) x1 = a

e x2 = 1/a;

pp)







x ∈ ∅, se a ∈ (−∞; 1/10);
x1,2 = (3a±

√
10a− 1)/(a− 1), se a ∈ [1/10; 1)∪ (1,+∞);

x = 4/3, se a = 1.

Problema 2.3. Come si possono de
omporre i seguenti polinomi in R

a) ax2 + bx+ c, a, b, c 6= 0, b)ax2 + bx, a, b 6= 0, c)ax2 − c, a, c 6= 0.

Soluzione a) ax2 + bx+ c: Se D = b2 − 4ac > 0 abbiamo

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2), x1,2 =
−b±

√
D

2a
.

Se D = 0 abbiamo

ax2 + bx+ c = a(x− x1)
2, x1 =

−b

2a
.

Se D < 0 il polinomio é irredu
ibile.

Soluzione b) ax2 + bx: Abbiamo ax2 + bx = x(ax + b).
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Soluzione 
) ax2 − c:

ax2 − c =







(
√
ax+

√
c)(

√
ax−√

c), se a > 0, c > 0;
−(

√−ax+
√−c)(

√−ax−√−c), se a < 0, c < 0;
irreducibile, se ac < 0.

Problema 2.4. Come si possono de
omporre i seguenti polinomi in R

a) 5x2 −
√
3x; b)2x2 − 7; c) − 3x2 − 1; d) x2 − 5x+ 6;

e) − x2 − x+ 20; , f) 2x2 + 5x− 3; g)− 5y2 + 14y + 3; h) − 2x2 − x+ 5;

i) 4x− 4x2 − 1; j)
1

9
x2 +

4

3
x+ 4; k) 4− x− x2; ℓ) − x2 + (3−

√
2)x+ 3

√
2;

m) x2 + 3
√
2x+ 5; n) − 5x2 + x− 1; o) y3 − 2y − 15y.

Risp. a)x(
√
5x−3); b) (

√
2x+

√
7)(

√
2x−

√
7) 
) irreddu
ibile; d) (x−3)(x−2);

e) (4− x)(x+5); f) (2x− 1)(x+3); g) (3− y)(5y+1); h) −2(x+(1−
√
41)/4)(x+

(1+
√
41)/4); i) −2(x− 1)2; j) (2+x/3)2; k) −(x+(1−

√
17)/2)(x+(1+

√
17)/2);

ℓ)(3− x)(x+
√
2); m) non si puo de
omporre; n) non si puo de
omporre; o) y(y +

3)(y − 5).

2.2. Disequazioni di se
ondo grado ax2 + bx+ c S 0, a 6= 0, a, b, c ∈ R..

Problema 2.5. Risolvere in R le seguente disequazioni

a) ax2+bx+c > 0, b) ax2+bx+c ≥ 0, c) ax2+bx+c < 0, d) ax2+bx+c ≤ 0.

Soggerimento: Sia

D = b2 − 4ac.

Per il 
aso a > 0 poniamo

x1 =
−b−

√
D

2a
, x2 =

−b+
√
D

2a
quando D ≥ 0.Abbiamo x1 ≤ x2 e la Fig. 1. Le soluzioni sono dati nella tabella 1.

Figure 1. Il 
aso a > 0.

Per il 
aso a < 0 poniamo

x1 =
−b+

√
D

2a
, x2 =

−b−
√
D

2a
quando D ≥ 0.Abbiamo x1 ≤ x2 e la Fig. 2. Le soluzioni sono dati nella tabella 2.

Problema 2.6. Risolvere in R le seguente disequazioni

a) x2 ≥ 0; b)x2 > 0; c)x2 < 0; d)x2 ≤ 0; e)2x2 + x− 1 ≥ 0,

f) − 5x2 < −2;
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I 
aso: a > 0 D > 0 D = 0 D < 0
ax2 + bx+ c > 0 x ∈ (−∞;x1) ∪ (x2; +∞) x ∈ (−∞;x1) ∪ (x1; +∞) x ∈ R

ax2 + bx+ c ≥ 0 x ∈ (−∞;x1] ∪ [x2; +∞) x ∈ R x ∈ R

ax2 + bx+ c < 0 x ∈ (x1;x2) x ∈ ∅ x ∈ ∅
ax2 + bx+ c ≤ 0 x ∈ [x1;x2] x = x1 x ∈ ∅

Table 1. Il 
aso a > 0.

Figure 2. Il 
aso a < 0.

II 
aso: a < 0 D > 0 D = 0 D < 0
ax2 + bx+ c > 0 x ∈ (x1;x2) x ∈ ∅ x ∈ ∅
ax2 + bx+ c ≥ 0 x ∈ [x1;x2] x = x1 x ∈ ∅
ax2 + bx+ c < 0 x ∈ (−∞;x1) ∪ (x2; +∞) x ∈ (−∞;x1) ∪ (x1; +∞) x ∈ R

ax2 + bx+ c ≤ 0 x ∈ (−∞;x1] ∪ [x2; +∞) x ∈ R x ∈ R

Table 2. Il 
aso a > 0.

3. Equazioni e disuguaglianze:

Problema 3.1. Risolvere le equazioni

a) 15x3 + x2 − 2x = 0,

b) x3 + 2x4 + 4x2 + 2 + x = 0,

c) (1 + x2)2 = 4|x|(1− x2),

d) ||3x− 1| − 5| = 2,

e) ||3|x| − 1| − 5| = 2,

Soluzione del punto d). Abbiamo la proprietà

(2) |A| = b 
on b ≥ 0 signi�
a A = ±b.

Quindi léquazione in d) impli
a

(3) |3x− 1| − 5 = 2 ⇐⇒ |3x− 5| = 7

o

(4) |3x− 1| − 5 = −2 ⇐⇒ |3x− 5| = 3

Per (3) appli
hiamo la proprietà (2) e dedu
iamo

(5) |3x− 5| = 7 ⇐⇒ 3x− 5 = ±7 ⇐⇒ x = 4, x =
2

3
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Per (4) appli
hiamo la proprietà (2) e dedu
iamo

(6) |3x− 5| = 3 ⇐⇒ 3x− 5 = ±3 ⇐⇒ x =
2

3
, x =

8

3

Tutte le soluzioni sono

x = 4, x =
2

3
, x =

8

3
.

�

Problema 3.2. Trovare p, q tale 
he le radi
i dell'equazione

x2 + px+ q = 0

sono p e q.

Soluzione. Abbiamo il sistema

p+ q = −p,

pq = q.

Se q = 0 allora p = 0. Se q 6= 0, allora p = 1 e q = −2. �

Problema 3.3. Per l'equazione

x2 + px+ 12 = 0

sappiamo 
he le due radi
i x1, x2 soddisfano x1 − x2 = 1. Trovare p.

Soluzione. Abbiamo

x1 + x2 = −p

x1 − x2 = 1

e quindi

x1 =
1− p

2
, x2 = −1 + p

2
.

L'identit

�

à di Viet x1x2 = 12 impli
a

1− p

2

(

−1 + p

2

)

= 12 ⇐⇒ 1− p2 = −48

e quindi p = ±7. �

In al
uni 
asi si 
hiede di trovare la 
ondizione su�
iente e ne
essaria tale 
he le

due radi
i del'equazione

(7) P (x) = 0, P (x) = ax2 + bx+ c

sono due numeri reali x1, x2 e soddisfano x1, x2 ≤ A. Piu pre
isamente noi 
er
hi-

amo 
ondizione 
he utilizza i 
oe�
ienti a, b, c nella equazione (7).

Abbiamo la seguente proprietà.

Lemma 3.1. Sia A numero reale e P (x) = ax2 + bx+ c. La 
ondizione su�
iente

e ne
essaria tale 
he le due radi
i del'equazione P (x) = 0 sono due numeri reali

x1, x2 e soddisfano x1 ≤ A e x2 ≤ A e data del sistema

b2 − 4ac ≥ 0

x1 + x2 ≤ 2A(8)

aP (A) ≥ 0.

Ci sono varianti della stessa proporietá.
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Lemma 3.2. Sia A numero reale e P (x) = ax2 + bx+ c. La 
ondizione su�
iente

e ne
essaria tale 
he le due radi
i del'equazione P (x) = 0 sono due numeri reali

x1, x2 e soddisfano x1 > A e x2 > A e data del sistema

b2 − 4ac ≥ 0

x1 + x2 > 2A(9)

aP (A) > 0.

Problema 3.4. Trovare per quali valori del parametro m l'equazione

mx2 − 2mx+m2 − 1 = 0,

ha due radi
i nel intervallo (−2, 4).

Problema 3.5. Trovare per quali valori del parametro m ≥ 0 l'equazione

x2 − (1−m2)x−m = 0,

ha due radi
i nel intervallo [−2, 2].

Soluzione. Sia x1, x2 due radi
i di

(10) P (x) = 0, P (x) = x2 − (1−m2)x−m.

Per garantire l'esistenza di due soluzioni reali abbiamo la 
ondizione

D = (1−m2)2 + 4m ≥ 0.

La 
ondizione su�
iente e ne

essari 
he entrambi x1, x2 sono in [−2, 2] e prati
a-
mente spiegata in (12), 
ioé 
hiediamo

(1−m2)2 + 4m ≥ 0

−4 ≤ x1 + x2 ≤ 4(11)

P (2) = 4− 2(1−m2)−m ≥ 0

P (−2) = 4 + 2(1−m2)−m ≥ 0.

Usando le formule di Viet, troviamo

x1 + x2 = 1−m2.

Il sistema diventa

(1−m2)2 + 4m ≥ 0

−4 ≤ 1−m2 ≤ 4(12)

2m2 −m+ 2 ≥ 0

2m2 +m− 6 ≤ 0.

La soluzione é m ∈ [0, 3/2]. �

Problema 3.6. Risolvere le disuguaglianze

a) |x| ≤ 1

x− 1
,

b)|x− 1|+ 2|x− 3| < 2,

c) x2 − |x| < 0,

d) x2 − 3|x|+ 2 > 0,

e) (1 + x)2 < |1− x2|,
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f) x|x| − 4x+ 3 < 0,

g)
x− 1

2x+ 1
> 0,

h)
x− 1

x
− x+ 1

x− 1
< 2,

i)
x

x− 1
− 2

x+ 1
− 8

x2 − 1
< 0.

Risp. a) x ∈ (1, (1+
√
5)/2], b) x ∈ ∅, 
) x ∈ (−1, 0)∪ (0, 1), d) x ∈ (−∞,−2)∪

(−1, 1) ∪ (2,∞), e) x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 0), f) x ∈ (−∞,−2 −
√
7) ∪ (1, 3), g)

x ∈ (−∞,−1/2)∪ (1,∞), h) x ∈ (−∞, 0) ∪ (1,∞), i) x ∈ (−2,−1) ∪ (1, 3).

Soluzione a). Dominio della disequazione

|x| ≤ 1

x− 1

é x 6= 1. Per x > 0 abbiamo

x− 1

x− 1
≤ 0

(x− 1)(x2 − x− 1) ≤ 0.

La soluzione é x ∈ (1, (1 +
√
5)/2].

Per x < 0 abbiamo

−x− 1

x− 1
≤ 0

(x− 1)(−x2 + x− 1) ≤ 0

x2 − x+ 1 ≤ 0

la soluzione é l'insieme vuoto. �

Soluzione e). La disequazione

(1 + x)2 < |1− x2|
ha due 
asi da 
onsiderare:

a) 1− x2 ≥ 0, in questo 
aso la disequazione diventa

1 + 2x+ x2 < 1− x2

o

2x(x+ 1) < 0

La soluzine e x ∈ (−1, 0).
b) 1− x2 < 0, in questo 
aso la disequazione diventa

1 + 2x+ x2 < x2 − 1

o x < −1.
�

Problema 3.7. Per quale valore del parametro a la disuguaglianza

−3 <
x2 + ax− 2

x2 − x+ 1
< 2

e' vera per ogni x?

Risp. a ∈ (−1, 2).
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Problema 3.8. Per quale valore del parametro a la disuguaglianza

(a2 − 1)x2 + 2(a− 1)x+ 1 > 0

e' vera per ogni x?

Risp. a > 1.

Problema 3.9. Risolvere le equazioni

a)
√
x =

√
−x,

b)
√
1 + x = 2− 3x,

c)
√

1 + 2x2 + x4 = 10,

d)
√
2x− 1 = x+ 3,

e) x2 + 5x+ 4− 5
√

x2 + 5x+ 28 = 0,

f)x−
√

x+ 6

3
= 4,

g)
x2 − x

x−√
x
= 6

Soluzione b). L'equazione ha dominio

x ∈
[

−1,
2

3

]

In questo dominio. l'equazione

√
1 + x = 2− 3x

si puo ris
rivere 
ome

1 + x = 4− 12x+ 9x2 ⇐⇒ 9x2 − 13x+ 3 = 0.

Tra le due soluzioni

x1 =
13 +

√
61

18
, x2 =

13−
√
61

18
solo x2 é nel dominio. �

Soluzione 
). L'equazione é

1 + x2 = 10

e quindi ponendo x = ±3. �

Soluzione d). Il dominio dell equazione e

x ≥ 1

2

Nel dominio l'equazione e equivalente a

2x− 1 = x2 + 6x+ 9

x2 + 4x+ 10 = 0

e quindi non ha soluzioni in R. �

Risposte. a) x = 0, b)(13 −
√
61)/18, 
)±

√
3 d) non 
i sono soluzioni; e)

x = 4,−9, f) 6, g) 3.
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Problema 3.10. Vedere per quale valore del parametro a l'equazione

√

x2 + x+ 1 = ax+ 1

ha uni
a soluzione x 6= 0.

Soluzione. L'equazione è equivalente a

x2 + x+ 1 = a2x2 + 2ax+ 1

e quindi

x2(1 − a2) + x(1− 2a) = 0.

Se 1−a2 = 0 allora abbiamo uni
a soluzione x = 0. Se 1−a2 6= 0, 1− 2a 6= 0 allora

abbiamo

x =
1− 2a

a2 − 1

ome uni
a soluzione diversa da 0. La 
ondizione ax+ 1 ≥ 0 impli
a

a(1− 2a)

a2 − 1
+ 1 ≥ 0

a2 − a+ 1

a2 − 1
≤ 0

e quindi

a ∈ (−1, 1), a 6= 1/2

è il dominio 
er
ato. �
Problema 3.11. Risolvere le equazioni

a)
√

4x2 + 9x+ 5−
√

2x2 + x− 1 =
√

x2 − 1,

b) x2 + 5x+ 4− 5
√

x2 + 5x+ 28 = 0,

c)∗
√
2x+ 4− 2

√
2− x =

12x− 8√
9x2 + 16

.

d)

√

x− 2 +
√
2x− 5 +

√

x+ 2 + 3
√
2x− 5 = 7

√
2,

e)

√
1 + x−

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

=
15

8

3
√
x

3
√
15

,

f) (x− 3)2 + 3x− 22 =
√

x2 − 3x+ 7,

g)∗ x2 +
√
x+ 5 = 5,

Risp. a) x = −1, 5, b) x = 4,−9, 
) x = 2/3, 4
√
2/3, d) x = 15, e)

x = 0,±24/25.

Soluzione a). Usando le de
omposizioni

4x2 + 9x+ 5 = 4(x+ 1)(x+ 5/4), 2x2 + x− 1 = 2(x+ 1)(x− 1/2),

si vede 
he l'equazione

√

4x2 + 9x+ 5 =
√

2x2 + x− 1 +
√

x2 − 1

ha dominio x ∈ (−∞,−5/4]∪ [1,+∞). Elevando al quadrato, otteniamo

4x2 + 9x+ 5 = x2 − 1 + 2x2 + x− 1 + 2
√

x2 − 1
√

2x2 + x+ 1

e quindi

x2 + 8x+ 7 = 2
√

x2 − 1
√

2x2 + x+ 1,
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da qui dedu
aimo 
he il dominio va interse

ato 
on il vin
olo

x2 + 8x+ 7 ≥ 0

e quindi il dominio é x ∈ (−∞,−7] ∪ [1,+∞). Léquazione

(x+ 1)(x+ 7) = 2
√

2(x− 1)(x+ 1)2(x− 1/2)

impli
a

(x+ 1)2(x+ 7)2 = 4(x− 1)(x+ 1)2(2x− 1)

e una soluzione ovvia e x1 = −1. Se x1 6= −1, allora

(x+ 7)2 = 4(x− 1)(2x− 1) =⇒ 7x2 − 26x− 45 = 0.

Tra le due soluzioni

x2 =
13 +

√
484

7
= 5, x3 =

13− 22

7
=

−9

7

solo x2 é nel dominio. Cosi tutte le soluzioni sono

x1 = −1, x2 = 5.

�

Soluzione 
). Abbiamo le relazioni

√
2x+ 4− 2

√
2− x =

6x− 4√
2x+ 4 + 2

√
2− x

e quindi l'équazione 
) diventa

6x− 4√
2x+ 4 + 2

√
2− x

=
12x− 8√
9x2 + 16

.

Le soluzioni sono

6x− 4 = 0,=⇒ x =
2

3
o

(13)

√

9x2 + 16 = 2
(√

2x+ 4 + 2
√
2− x

)

.

L'equazione (13) impli
a

9x2 + 16 = 4
(

2x+ 4 + 4(2− x) + 4
√
2
√

4− x2
)

9x2 − 32 = −8x+ 16
√
2
√

4− x2.

Usando la relazione

−8x+ 16
√
2
√

4− x2 = 8(−x+
√
32− 8x) = 8

32− 9x2

x+
√
32− 8x

troviamo

9x2 − 32 = 0.

�
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Soluzione d). Abbiamo l'equazione

√

x− 2 +
√
2x− 5 +

√

x+ 2 + 3
√
2x− 5 = 7

√
2.

La sostituzione

y =
√
2x− 5

impli
a

x =
y2 + 5

2
e quindi

x− 2 +
√
2x− 5 =

y2 + 5

2
− 2 + y =

y2 + 2y + 1

2
=

(y + 1)2

2
e

x+ 2 + 3
√
2x− 5 =

y2 + 5

2
+ 2 + 3y =

y2 + 6y + 9

2
=

(y + 3)2

2
Cosí l'equazione diventa

|y + 1|√
2

+
|y + 3|√

2
= 7

√
2

e quindi

|y + 1|+ |y + 3| = 14.

Abbiamo 3 
asi:

Caso a:) y ≤ −3. L'equazione diventa

−(y + 1)− (y + 3) = 14 =⇒ y = −9.

Caso b:) −3 ≤ y ≤ −1. L'equazione diventa

−(y + 1) + (y + 3) = 14.

Non 
'e soluzione.

Caso 
:) y ≥ −1 L'equazione diventa

(y + 1) + (y + 3) = 14 =⇒ y = 5.

In 
o
lusione abbiamo due soluzioni in y

y1 = −9, y2 = 5.

La sostituzione

y =
√
2x− 5

mostra 
he solo y2 = 5 é soluzione. La relazione

x =
y2 + 5

2

impli
a

x = 15.

�

Soluzione e). Dopo razzionalizzazione troviamo

√
1 + x−

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

=
15

8

3
√
x

3
√
15√

1 + x−
√
1− x√

1 + x+
√
1− x

=
x

1 +
√
1− x2
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e ponendo

c =
8

15
3
√
15 =

8

152/3
,

troviamo l'equazione

cx2/3 = 1 +
√

1− x2.

Un'altra sostituzione y = x2/3 ≥ 0 
i porta all'equazione

cy − 1 =
√

1− y3.

Da qui otteniamo

c2y2 − 2cy + 1 = 1− y3

y3 + c2y2 − 2cy = 0

y = 0 o y2 + c2y − 2c = 0.

Abbiamo

D = c4 + 8c = c(c3 + 8) = c

(

83

152
+ 8

)

= c8
82 + 152

152

= 8c
172

152
=

82

152/3
172

152
=

(

8

151/3
17

15

)2

=

(

136

154/3

)2

.

l'uni
a soluzione positiva e

y =
−c2 +

√
D

2
=

1

2

(

− 64

154/3
+

136

154/3

)

=
1

2

(

72

154/3

)

=
62

154/3
.

Alla �ne l'equazione

x2/3 =
62

154/3

impli
a

x = ± 63

152
= ±24

25
.

�

Soluzione g). Il dominio di

(14) x2 +
√
x+ 5 = 5

e x ∈ (−
√
5,
√
5). Abbiamo le relazioni

x2 +
√
x+ 5 = 5 =⇒ x4 − 10x2 − x+ 20 = 0.

Usiamo le relazioni

x4 − 10x2 − x+ 20 = x4 − (x2 − 10x+ 25)− (9x2 − 9x− 45) =

= x4 − (x− 5)2 − 9(x2 − x− 5) = (x2 − x− 5)(x2 + x+ 5)− 9(x2 − x− 5) =

= (x2 − x− 5)(x2 + x− 4)

Cosi ogni soluzione di (14) sarà soluzione di

x2 − x− 5 = 0 =⇒ x1 =
1 +

√
21

2
, x2 =

1−
√
21

2

o di

x2 + x− 4 = 0 =⇒ x3 =
−1 +

√
17

2
, x4 =

−1−
√
17

2
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Si vede 
he x1 e x4 non entrano nel dominio dell'èquazione (14) e quindi le due

soluzioni sono

x2 =
1−

√
21

2
, x3 =

−1 +
√
17

2
.

�

Se
onda Soluzione g). Consideriamo il problema

(15) x2 +
√
x+ a = a

Per risolverlo rispetto a abbiamo

x+ a = a2 + x4 − 2ax2

Il dis
riminante è

D = 4x4 + 4x2 + 1− 4(x4 − x) = 4x2 + 4x+ 1 = (2x+ 1)2

e quindi

a1 =
2x2 + 1 + 2x+ 1

2
= x2 + x+ 1, a2 =

2x2 + 1− 2x− 1

2
= x(x − 1).

Così troviamo due equazioni

x2 + x+ 1 = 5, x3 =
−1 +

√
17

2
, x4 =

−1−
√
17

2

e

x2 − x = 5, x1 =
1 +

√
21

2
, x2 =

1−
√
21

2
.

Si vede 
he x1 e x4 non entrano nel dominio dell'èquazione (14) e quindi le due

soluzioni sono

x2 =
1−

√
21

2
, x3 =

−1 +
√
17

2
.

�

Problema 3.12. Risolvere le disuguaglianze:

a) (
ompito Novembre 2006/2007)

2−
√
x+ 2 >

√
2x+ 5,

b) (
ompito Gennaio 2005)

x+
√

x2 + x− 2 > 0,

c)
√
x− 1 < x− 1.

Risposte. 
) x > 2.
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4. Eser
izi su estremi superiori, estremi inferiori, massimi e minimi

Problema 4.1. Determinare il minimo, il massimo, l'estremo inferiore e l'estremo

superiore (se esistono) degli insiemi

{x ∈ R : |x2 + 1| < |x− 3| − 1} {x ∈ R : |x2| <
∣

∣

∣

∣

x− 3

x

∣

∣

∣

∣

− 1}.

Problema 4.2. Determinare il minimo, il massimo, l'estremo inferiore e l'estremo

superiore (se esistono) degli insiemi A ∪B, A ∩B e A \B, dove

A =
{

x ∈ R :
√

x2 − 6x+ 9 ≥ x− 1
}

,

B =

{

x ∈ R :
−2(x4 − 8x2 + 16)(9− x2)(x− 4)3

3(x2 − x− 12)(x2 − 2x− 15)(x+ 3)
≤ 0

}

.

Soluzione. Per risolvere i quesiti proposti è ne
essario determinare le soluzioni delle

disequazioni 
he de�nis
ono gli insiemi A e B.
Iniziamo 
onsiderando l'insieme A e quindi

√

x2 − 6x+ 9 ≥ x− 1.

Risolvere questa disequazione equivale a risolvere i due sistemi (

1

)























x− 1 ≥ 0

x2 − 6x+ 9 ≥ 0

x2 − 6x+ 9 ≥ (x− 1)2







x− 1 < 0

x2 − 6x+ 9 ≥ 0.
(16)

Da 
ui























x ≥ 1

(x− 3)2 ≥ 0

2 ≥ x







x < 1

(x− 3)2 ≥ 0 (ovvero ogni) x ∈ R.
(17)

Le soluzioni del primo sistema sono 1 ≤ x ≤ 2, mentre del se
ondo x < 1. Quindi
possiamo s
rivere 
he

A = {x : x ≤ 2}.

1

Ri
ordiamo lo s
he di ragionamento da seguire nella soluzione delle disequazioni irrazionali di

questo tipo. Ovvero risolvere

√

P (x) ≥ Q(x) equivale a risolvere























Q(x) ≥ 0

P (x) ≥ 0 (realtà della radi
e)

P (x) ≥ Q2(x)

oppure







Q(x) < 0

P (x) ≥ 0 (realtà della radi
e).

Si osservi 
he nel primo sistema la 
ondizione di realtà della radi
e (P (x) ≥ 0) è super�ua,

in quanto è 
onseguenza della terza disequazione. In ogni 
aso il suo inserimento non altera il

risultato.
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Per determinare l'insieme B, determiniamo l'insieme delle soluzioni della dise-

quazione

−2(x4 − 8x2 + 16)(9− x2)(x− 4)3

3(x2 − x− 12)(x2 − 2x− 15)(x+ 3)
≤ 0.

Ovvero, 
ambiando il segno

2(x4 − 8x2 + 16)(9− x2)(x − 4)3

3(x2 − x− 12)(x2 − 2x− 15)(x+ 3)
≥ 0

Che equivale a risolvere i seguenti sistemi (

2

)







2(x4 − 8x2 + 16)(9− x2)(x− 4)3 ≥ 0

3(x2 − x− 12)(x2 − 2x− 15)(x+ 3) > 0

oppure







2(x4 − 8x2 + 16)(9− x2)(x− 4)3 ≤ 0

3(x2 − x− 12)(x2 − 2x− 15)(x+ 3) < 0

In 
ias
uno dei sistemi, le disequazioni si risolvono 
onsiderando i segni dei fattori


he le 
ompongono.

Iniziamo 
onsiderando x4−8x2+16, 
he è un quadrato perfetto: x4−8x2+16 =
(x2 − 4)2 e quindi risulta essere sempre non negativo.

Inve
e 9− x2 ≥ 0 se −3 ≤ x ≤ 3, mentre è 9− x2 ≤ 0 se x ≤ −3 oppure x ≥ 3.
In�ne (x− 4)3 ≥ 0 se x ≥ 4, mentre è (x− 4)3 ≤ 0 se x ≤ 4. (3)
Considerando i fattori del denominatore, si ha:

x2 − x− 12 > 0 se x < −4 oppure x > 3, mentre x2 − x− 12 < 0 se −4 < x < 3.
x2−2x−15 > 0 se x < −3 oppure x > 5, mentre x2−2x−15 < 0 se −3 < x < 5.
x+ 3 > 0 se x > −3, mentre x+ 3 < 0 se x < −3.
Riportiamo i risultati negli s
hemi seguenti

2

Ri
ordiamo lo s
hema di risoluzione delle disequazioni fratte, 
ioé risolvere

P (x)

Q(x)
≥ 0

equivale a risolvere







P (x) ≥ 0

Q(x) > 0
oppure







P (x) ≤ 0

Q(x) < 0

3

Ri
ordare 
he x3 ≥ 0 se e solo se x ≥ 0. Più in generale, per ogni n ∈ N, x2n+1 ≥ 0 se e solo

se x ≥ 0.
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−3 3 4

x4 − 8x2 + 16 + + + + + + + + + + + +

9− x2 − − + + + + − − − − − −

(x− 4)3 − − − − − − − − − − + +

(x4 − 8x2 + 16)(9− x2)(x − 4)3 + + − − − − + + + + − −

−4 −3 3 5

x2 − x− 12 + + ◦ − − − − ◦ + + ◦ + +

x2 − 2x− 15 + + + + ◦ − − − − ◦ + +

x+ 3 − − − − ◦ + + + + + +

(x2 − x− 12)(x2 − 2x− 15)(x+ 3) − − ◦ + + ◦ + + ◦ − − ◦ + +

−4 −3 3 4 5

(x4 − 8x2 + 16)(9− x2)(x− 4)3 + + + + − − + + − − −−

(x2 − x− 12)(x2 − 2x− 15)(x+ 3) − − ◦ + + ◦ + + ◦ − − − − ◦ + +

2(x4 − 8x2 + 16)(9− x2)(x− 4)3

3(x2 − x− 12)(x2 − 2x− 15)(x+ 3)
− − ◦ + + ◦ − − ◦ − − + + ◦ − −

L'insieme B è dato da −4 < x < −3, 4 ≤ x < 5.
Osservando 
he la frazione data è 
ostituita da un rapporto tra prodotti di poli-

nomi si poteva an
he pro
edere riportando in uno s
hema uni
o il segno di 
ias
uno

di essi nel modo 
he segue.
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−4 −3 3 4 5

(x4 − 8x2 + 16) + + + + + + + + + + ++

(9 − x2) − − − − + + − − − − − −

(x− 4)3 − − − − − − − − + + + +

(x2 − x− 12) + + ◦ − − − − ◦ + + + + + +

(x2 − 2x− 15) + + + + ◦ − − − − − − ◦ ++

(x+ 3) − − − − ◦ + + + + + + + +

2(x4 − 8x2 + 16)(9− x2)(x− 4)3

3(x2 − x− 12)(x2 − 2x− 15)(x+ 3)
− − ◦ + + ◦ − − ◦ − − + + ◦ − −

Possiamo quindi s
rivere an
he B = (−4,−3) ∪ [4, 5). Quindi, tenuto 
onto dei

risultati ottenuti

A ∪B = (−∞, 2] ∪ (−4,−3) ∪ [4, 5) = (−∞, 2] ∪ [4, 5).

sup(A ∪B) = 5, inf(A ∪B) = −∞.

A ∩B = (−∞, 2] ∩ (−4,−3) ∩ [4, 5) = (−4,−3).

sup(A ∩B) = −3, inf(A ∩B) = −4.

Tenendo presente le regole delle operazioni tra insiemi(

4

)

A \B = (−∞, 2] \ {(−4,−3) ∪ [4, 5)} = (−∞, 2] \ (−4,−3) ∩ {(−∞, 2] \ [4, 5)} =

= {(−∞,−4] ∪ [−3, 2]} ∩ (−∞, 2] =

= {(−∞,−4] ∩ (−∞, 2]} ∪ {[−3, 2]∩ (−∞, 2]} = (−∞,−4] ∪ [−3, 2] = [−3, 2]

(18)

In de�nitiva

sup(A \B) = 2, (
he è an
he massimo) inf(A \B) = −3 (
he è an
he minimo).

�

Problema 4.3. Determinare il minimo, il massimo, l'estremo inferiore e l'estremo

superiore (se esistono) degli insiemi

{x ∈ R : |x2 − 1| < |x+ 3| − 2} { 1
n
+ sin

(

(2m+ 1)
π

2

)

: n,m ≥ 1 ∈ N}.

4

Se X, Y, Z sono insiemi, allora (legge di De Morgan)

X \ (Y ∪ Z) = (X \ Y ) ∩ (X \ Z).

Proprietà distributiva di ∪ rispetto a ∩

X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z).
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Problema 4.4. Determinare il minimo, il massimo, l'estremo inferiore e l'estremo

superiore (se esistono) degli insiemi

{x ∈ R : 4 > |1− x||1 + x|+ (1− x)2}
{

1

2n
− 1

2n− cos(mπ)
: n,m ≥ 1 ∈ N

}

.

Problema 4.5. Trovare l'intersezione A
⋂

B dove

A = {x ∈ R : x4 + |x− 3| = sin
(

x
π

2

)

}

e B = {x ∈ R : |x| ≤ 2}.
Problema 4.6. Trovare l'estremo superiore, l'estremo inferiore, il massimo e il

minimo di A
⋂

B dove

A = {x ∈ R :

∣

∣

∣

∣

x− 1

x
+ 1

∣

∣

∣

∣

+ x ≤ 1 + x

x
}

and B = Z.

Problema 4.7. Trovare l'estremo superiore, l'estremo inferiore, il massimo e il

minimo di A
⋂

B dove

A = {x ∈ R : x2 + |x− 1| < 2}
and B = Q.

Problema 4.8. Trovare l'estremo superiore, l'estremo inferiore, il massimo e il

minimo di A
⋂

B dove

A = {x ∈ R : |x− 1|+ |x+ 2| ≤ 2|x− 3|}
and B = Q.

Problema 4.9. Trovare l'estremo superiore, l'estremo inferiore, il massimo e il

minimo di tutti x ∈ R tale 
he esiste y ∈ R tale 
he

|x+ y|+ y ≤ 2.

5. Funzioni exp e log.

La funzione esponenziale f(x) = ax dove a > 0, a 6= 1 e de�nita per ogni x ∈ R.

De�nition 5.1. Se a > 1 e x ∈ R é �ssato, allora de�niamo l'insieme

Aa,x = {ar; r ∈ Q, r < x} .
Abbiamo

ax = supAa,x.

De�nition 5.2. Se a < 1 e x ∈ R é �ssato, allora de�niamo l'insieme

Aa,x = {ar; r ∈ Q, r < x} .
Abbiamo

ax = inf Aa,x.

Proprieta'

ax > 0, axbx = (ab)x, a0 = 1, ax+y = axay, ax−y =
ax

ay
, a−x =

1

ax
, (ax)y = axy
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De�nition 5.3. Sia a > 0, a 6= 1, e b > 0. Allora loga b e' de�nito 
on

loga b = c ⇔ ac = b.

Proprieta':

loga(b1.b2) = loga b1 + loga b2, a > 0, a 6= 1, b1, b2 > 0,

loga(b
d) = d loga b, a > 0, a 6= 1, b > 0, d ∈ R.

loga b =
logA b

logA a
, a, A > 0, a 6= 1, A 6= 1, b > 0.

Problema 5.1. Risolvere le seguente equazioni

a) 4x − 2x+2 − 32 = 0,

b)
√

31/x − 31/x = 27,

c) 4
√
x2−2+x = 6 + 5.2x−1+

√
x2−2,

d) 3.4
√
x−1 − 2.6

√
x−1 = 9

√
x−1,

e)

(√

2−
√
3

)x

+

(√

2 +
√
3

)x

= 4.

f) 9(9x + 9−x)− 3(3x + 3−x) = 72,

g) 2|x+2| − |2x+1 − 1| = 2x+1 + 1,

g) 3x8x/(x+2) = 6.

Soluzione a). Ponendo y = 2x, y > 0 troviamo l'equazione

y2 − 4y − 32 = 0,


he ha soluzioni

y1 = 2−
√
36 = 2 + 6 = 8, y2 = −4

L'uni
a soluzione positiva e y1 e quindi 2x = 8 impli
a x = 3. �

Soluzione b). Ponendo y =
√
31/x, y > 0 troviamo l'equazione

y − y2 = 27 ⇐⇒ y2 − y + 27 = 0


he non ha soluzioni. �

Risp. a) 3, d) 1, e) 2, -2, f) 1,-1, g) x = −3 o x ∈ [−1,∞).

Problema 5.2. Risolvere le seguente equazioni

a) log(3x− 8) + lg(2− x) = 5,

b) logx(2x
2 − 5x+ 6) = 2,

c) xlg
3
(3x) = 9,
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d) 2(log2 x+ logx 2) = 5,

e) log2(x+ 1)2 + log2 |x+ 1| = 6.

Soluzione d). Ponendo

y = log2 x

e usando la relazione

logx 2 =
1

log2 x
,

otteniamo l'equazione

2(y + 1/y) = 5


on le soluzioni

y1 = 1, y2 = 1/2.

Per x troviamo

log2 x = 1 =⇒ x = 1

log2 x = 1/2 =⇒ x = −1.

Le due soluzioni sono

x1 = 1, x2 = −1.

�
Risp. a) non 
'e soluzione, b) 2,3, 
) 1/9, 3, d)

√
2, 4

Problema 5.3. Risolvere le seguente equazioni (a é un parametro reale)

a) loga2 x+ logx2 a = 1,

b) − 5

4
+ logx(5

√
5) =

(

logx2

√
5
)2

,

c) x
√
x =

√
xx.

Problema 5.4. Trovare le soluzioni del sistema

(19)

{

xy = 40 ;

xlg y = 4, .

Risp. 10,4.

Problema 5.5. Risolvere le seguente disuguaglianze

a) 3x+1/2 + 3x−1/2 ≥ 4x+1/2 − 22x−1,

b)

(

1

2

)x

+

(

1

2

)−x−1

≤ 3,

c) lg1/4

(

lg1/3
x

x+ 1

)

< 0,

d) lg

∣

∣

∣

∣

2x− 1

x+ 1

∣

∣

∣

∣

< 0,

e) lgx2 |x− 1| < 1.
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Risp. a) x ∈ (−∞, 3/2], 
) x ∈ (−1/2, 0), d) x ∈ (0, 1/2) ∪ (1/2, 2).

6. Funzioni trigonometri
he

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ,

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ,

sin2 α+ cos2 α = 1.

sin(−α) = − sinα, cos(−α) = cosα, tan(−α) = − tanα.

sin(α+ 2π) = sinα, cos(α+ 2π) = cosα, tan(α+ π) = tanα, cot(α+ π) = cotα.

sin(π−α) = sinα, cos(π−α) = − cosα, sin(π+α) = − sinα, cos(π+α) = − cosα,

sin
(π

2
− α

)

= cosα, cos
(π

2
− α

)

= sinα, sin
(π

2
+ α

)

= cosα, cos
(π

2
+ α

)

= − sinα,

Per 0 < α < π

sinα < α

e

sinα

α
≥ cosα.

Formule di dupli
azione

sin(2α) = 2 sinα cosα, cos 2α = cos2 α− sin2 α.

Formule di bisezione

sin2 α =
1− cos 2α

2
, cos2 α =

1 + cos 2α

2
,

Formule di Werner

sinα cosβ =
sin(α+ β) + sin(α− β)

2
, sinα sinβ =

− cos(α+ β) + cos(α− β)

2

cosα cosβ =
cos(α+ β) + cos(α− β)

2
,

Formule di prostaferesi

sinα+sinβ = 2 sin

(

α+ β

2

)

cos

(

α− β

2

)

, cosα+cosβ = 2 cos

(

α+ β

2

)

cos

(

α− β

2

)

sinα− sinβ = 2 sin

(

α− β

2

)

cos

(

α+ β

2

)

cosα− cosβ = −2 sin

(

α+ β

2

)

sin

(

α− β

2

)

De�nizione delle funzioni tan e cot,

tanα =
sinα

cosα
, cotα =

cosα

sinα

Il dominio per tan e' α 6= (2k + 1)π/2, k ∈ Z. Il dominio per cot e' α 6= kπ, k ∈ Z.
Espresione di sin, cos mediante tan, cot e vi
eversa

sinα = ± tanα√
1 + tan2 α

, sinα = ± 1√
1 + cot2 α
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cosα = ± 1√
1 + tan2 α

, cosα = ± cotα√
1 + cot2 α

tanα =
1

cotα
= ± sinα

√

1− sin2 α
, tanα =

1

cotα
= ±

√
1− cos2 α

cosα
,

tan(α+ β) =
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ
, tan(α− β) =

tanα− tanβ

1 + tanα tanβ
,

cot(α + β) =
−1 + cotα cotβ

cotα+ cotβ
, cot(α− β) =

1 + cotα cotβ

− cotα+ cotβ
,

arcsinx = α, x ∈ [−1, 1] ⇔ sinα = x α ∈ [−π/2, π/2],

arccosx = α, x ∈ [−1, 1] ⇔ cosα = x α ∈ [0, π],

arctanx = α, x ∈ (−∞,∞) ⇔ tanα = x α ∈ [−π/2, π/2],

sinx = sinx0 ⇔ x = x0 + 2kπ, π − x0 + 2kπ, cosx = cosx0 ⇔ x = ±x0 + 2kπ,

tanx = tanx0 ⇔ x = x0 + kπ,

Problema 6.1. Veri�
are le seguente indentita'

sin(π − α) = sinα, cos(π − α) = − cosα, tan(π − α) = − tanα,

sin(π + α) = − sinα, cos(π + α) = − cosα, tan(π + α) = tanα,

sin(π/2 − α) = cosα, cos(π/2− α) = sinα, tan(π/2− α) = cotα,

sin(π/2 + α) = cosα, cos(π/2 + α) = − sinα, tan(π/2 + α) = − cotα,

sin(3π/2− α) = − cosα, cos(3π/2− α) = − sinα, tan(3π/2− α) = cotα,

sin(3π/2 + α) = − cosα, cos(3π/2 + α) = sinα, tan(3π/2 + α) = − cotα.

Problema 6.2. Veri�
are le seguente indentita'

cos4 α− sin4 α = cos(2α), sin(3α) sin(2α) =
1

2
(cosα− cos 5α)

tanα+ tanβ =
sin(α+ β)

cosα cosβ

Problema 6.3. Cal
olare cos(2α) se sinα =
√

2−
√
3/2.

Risp.

√
3/2.

Problema 6.4. Dimostrare 
he

sinα. cos(α+ β) = sinβ ⇒ tan(α+ β) = 2 tanα;

sin(2α+ β) = 5 sinβ ⇒ 2 tan(α+ β) = 3 tanα.

Problema 6.5. Sempli�
are le espressioni

a)
(sinα+ cosα)2

1 + sin(2α)
,

b)

√

sin2 α (1 + cotα) + cos2 α (1 + tanα), (π < α < 3π/2.

Risp. a) 1; b) − sinα− cosα.
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Problema 6.6. Dimostrare le identita'

sin6 α+ cos6 α+ 3 sin2 α cos2 α = 1

1− cot2 α cot2 β = −cos(α+ β). cos(α− β)

sin2 α sin2 β

sin(α− β)

cosα cosβ
+

sin(β − γ)

cos γ cosβ
+

sin(γ − α)

cosα cos γ
= 0.

Problema 6.7. Per quali valori del parametro a valgono le relazioni

a) sin(π − a) = sin a,

b) sin a =
√

1− cos2 a,

c)
√

1 + sin(2a) = sin a+ cos a.

Problema 6.8. Dimostrare 
he l'identitá α+ β + γ = π/2 impli
a

cosα+ cosβ + cos γ = 4 cos
(π

4
− α

2

)

cos

(

π

4
− β

2

)

cos
(π

4
− γ

2

)

.

Problema 6.9. Dimostrare l'identita'

1

2
+ cosx+ cos 2x =

sin 5x/2

2 sin(x/2)
.

Problema 6.10. Cal
olare sin 180.

Problema 6.11. Dimostrare 
he

z +
1

z
= 2 cosα ⇒ zn +

1

zn
= 2 cos(nα) ∀n ∈ N.

Problema 6.12. Trovare tutti x tali 
he

a) sin 5x = cos 2x,

b) sin(2x) + tanx = 2,

c)
1

sinx
+

1

cosx
+

1

sinx cosx
= 5,

d) tan(π tanx) = cot(π cotx),

e) sin17 x+ cos17 x = 1.

Soluzione d). L'equazione

tan(π tanx) = cot(π cotx),

dopo la sostituzione

(20) tanx = y

si puo trasformare in

tan(πy) = cot

(

π

y

)

,


on dominio,

y 6= k

2
, y 6= 1

ℓ
, k, ℓ ∈ Z, k dispari.

L'equazione si puo res
rivere 
ome segue

tan(πy) tan

(

π

y

)

= 1
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o

sin(πy) sin

(

π

y

)

= cos(πy) cos

(

π

y

)

da qui dedu
iamo

cos

(

πy +
π

y

)

= 0.

Questa equiazione impli
a

πy +
π

y
=

π

2
k, k ∈ Z, k dispari.

L'equazione

y +
1

y
=

k

2
⇐⇒ y2 − k

2
y + 1 = 0

ha soluzione solo se

D =
k2

4
− 4 ≥ 0.

Cosi,

k ∈ Z, |k| ≥ 2, k dispari.

Abbiamo le soluzioni

y1 =
k/2 +

√
D

2
=

k +
√
k2 − 16

4
, y2 =

k −
√
k2 − 16

4
.

Usando (20) troviamo

x1 = arctan

(

k +
√
k2 − 16

4

)

+ ℓπ, x2 = arctan

(

k −
√
k2 − 16

4

)

+ ℓπ,

dove

ℓ ∈ Z, k ∈ Z, |k| ≥ 2, k dispari.

�

Problema 6.13. Trovare tutti x ∈ R tale 
he

1 + cos2 x

1 + sinx
> 2.

Problema 6.14. Trovare tutti x ∈ R tale 
he

2sin x > 2cosx.

Problema 6.15. Trovare tutti x ∈ R tale 
he

| sinx+ cosx| < 1.

Problema 6.16 (Test Energia 2017). La funzione f : R → R defnita da f(x) =
arctan(−x) é:

a: iniettiva

b: surgettiva su R


: periodi
a

d: illimitata
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7. Eser
izi su CE, paritá, monotonia delle funzioni

Problema 7.1. Trovare il 
ampo di esistenza delle funzioni:

a)

f(x) = ln

(

√

2x+ 1

x− 1

)

b)

(lnx)2 cos(1 + lnx).

Problema 7.2. Studiare il C.E. e la paritá delle funzioni:

a) f(x) = x2 + |x|+ 3,
b) f(x) = 3

√
6x− 1 + 3

√
−6x− 1,


) f(x) = 5x + 5−x,

d) f(x) = (1+4x)2

4x ,
e) f(x) = x

3x+3−x ,

f ) − x
+x2 + 56x.

Problema 7.3. Studiare il C.E. e la monotonia delle funzioni:

a) f(x) = x3 + x+ 3,
b) f(x) = x

1+x2 , x ∈ (−∞,−1)


) f(x) = x
1+x2 , x ∈ (−1,−1)

d) f(x) = x
1+x2 , x ∈ (1,∞)

e) f(x) = x2−1
1+x2 , x ∈ (0,∞).

Problema 7.4. Trovare l'imagine delle funzioni:

a) f(x) = −2x2 + x+ 3,
b) f(x) = x

1+x2 ,


) f(x) = x2 + 1/x2,

d) f(x) = x2−5
2x−4 ,

e) f(x) = x4 − 2x4−8
2+x2 ,

f ) f(x) = x4+1
(1+x2)2 .

Problema 7.5. Trovare il 
ampo di esistenza delle funzioni:

a) f(x) = e + cos(arcsin(x+ 1)),

b) f(x) =
(

1
x

)sin x
.


) f(x) =
√

1+cos x
sin x ,

d) f(x) =
√

1+arccosx
arcsin x .

8. Numeri 
omplessi

8.1. De�nizione e primi proprietá.

De�nition 8.1. L'insieme di numeri 
omplessi C e de�nito 
ome

C = R× R = {z = (x, y);x ∈ R, y ∈ R}

on due operazioni:

• la somma delle 
oppie (x1, y1) e (x2, y2) é de�nita 
on

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2);
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• il prodotto della 
oppie (x1, y1) e (x2, y2) é de�nita 
on

(x1, y1).(x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

L'insieme C 
on l'operazione somma é un gruppo 
omutativo 
on elemento neutro

0 = (0, 0).

Per ogni z = (x, y) poniamo

−z = (−x,−y).

Si possano veri�
are le proprietá

C é gruppo 
ommutativo rispetto la somma, 
ioé(21)

(a+ b) + c = a+ (b+ c), ∀a, b, c ∈ C

a+ 0 = 0 + a = a, ∀a ∈ C,

a+ (−a) = 0, ∀a ∈ C

a+ b = b+ a, ∀a, b ∈ C.

C é anello 
ioé C é gruppo abeliano rispetto la somma 
ome in (21), il prodotto é

asso
iativo

(a.b).c = a.(b.c), ∀a, b, c ∈ Q

e la moltipli
azione e distributiva rispetto alla somma:

a · (b + c) = (a · b) + (a · c),(22)

(a+ b) · c = (a · c) + (b · c).
Finalmente C risulta un 
ampo, 
ioé anello 
ommutativo, tale 
he C \ {0} é

gruppo abeliano rispetto il prodotto. In fatti, l'elemento neutro e

1 = (1, 0).

Il fatto 
he C é 
ampo pratti
amnte impli
a 
he

(23) ∀a 6= 0, ∃b ∈ C \ {0}, ab = 1.

La veri�
a di (23) si puo fare 
ome segue. Se

a = (x, y) 6= 0

allora

x2 + y2 6= 0

e

b =

(

x

x2 + y2
,− y

x2 + y2

)

veri�
a (23).

De�nition 8.2. Se z = (x, y) é un numero 
omplesso allora

z = (x,−y)

si 
hiama 
oniugato a z ∈ C.

Se z = (x, y) ∈ C, allora abbiamo la relazione

(24) z.z̄ = x2 + y2.

Se z = (x, y) abbiamo inoltre la relazione

(25) (x, 0) =
z + z̄

2
.
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Possiamo identi�
are (x, 0) 
on x ∈ R. Cosi (25) diventa

x =
z + z̄

2
.

Usando la de�nizione del prodotto in C si vede 
he per ogni numero reale α = (α, 0)
e per ogi numero 
omplesso z = (x, y) abbiamo

αz = (α, 0).(x, y) = (αx, αy).

Notazioni. Numero imaginario i é

i = (0, 1).

La parte reale di z = (x, y) é
Rez = x,

la parte imaginaria di z = (x, y) é

Imz = y,

�
Abbiamo le relazioni

(26) i
2 = −1, i

3 = −i, i
4 = 1

e quindi

(27) i
m =















1, se m = 4k, k ∈ Z;

i, se m = 4k + 1, k ∈ Z;

−1, se m = 4k + 2, k ∈ Z;

−i, se m = 4k + 3, k ∈ Z.

Se z = (x, y) allora
z = x+ iy

e usando (25) troviamo

(28) Rez =
z + z̄

2
, Imz =

z − z̄

2i
.

L'equazione x2 + 1 = 0 non puo' avere soluzioni reali dato 
he non ha senso

(nel 
ampo dei numeri reali) 
onsiderare

√
−1. Tuttavia l'equazione s
ritta so-

pra ha soluzione se ampliamo l'insieme dei numeri reali 
on l'aggiunta dell'unita'

immaginaria i = (0, 1) 
he gode della proprieta'

(29) i
2 = −1.

Cos'i l'insieme di numeri 
omplessi si puo rappresentare 
ome

C ≡ {z = x+ iy, x, y ∈ R}.
Se z = x+ iy 
on x, y ∈ R, allora x ed y si 
hiamano ripettivamente parte reale

e parte immaginaria del numero 
omplesso z e si indi
ano 
on Re z ed Im z.
La somma e la moltipli
azione tra numeri 
omplessi segue le stesse regole della

moltipli
azione tra numeri reali, tenendo 
onto del fatto 
he per l'unita' immagi-

naria i vale la regola (29). Quindi

x+ iy + x′ + iy′ = (x+ x′) + i(y + y′)

(x + iy)(x′ + iy′) = xx′ + ixy′ + ix′y + i
2yy′ = (xx′ − yy′) + i(xy′ + x′y).

Dato z = x+ iy si de�nis
e

z̄ = x− iy
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e

|z|2 = x2 + y2.

Si puo' an
he de�nire il rapporto tra numeri 
omplessi 
ome segue:

z

w
=

zw̄

|w|2

(notare 
he il se
ondo membro ha senso visto 
he la moltipli
azione dei tre numeri

z, w̄, 1
|z|2 si puo' fare seguendo la regola di prodotto des
ritta sopra).

Ogni numero 
omplesso z = x + iy e' individuato da due numeri reali (la parte

reale e la parte immaginaria). Pertanto i numeri 
omplessi possono essere individ-

uati da un punto nel piano 
artesiano x−y. D'altra parte ogni punto (x, y) del piano
puo' essere individuato in 
oordinate polari dalla distanza del punto dall'origine ρ
e dall'angolo θ formato tra l'asse delle x e la semiretta passante per il punto (x, y)
e l'origine.

Pertanto se (x, y) = (ρ cos θ, ρ sin θ) (osservare 
he θ e' de�nito a meno di un

multiplo intero di 2π) allora

x+ iy = ρ(cos θ + i sin θ).

Una notazione utile e'

eiθ = cos θ + i sin θ,

e pertanto ogni numero 
omplesso x + iy si puo' sempre esprimere in 
oordinate

polari ed in forma 
ompatta 
ome segue:

x+ iy = ρeiθ

dove θ de�nito a meno di 2kπ 
on k ∈ Z.

Inoltre si ha 
he

(30) zn = ρneinθ se z = ρeiθ

(vedi eser
izio (8.10)).

Un numero 
omplesso z′ si di
e essere una radi
e n-esima del numero 
omplesso

z se z′n = z.
In parti
olare se z = ρei(θ+2kπ)

e z′ = ρ′eiθ
′

e' una radi
e n-esima di z allora si

ha per de�nizione 
he

ρei(θ+2kπ) = (ρ′)neinθ
′

dove abbiamo usato (30).

In parti
olare si ha 
he le radi
i n-esime di z = ρeiθ sono tutti e soli i numeri


omplessi del tipo ρ′eiθ
′

dove ρ′ = n
√
ρ e θ′ = θ

n + 2k
n π per qual
he k ∈ Z.

Esempio Cal
olare

√
−1. Osserviamo 
he in base all'interpretazione geometri
a

dei numeri 
omplessi si ha 
he −1 = ei(π+2kπ)

on k ∈ Z e quindi tutte le radi
i di

−1 sono del tipo ei(
π

2
+kπ)


on k ∈ Z.

Data la periodi
ita' di eiθ si ha 
he le uni
he radi
i distinte di −1 possono essere

individuate dai numeri ei
π

2
e eiπ

3

2

he possono essere s
ritte in 
oordinate 
artesiane


ome i e −i.

Al
une proprietá basiliari

(1) |z|2 = z.z̄ per ogni numero z ∈ C.

(2) z · w = z w per ogni 
opia di numeri z, w ∈ C.
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(3)

( z

w

)

=
z

w
per ogni 
opia di numeri z, w ∈ C.

(4) |z|2 = z.z̄ per ogni numero z ∈ C.

(5) |z · w| = |z||w| per ogni 
opia di numeri z, w ∈ C.

(6)

(7) | zw | = |z|
|w| per ogni 
opia di numeri z, w ∈ C.

(8) sia z1 e z2 sono due numeri 
omplessi de�niti in 
oordinate polari 
on

z1 = ρ1e
iϕ1 , z2 = ρ2e

iϕ2 .

Allora la relazione ρ1e
iϕ1 = ρ2e

iϕ2
impli
a ρ1 = ρ2

(9) sia z1 e z2 sono due numeri 
omplessi de�niti in 
oordinate polari 
on

z1 = ρ1e
iϕ1 , z2 = ρ2e

iϕ2 .

Allora se ρ1 > 0, la relazione ρ1e
iϕ1 = ρ2e

iϕ2
impli
a ρ1 = ρ2 e ϕ1 − ϕ2 =

2kπ, dove k = 0,±1,±2, · · · .

8.2. Eser
izi.

Problema 8.1. Cal
olare

3i− 2

i− 2
+

i− 3

1− 2i
+

(1− i)(i− 2)

(2i+ 1)2
.

Problema 8.2 (Test 2017). Il 
oniugato del numero 
omplesso

(i + 2)2

(i+ 1)(3− i)
è:

A: (8− i)/5; B: (4− i)/10; C: (8− i)/10; D: (i+ 4)/5; E: N.A.

Risposta 5

Problema 8.3 (Test 2017). Il modulo del numero 
omplesso

(i + 2)2

(i+ 1)(3 + i)
è:

A:

√
3; B: 4

√
5; C:

10

3
; D:

√
5/2; E: N.A.

Risposta 4

Problema 8.4 (Test 2017). Il 
oniugato del numero 
omplesso

(i + 2)2

(i+ 1)(3 + i)
è:

A: (7+4i)/5; B: (4− i)/10; C: (7− i)/10; D: (7+4i)/5; E: N.A.

Risposta 5

Problema 8.5 (Test 2017). Il modulo del numero 
omplesso

(i + 2)2

(i+ 1)(3 + i)
è:

A:

10
3 ; B: 4

√
5; C:

√
10; D: N.A.; E:

√
5/2.

Risposta 5

Problema 8.6. Dati i numeri 
omplessi z = x + iy e w = x′ + iy′ (w si suppone

diverso dal numero 
omplesso nullo) esprimere la parte reale e la parte immaginaria

di

z
w .
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Problema 8.7. Provare 
he

|z + w| ≤ |z|+ |w|
per ogni 
oppiae di numeri z, w ∈ C.

Problema 8.8. Dato il numero 
omplesso z = ρeiθ 
al
olare |z|2.
Problema 8.9. Dati z = ρeiθ e z′ = ρ′eiθ

′

esprimere in 
oordinate polari i numeri

z.z′ e z
z′
.

Problema 8.10. Esprimere in 
oordinate polari il numero zn dove z = ρeiθ.

Problema 8.11. Cal
olare

(

1 + i
√
3

2

)n

per n ∈ N.

Problema 8.12. Simpli�
are l'espressione

z3 − 1

z − 1
+

z3 − 1

z − 1

dove z = eiθ.

Problema 8.13. Cal
olare

z4 + 1/z4

se z + 1/z = 1.

Problema 8.14. Provare 
he ogni numero 
omplesso z diverso da zero, ammette

esattamente n radi
i n-esime distinte.

Problema 8.15. Cal
olare

6
√
i,

5

√√
3 + i,

3
√
3 + 3i .

Problema 8.16. Trovare tutti i numeri 
omplessi tali 
he

zn = z.

Problema 8.17. Risolver l'equazione z̄3z4 = −2z2.

Problema 8.18. Trovare tutti i numeri 
omplessi tali 
he

zn = z̄.

Problema 8.19. Trovare tutti i numeri 
omplessi tali 
he

z2 − |z̄ − 3| − 3 = 0.

Suggerimento. Usare la forma 
artesiana z = x+ iy.

Problema 8.20. Trovare tutte le 
oppie di numeri 
omplessi z, w tali 
he

z̄2 − w2 = −1,

w̄2 − z = 0.

Problema 8.21. Esrpimere in 
oordinate polari il numero 
omplesso

1 + cos θ + i sin θ.

Problema 8.22. Rappresentare gra�
amnete il seguente sottoinsieme di C:

{|z − 1| = |z + 1|, z ∈ C}.
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Problema 8.23. Siano z1, ..., zn le radi
i n-esime di 1. Cal
olare z1 + ... + zn e

z1 × ...× zn.

Problema 8.24. S
rivere in forma 
ompatta i numeri (1 + i)n + (1 − i)n, 
on
n ∈ N.

Problema 8.25. Siano dati a, b, c ∈ C tali 
he |a| = |b| = |c| = 1. Provare 
he il

triangolo di verti
i a, b, c e' equilatero se e solo se a+ b+ c = 0.

Problema 8.26. Siano dati a, b, c ∈ C , provare 
he il triangolo di verti
i a, b, c
e'equilatero se e solo se a2 + b2 + c2 = ab+ ac+ bc.

Problema 8.27. Rappresentare gra�
amenete il seguente sottoinsieme di C:

{z + z̄ = |z|2, z ∈ C}.
Problema 8.28. Se w ∈ C é un numero 
omplesso tale 
he |w| < 1 veri�
are

l'a�ermazione

|z| < 1 ⇐⇒
∣

∣

∣

∣

z − w

1− w z

∣

∣

∣

∣

< 1.

9. Induzione

Problema 9.1. Per ogni naturale n ≥ 1 e per ogni numero reale x ≥ −1 vale la

disequazione di Bernouli

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Soluzione. Per n = 1 l'a�ermazione é ovvia.

Suppogniamo 
he vale la disequazione per n = k, 
ioe

(31) (1 + x)k ≥ 1 + kx.

Veri�
hiamo l'afermazione per n = k + 1. Appli
ando (31) troviamo

(1+x)k+1 = (1+x)k(1+x) ≥ (1+kx)(1+x) = 1+kx+x+kx2 = 1+(k+1)x+kx2 ≥ 1+(k+1)x


osi 
on
ludiamo

(32) (1 + x)k+1 ≥ 1 + (k + 1)x

e quindi l'a�ermazione é vera per n = k + 1. �

Problema 9.2. Dimostrare l'identitá

13 + 23 + · · ·+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
.

Problema 9.3. Dimostrare le seguente identitá

1

1.2
+

1

2.3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
= 1− 1

n+ 1
.

Problema 9.4. Vedere 
he se q 6= 1 e n ≥ 1 è un numero naturale allora

1 + q + q2 + · · ·+ qn =
1− qn+1

1− q
.

Problema 9.5. Veri�
are se per ogni n ≥ 1 naturale è vera l'identità

n
∑

k=1

k

2k
= 2− n+ 2

2n
.
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Problema 9.6. Veri�
are se per ogni n ≥ 2 naturale è vera l'identità

n
∏

k=2

(

1− 1

k2

)

=
n+ 2

2n
.

Problema 9.7. Dimostrare (utilizzando induzione) 
he

62n − 3n

11

e un numero intero per n = 1, 2, 3, ...

Problema 9.8. Dimostrare

a:

sinα+ sin(α + h) + · · ·+ sin(α + (n− 1)h) =
sin(nh/2) sin(α + (n− 1)h/2)

sin(h/2)
,

b:

cosα+ cos(α+ h) + · · ·+ cos(α + (n− 1)h) =
sin(nh/2) cos(a+ (n− 1)h/2)

sin(h/2)
,


:

sinα+ sin(3α) + · · ·+ sin((2n− 1)α)

cosα+ cos(3α) + · · ·+ cos((2n− 1)α)
= tan(nα).

Soluzione a). Usiamo il prin
ipio di induzione.

1) per n = 1 abbiamo la relazione ri
hiesta.

2) Suppogniamo 
he

(33) sinα+sin(α+ h) + · · ·+sin(α+(k− 1)h) =
sin(kh/2) sin(α+ (k − 1)h/2)

sin(h/2)
.

3) Dobbiamo dimostrare 
he

sinα+ sin(α+ h) + · · ·+ sin(α+ (k − 1)h) + sin(α+ kh) =(34)

sin((k+1)h/2) sin(α+kh/2)
sin(h/2) .

Usando (33) si vede 
he (34) é equivalente a

sin(kh/2) sin(α+(k−1)h/2)
sin(h/2) + sin(α+ kh) =(35)

= sin((k+1)h/2) sin(α+kh/2)
sin(h/2) .

L'ultima relazione é equivalente a

sin(kh/2) sin(α+ (k − 1)h/2) + sin(h/2) sin(α+ kh) =(36)

= sin((k + 1)h/2) sin(α+ kh/2).

Usiamo la relazione

(37) 2 sinA sinB = cos(A−B)− cos(A+B).

Cosi (36) é equivalente a

cos((kh/2)− (α+ (k − 1)h/2))− cos((kh/2) + (α+ (k − 1)h/2)) +(38)

+cos((h/2)− (α+ kh))− cos((h/2) + (α+ kh)) =

= cos((k + 1)h/2)− (α+ kh/2))− cos((k + 1)h/2) + (α + kh/2)).
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Sempli�
ando si vede 
he dobbiamo veri�
are

cos(α− h/2)− cos(α+ kh− h/2) +(39)

+cos(α+ kh− h/2)− cos(α+ kh+ h/2) =

= cos(α− h/2)− cos(α+ kh+ h/2).

Questa relazione ovviamente é vera e quindi il prin
ipio d'induzione 
ompleta la

soluzione. �
Problema 9.9. Dimostrare le seguente identitá:

x2n+1 − 1 = (x− 1)

n
∏

k=1

(

x2 − 2x cos

(

2kπ

2n+ 1

)

+ 1

)

,

x2n+1 − 1 = (x+ 1)

n
∏

k=1

(

x2 + 2x cos

(

2kπ

2n+ 1

)

+ 1

)

,

x2n + 1 =

n
∏

k=1

(

x2 − 2x cos

(

(2k + 1)π

2n

)

+ 1

)

.

Problema 9.10. Dimostrare le seguente identitá:

sin
( π

2n

)

sin

(

2π

2n

)

· · · sin
(

(n− 1)π

2n

)

=

√
n

2n−1
,

cos

(

2π

2n+ 1

)

cos

(

4π

2n+ 1

)

· · · cos
(

2nπ

2n+ 1

)

=
(−1)n/2

2n−1
.

Problema 9.11. Sia an la su

essione di Fibona

i de�nita 
osi a0 = a1 = 1,

an+1 = an + an−1.

Dimostrare 
he

an+2 = a0 + a1 + · · ·+ an + 1,

a2n+2 = a1 + a3 + · · ·+ a2n+1,

a2n+1 = 1 + a2 + a4 + · · ·+ a2n,

a2n − an+1an−1 = (−1)n+1.

10. Su

essioni monotone

Regola 1.Se la su

essione an é 
res
ente e la funzione f(x) ha 
ampo di es-

istenza D, tale 
he an ∈ D, la funzione é 
res
ente, allora la su

essione f(an) é


res
ente.

Regola 2. Se la su

essione an é de
res
ente e la funzione f(x) ha 
ampo di

esistenza D, tale 
he an ∈ D, la funzione é 
res
ente, allora la su

essione f(an) é
de
res
ente.

Regola 3. Se la su

essione an é limitata e la funzione f(x) ha 
ampo di

esistenza D, tale 
he an, sup an, inf an ∈ D, la funzione é 
res
ente, allora valgono

le relazioni

(40) sup f(an) = f(sup an), inf f(an) = f(inf an),

Regola 4. Se la su

essione an é 
res
ente e la funzione f(x) ha 
ampo di

esistenza D, tale 
he an ∈ D, la funzione é de
res
ente, allora la su

essione f(an)
é de
res
ente.
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Regola 5. Se la su

essione an é de
res
ente e la funzione f(x) ha 
ampo di

esistenza D, tale 
he an ∈ D, la funzione é de
res
ente, allora la su

essione f(an)
é 
res
ente.

Regola 6. Se la su

essione an é limitata e la funzione f(x) ha 
ampo di

esistenza D, tale 
he an, sup an, inf an ∈ D, la funzione é de
res
ente, allora valgono
le relazioni

(41) sup f(an) = f(inf an), inf f(an) = f(supan),

Problema 10.1. Studiare l'insieme des
ritto dalla su

essione

an =
1

n
, n ∈ N,

determinando sup an, inf an, spe
i�
ando se si tratta di minimo e massimo, even-

tuale monotonia e punti di a

umulazione.

Problema 10.2. Studiare l'insieme des
ritto dalla su

essione

an = log
10n+3 + 1

10n+3 − 1
, n ∈ N,

determinando sup an, inf an, spe
i�
ando se si tratta di minimo e massimo, even-

tuale monotonia e punti di a

umulazione.

Problema 10.3. Vedere se la su

essione

an =
1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

n+ n


res
e o de
res
e.

Soluzione. Abbiamo

an+1 − an =
1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
− 1

n
<

1

2n
+

1

2n
− 1

n
= 0

e quindi la su

essione é de
res
ente.

�

11. Limiti notevoli

Se an e limitata e bn → 0 allora anbn → 0.

(42) qn →



















0 se |q| < 1,

+∞ se q > 0

1 se q = 1,

non ha limite se q ≤ −1.

(43)

(

1 +
1

n

)n

→ e,

(

1 +
1

an

)bn

→ elim bn/an , se ∃ lim bn/an.

an → 0 ⇒ sin an
an

→ 1,(44)

an → 0 =⇒ ean − 1

an
→ 1,(45)

an → 0 ⇒ arcsinan
an

→ 1,(46)
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(47) an → 0 ⇒ (1 + an)
α − 1

an
→ α.

La sostituzione an = ln(1 + bn) 
on bn → 0 e la relazione in (45) impli
ano

(48)

ln(1 + bn)

bn
→ 1, quando bn → 0.

Confronti:

(49) an → ∞ ⇒ aAn
Ban

→ 0 ∀A ∈ R, ∀B > 1.

(50) an → ∞ ⇒ logB an
aAn

→ 0 ∀A > 0, ∀B > 1.

(51) an > 0 e
an+1

an
→ A ⇒ (an)

1/n → A.

Se

an > 0,
an+1

an
→ A

allora

(52) lim
n→∞

(an)
1/n =











0 se A < 1,

∞ se A > 1,

no si puo dire nulla se A = 1.

Problema 11.1 (Test 2017). La su

essione

n
√
3n + enn2

ha limite

A: 1; B: non esistente; C: +∞; D: 3; E: N.A.

Risposta 4

Problema 11.2 (Test 2017). La su

essione

n
√
2n + enn2

ha limite

A: 1; B: non esistente; C: +∞; D: 2; E: N.A.

Risposta 5

Problema 11.3 (Test 2017). La su

essione

n
√
n23n + en ha limite

A: 3; B: 1; C: +∞; D: non esistente; E: N.A.

Risposta 1

Problema 11.4. Cal
olare

a)

lim
n→∞

√
n2 + n+ 1−

√
n2 + 1

log2 n

b)

lim
n→∞

(n+ 3
√
n sinn)1/4 − (n+

√
n sinn)1/4,


)

lim
n→∞

n2(cos

(

1

n

)

− 1),

d)

lim
n→∞

sin
(

1
n

)

n(cos
(

1
n

)

− 1)
,
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e)

lim
n→∞

12 + 22 + · · ·n2

n3

Soluzione a). Usiamo le notazione o(1) per ogni su

essione 
he tende a 0. Abbiamo

√
n2 + n+ 1−

√
n2 + 1

log2 n
=

n

(
√
n2 + n+ 1+

√
n2 + 1) log2 n

=

=
n

2n(1 + o(1)) log2 n
=

1

2(1 + o(1)) log2 n
→ 0.

�

Soluzione b). Usiamo le notazione o(1) per ogni su

essione 
he tende a 0 e usiamo

le relazioni

4
√
A− 4

√
B =

2
√
A− 2

√
B

4
√
A+ 4

√
B

=
A−B

( 4
√
A+ 4

√
B)( 2

√
A+ 2

√
B)

e quindi abbiamo

(n+ 3
√
n sinn)1/4 − (n+

√
n sinn)1/4 =

=
2
√
n sinn

((n+ 3
√
n sinn)1/4 + (n+

√
n sinn)1/4)((n+ 3

√
n sinn)1/2 + (n+

√
n sinn)1/2)

=

=
2
√
n sinn

2n1/4(1 + o(1))2n1/2(1 + o(1))
=

=
2
√
n sinn

4n3/4(1 + o(1))
=

sinn

2n1/4(1 + o(1))
→ 0.

�

Soluzione 
). Abbiamo la relazione

cosx− 1 = −2 sin2
(x

2

)

e quindi 
on xn → 0 abbiamo

(53)

1− cosxn

x2
n

= 2

(

sinxn

xn

)2

→ 2

e quindi

n2(cos

(

1

n

)

− 1) = −1− cos
(

1
n

)

1/n2
→ −2.

�

Soluzione d).

sin
(

1
n

)

n(cos
(

1
n

)

− 1)
=

=
sin
(

1
n

)

1/n

1

n2(cos
(

1
n

)

− 1)

e usando (53) troviamo 
he il limite 
er
ato e −1/2.
�
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Soluzione e). Abbiamo la relazione

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

La relazione si puo veri�
are 
on induzione. Cosi troviamo

lim
n→∞

12 + 22 + · · ·n2

n3
=

= lim
n→∞

n(n+ 1)(2n+ 1)

6n3
=

1

3
.

�

Problema 11.5. Trovare il limite

lim
n→∞

√
n3 + n− n3/2

n+ 6 sinn
.

Soluzione. Dopo razzionalizzazione troviamo

√
n3 + n− n3/2

n+ 6 sinn
=

n

(
√
n3 + n+ n3/2)n(1 + o(1))

=
n

2n3/2n(1 + o(1))
= 0.

�

Problema 11.6. Trovare il limite della su

essione

an =
√
n ln(1 + en)− n3/2.

Soluzione. Abbiamo le relazioni

√
n ln(1 + en)− n3/2 =

√
n ln en(1 + e−n)− n3/2 =

=
√
n ln en+

√
n ln(1+e−n)−n3/2 = n3/2+

√
n ln(1+e−n)−n3/2 =

√
n ln(1+e−n)

Usando la relazione (48) troviamo

√
n ln(1 + e−n) =

√
ne−n (ln(1 + e−n))

e−n
.

La su

essione √
ne−n

tende a 0. Abbiamo inoltre

(ln(1 + e−n))

e−n
→ 1

grazie a (48). Così toviamo

√
ne−n (ln(1 + e−n))

e−n
→ 0.

�

Risposta 0

Problema 11.7. Trovare il limite della su

essione

an =
√
n ln(1 + en)− n

√
n− 1.

Risposta −∞.
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Problema 11.8. Studiare la 
onvergenza della su

essione

an = nα
(

3

√

n2 + arctann− 3

√

n2 + n
)

per α < 1/3.

Problema 11.9.

an =

(

n!

nn

)1/n

.

Soluzione. Usiamo la seguente proprietà (vedi (52)) Se

bn > 0,
bn+1

bn
→ A

allora

(54) lim
n→∞

(bn)
1/n =











0 se A < 1,

∞ se A > 1,

no si puo dire nulla se A = 1.

Ponendo

bn =
n!

nn

abbiamo

bn+1

bn
=

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1

nn

n!
=

nn

(n+ 1)n
→ 1

e
< 1

e quindi

an =

(

n!

nn

)1/n

→ 0.

�

Problema 11.10. Cal
olare

lim
n→∞

(

nn

4n(n− 1)!n!(n+ 1)!
(2n)!

)1/n

.

Soluzione. Sia

an =
nn

4n(n− 1)!n!(n+ 1)!
(2n)!

Abbiamo

an+1

an
=

(n+ 1)n+1(2n+ 2)!

4n+1(n)!(n+ 1)!(n+ 2)!

4n(n− 1)!n!(n+ 1)!

nn(2n)!
=

=
1

4

(n+ 1)n

nn

(n+ 1)(2n+ 2)(2n+ 1)

n(n+ 1)(n+ 2)
.

Usando

(n+ 1)n

nn
→ e,

(n+ 1)(2n+ 2)(2n+ 1)

n(n+ 1)(n+ 2)
→ 4,


on
ludiamo

an+1

an
→ 0
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utilizzando il 
riterio di Cesaro troviamo

lim
n→∞

(

nn

4n(n− 1)!n!(n+ 1)!
(2n)!

)1/n

= e.

�
Problema 11.11. Cal
olare

lim
n→∞

(

(n)n

3n−1(n+ 3)!n!(n+ 2)!
(2n− 1)!

)1/n

.

Problema 11.12. Cal
olare

lim
n→∞

arcsin
(

1
n

)

sin
(

1
n

)

(

cos
(

1
n

)

− 1
) .

Problema 11.13. Cal
olare

lim
n→∞

(n+ 1)α − nα

nα−1

al variare del parametro reale α.

Problema 11.14. Cal
olare

lim
n→∞

(n+ sinn)1/n(2 + sinn)n

n!
.

Soluzione. Abbiamo le relazioni

n+ sinn = n(1 + o(1)), 2 + sinn ≤ 3.

Cosi troviamo

(55)

(n+ sinn)1/n(2 + sinn)n

n!
≤ (n1/n(1 + o(1))

3n

n!
.

Abbiamo

n1/n = e(lnn)/n → e0 = 1.

Inoltre

an =
3n

n!
tende a zero. In fatti

an+1

an
=

3n+1

(n+ 1)!

n!

3n
=

3

n+ 1
→ 0

e quindi

an → 0.

Abbiamo la relazione

(n1/n(1 + o(1))
3n

n!
= (n1/n(1 + o(1))an → 1.0 = 0

e possiamo 
on
ludere 
he (55) e il prin
ipio di 
onfronto impli
ano

lim
n→∞

(n+ sinn)1/n(2 + sinn)n

n!
.

�
Problema 11.15. Cal
olare l'estremo superiore, l'estremo inferiore e il limite della

su

essione

an = n+
1

3n
−
√

n2 + 1.
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Problema 11.16. Studiare la 
onvergenza della su

essione

an = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn.

Soluzione. La su

essione é de
res
ente

(56) an+1 − an ≤ 0.

In fatti,

an+1 − an =
1

n+ 1
− ln

(

1 +
1

n

)

.

Sappiamo inoltre 
he la su

essione

bn =

(

1 +
1

n

)n+1

e de
res
ente e tende ad e e quindi

(

1 +
1

n

)n+1

≥ e =⇒ ln

(

1 +
1

n

)

≥ 1

n+ 1
.

Cosi troviamo

an+1 − an ≤ 0.

In modo simile si puo vedere 
he la su

essione

dn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n− 1
− lnn

e 
res
ente. La disequazione

dn ≤ an

impli
a

d2 = 1− ln 2 ≤ dn ≤ an

e quindi la su

essione an é limitata e quindi 
onverge.

�
Problema 11.17. Studiare la 
onvergenza della su

essione

an =
1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

n+ n

Soluzione. Abbiamo

an+1 − an =
1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
− 1

n
≤ frac12n+

1

2n
− 1

n
=

1

n
− 1

n
= 0

e quindi la su

essione e de
res
ente. Ovviamente an ≥ 0. La su

esione de
res
ente
e limitata sempre 
onverge. �

Problema 11.18. Studiare la 
onvergenza della su

essione

an =
1

nα
+

1

(n+ 1)α
+ · · ·+ 1

(n+ n)α

al variare del parametro α ∈ R.

Problema 11.19. Sia

an =

n
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

1

2
+ sin

(

(2k + 1)π

2

)
∣

∣

∣

∣

αn

.

Studiare la 
onvergenza al variare del parametro α ∈ R.
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Problema 11.20. Studiare la 
onvergenza della su

essione

nα cos
(π

2
+
√
n−

√
n− 1

)

al variare del parametro α ∈ R.

11.1. Su

essioni per ri

orrenza.

Problema 11.21. Sia

a1 = 1, an+1 = 4− 2

1 + an
.

Studiare la 
onvergenza della su

essione per ri
orrenza.

Soluzione. La funzione

f(x) = 4− 2

1 + x
, x > −1

é 
res
ente e

f(0) = 2, 2 ≤ x ≤ 4.

Questo impli
a 
he la su

essione an é 
res
ente e limitata an ∈ (2, 4). Il punto �sso
e

4− 2

1 + x
= x ⇐⇒ 4(1 + x) − 2 = x2 + x

e l'equazione

x2 − 3x− 2 = 0

ha soluzioni

x1 =
3 +

√
17

2
, x2 =

3−
√
17

2
L'uni
a soluzione in (2, 4) é x1 e quindi an tende a x1.

�

Problema 11.22. La su

essione per ri
orrenza é de�nita 
ome segue

an =
√

7an−1 + 9, a1 = 1.

Studiare la 
onvergenza della su

essione.

Soluzione. La funzione

f(x) =
√
7x+ 9, x > −9/7

e 
res
ente, quindi la su

essione é 
res
ente. Il punto �sso e la soluzione positiva

del problema

x2 = 7x+ 9,


ioé

x0 =
7 +

√
85

2
.

Possiamo veri�
are per induzione 
he

an ≤ x0.

Infatti se

1 ≤ an−1 ≤ x0,

allora

an = f(an−1) < f(x0) = x0.

Per questo la su

essione tende a x0. �
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Problema 11.23. La su

essione per ri
orrenza é de�nita 
ome segue

an =
√

3an−1 + 4, a1 = 0.

Vedere se:

a) la su

essione é limitata;

b) se esiste un intero k > 0, tale 
he la su

essione

ak, ak+1, · · ·

é 
res
ente.

Sogg. La su
essione 
res
e e an ≤ 4.

Problema 11.24. La su

essione per ri
orrenza é de�nita 
ome segue

an =
√

2an−1 + 2, a1 = 2.

Vedere se:

a) la su

essione é limitata;

b) se esiste un intero k > 0, tale 
he la su

essione

ak, ak+1, · · ·

é 
res
ente.

Sogg. La su

essione 
res
e e an ≤ 3.

Problema 11.25. La su

essione per ri
orrenza é de�nita 
ome segue

an =
an−1

1 + |an−1|
, a1 = 1.

Vedere se:

a) la su

essione é limitata;

b) se esiste un intero k > 0, tale 
he la su

essione

ak, ak+1, · · ·

é 
res
ente.


) la su

essione 1/an é limitata.

Sogg. La su

essione e de
res
ente , an ≥ 0.

Problema 11.26. La su

essione per ri
orrenza é de�nita 
ome segue

an =
a2n−1 + 1

2
, a1 = 2.

Vedere se:

a) esiste un intero k > 0, tale 
he la su

essione

ak, ak+1, · · ·

é 
res
ente;

b) la su

essione é limitata.

Sogg. an ≥ 0, la su

essione é 
res
ente e an ≥ n.
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Problema 11.27. La su

essione per ri
orrenza é de�nita 
ome segue

an =
a2n−1 + 2

2an−1
, a1 = 3.

Vedere se esiste un intero k > 0, tale 
he la su

essione

ak, ak+1, · · ·
é de
res
ente.

Sogg. Dimostrare 
he an+1 ≤ an ≤
√
2.

Problema 11.28. La su

essione per ri
orrenza é de�nita 
ome segue

an = α+
β

an−1
, a1 = 3,

dove α, β > 0. Vedere se la su

essione

a) a2, a4, a6, · · · , a2k, · · · é de
res
ente;

b) a1, a3, a5, · · · , a2k+1, · · · é 
res
ente.

Sogg. Veri�
are 
he (an+1 − an)(an − an−1) < 0, e |an+1 − an| < |an − an−1|.
Problema 11.29. Sia x0 = 1 e xn e de�nita per ri
orrenza

xn+1 = xn + sinxn.

a)Dimostrare, 
he 0 < xn < π.
b) Dimostrare 
he xn 
res
e.


) Cal
olare il limite di xn.


