Analisi Matematica I, Ingegneria (A.A. 2018/2019)
Esercizi svolti e da svolgere

Assiomi relativi alle operazioni in N

Assioma 0.1.
(a+bd)+c=a+ (b+c),(ab)ec=a.(b.c)
(proprieta associativa)

Assioma 0.2.
a+b=b+a,a.b=b.a

(proprieta commutativa)

Assioma 0.3.
a+0=a,a.l=a

(esistenza degli elementi neutri)

Assioma 0.4.
a.(b+c)=ab+ac

(proroprietd distributiva)

Assiomi relativi all’ordinamento in N
Assioma 0.5. a < b oppure b < a (proprieta dicotomia)
Assioma 0.6. a < b e b <c implica a <c
Assioma 0.7. Sea<beb<aalloraa=0
Assioma 0.8. Sea<b alloraa+c<b+c
Assioma 0.9. Se0<aeO0<ballora0<a+bel<ab

Assiomi relativi alle operazioni in Z

Assioma 0.1, Assioma 0.2 , Assioma 0.3, Assioma 0.4 ¢

Assioma 0.10. Per ogni a esiste unico elemento indicato con —a tale che a +
(—a)=0
Assiomi relativi alle operazioni in Q
Assioma 0.1, Assioma 0.2 , Assioma 0.3, , Assioma 0.4, Assioma 0.10
e

Assioma 0.11. Per ogni a # 0 esiste unico elemento indicato con a~! tale che
aal=1

Proprieta’ di Archimede
Se z,y > 0 alora esiste un numero naturale n € N, tale che

Tn > y.
Proprieta’ di completezza dei numeri reali.

Se A €’ un insieme non vuoto di numeri reali limitato superiormente allora esiste
estremo superiore di A.

Operazioni con numeri reali
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Va2 = |z|, Va3 =z |, Y2k = |z|z € R.
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1. EQUAZIONI E DISUGUAGLIANZE LINEARI

1.1. Equazioni lineari.

Problema 1.1. Risolvere l’equazione
Ar = B,

inR. Qui A, B € R sono parametri.

Soluzione: I caso: Se A # 0, ’equazione ha unica soluzione z = B/A per ogni

B eR.
II caso: A =0, abbiamo ’equazione Ox = B.
Se B = 0 abbiamo O0x = 0 e ogni € R é soluzione.
Se B # 0 abbiamo 0x = B # 0 e ’equazione non ha soluzioni.

Problema 1.2. Risolvere le sequente equazioni in R, dove x,y, z,u sono incogniti
ea,b,n,k € R sono parametri.

a) (x—3°%+1=(z-3)(z*+32+9) —9z(zx —3),

Sr+2 5(-8) 9

42 36 14’

0 2g x—3+§ _31 x 9\ _ 6z—11
9 2 8 4\9 26/ 8

0 (u—91)2_ <u+1>2_1_u,

22—9 9—2z H5z+3
R S VBT

b)




j) 3%z +3%) = -3'3,
k) (24 —16%.54)y + 37.6* = —23.6%,

125y — 13.124
D s =1L

m) bkxr—2k=5-—u,
n) 2n(nz —5) = 6n — 3z,
0) (a+2)x=a>+8,

p) 4day—5b=>5+ Ty,

Risp. a) zx € 0; b) x =26; c) ogniz € R; d) u=1,8;e) 2 =8/9; f) x = —32; g)
r=—-10;h) 2 =12,;i) v = —0,8;j) x = —10.3% k) y € 0; 1) y = 2;

r=(2k+5)/(5k+1), sek#—1/5;
m){xe(l), se k =—1/5;

n) x = 16n/(2n? + 3);
_ 2 .
O){:zr—a 2a+4, sea# -2

z € R, se a = —2;

y=(5b+5)/(4da—T7), sea#T/4,beR,;
p){ yER, sea="7/4,b=—1;
y €, sea="T7/4,b# —1.
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1.2. Disuguaglianze lineari.

Problema 1.3. Risolvere le disuguaglianze

a) Az < B,

inR. Qui A, B € R sono parametri.

Soluzione a) Az < B : CasoI: A > 0, la soluzione é z < B/A.

Caso II: A < 0, la soluzione é x > B/A.

Caso III: A = 0, abbiamo 0z < B. Se B < 0, allora z € (). Se B > 0, alora ogni
x € R é soluzione.

Soluzione d) Az > B: Caso I: A > 0, la soluzione é z > B/A.
Caso II: A < 0, la soluzione é x < B/A.

Caso III: A = 0, abbiamo 0z > B. Se B > 0, allora z € (). Se B < 0, alora ogni
x € R é soluzione.

Problema 1.4. Risolvere le sequente disuguaglianze in R, dove x,y, z, u sono incog-
niti e a,b,c € R sono parametri

a) x4+ Br—1)922 +32+1) — (z —2)(x +2) > 4(72> + 1) — 2*(z + 1),
b) (4 —5)? — (4x + 3)(4r — 3) 4+ 92 < 9(x — 9) + 35,

3z+2
¢)

22+ 15 1<3+3z
_Z + 2,

2 2 2

5r + 2 —2r+7
—9 1 el
3 (z+1) < .
3u+4 —u>5u—1 17— u
4 -8~ 6 —-12
(z-3)?° (G-22°+5 _5@&+2)(2-1)

x3+1+x2(1—2x) - z(2z — 6) +3x—|—2
5 10 20 10

h) 3(1,2—1,52) _3+7z S 4,83+ 2z
0,1 0,04 0,03 ’
10 —4 x+4+14 2x—32

0.6 02 - 038

+1+z>§

d)

i)
) a®—1—z(2*—3)4+6>3(x—2),

0.9-4y 3y-13 _04-5y

k
) 0,6 2~ -0,3 '




5z — 2 93— 9 1lz+1
I ~ 10 _ 7
) I3 RS ER

m) 5(x—1)2+1> (52 —1)% = 5(2z +4)(2z — 4),

1 2 -
r + —@+1) - T

n) 5 > 36,
9

0) V3z —2 < 21— /3,
p) (a—1)z>a*>+a—2,
q) (b=3)%>(-3)(a+1),

r) (a—b)x>2a+0b—3c

Risp. a) x € (1;00); b) x € [2;00); ¢) z € [23/8;4+00); d) z € R; e) u € (—o0, 2];
flz e R;g) x € B; h) z € (—o0; —15/19);1) x € (—o0;4);j) € R; k) y € [0,1; +00);
1) x € (—o0;4); m) 2 € 0; n) x € [9;+00); 0) & € [—1;+00);

r>a+2, sea>1;
P x<a+2, sea<l;
z e, sea=1;

) yz‘g%rgl), seb#3,a €R;
4 y € R, se b=3,a € R;

x>2a:7:3c, sea>bab,ceR;

r) x<2a:73;3‘2, sea<b,a,b,ceR;
x €, sea=b,a>ca,bccR;
r € R, sea=b,a<ca,bceR.

Soluzione e). La disequazione &
3u+4 —u>5u—1 17— u
4 -8~ 6 —-12

3.1 5 1N, ., 1. 17
178 6 12)"" 6 12
18—3-204+2 _ —12-2417
> < =2.
oV u > D <— u< -2

e quindi

O

Problema 1.5. Trovare la somma di tutti numer:i naturali in N, che sono soluzioni
della disuguaglianza

x(w—i—%) (x—%)—%(ﬁ—w%) > (w—%) (wz—i—%—i-%)—%(x—l)Q.

Risp. © € (—o0;7), lasomma é 1 +2+3+4+5+6=21.
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Problema 1.6. Verificare che il piu’ grande numero in Z che é soluzione della
disuguaglianza
a) 5(z—0,4)* — (22 +1)(3z — 0,1) > 0,04(14 — 252%)
non € soluzione della disuguaglianza
2 (10954— 1)2 <9_ 35:104— 2-
Risp. a) x € (—00,1/20],2 =0, b) z € (—o0; —1/7).

b) (-3 —5z)

Problema 1.7. Risolvere la disuguaglianza

2
x(x —5) _9s 3z(z+1) 5z
4 2 4
e torvare il pit grande intero del tipo 2k,k € Z che € una soluzione di questa
disuguaglianza. Vedere se il numero
24 .43
22.22.(—4)2

€ una soluzione della disuguaglianza.

a =

Risp. = € (—o0,—8/11), il pit grande numero che é soluzione é —2. Il numero
a = —8/11 non €’ soluzione della disuguaglianza.

Problema 1.8. Risolvere la disuguaglianza

5(x2—1) (z+D)(x—7) 6x(x—2) -0
4 20 5 ’
e torvare il pid piccolo intero del tipo k,k € Z che non € soluzione di questa disug-

uaglianza. Vedere se il numero
_3mt2 4 72.3m
S 27.3mtl
€ una soluzione della disuguaglianza.

m €N,

Risp. = € (—o0;1/3), il pia piccolo intero che non é soluzione é 1. Il numero
b =1 non é soluzione.

2. EQUAZIONI E DISUGUAGLIANZE DI SECONDO GRADO
2.1. Equazioni di secondo grado. Eduazione di II grado é I'’equazione del tipo
ax? + bz + ¢ =0,

dove a # 0,a,b,c € R sono parametri.
Problema 2.1. Risolvere le sequenti equazioni nell’incognitd x € R

a) ax’ +bx+c=0, a#0; b)ar’ +bx=0, a#0; c)ar’+c=0, a#0.

Soluzione a) az? + bz + ¢ = 0: Sia

D =b? — 4ac

il discriminate dell’equazione. Le soluzioni sono

(].) T12 = —b;—(;/ﬁ se D > 0;

(2) 3:1:3::2:—% se D =0;

(3) x€BseD<O.




7

Soluzione b) ax? + bx = 0: Rescriviamo I’equazione nella forma z(az + b) = 0.
Ne segue che le soluzioni sono 1 =0 e x93 = —b/2a.
Soluzione c) az? + ¢ = 0: Rescriviamo I'equazione nella forma 2? = —c/a. Le
soluzioni sono
(1) z12 = £/ se —c/a > 0;
(2) z€lse —c/a<O.
Problema 2.2. Risolvere le sequenti equazioni in R
a) (1-V6)z=2z2 b)) (z+4)2z=V6x, c) 3y*-2=13,
22 —-1,5 2 1
=1, 522 —2x —3 =0,
g) 42 —17x —15=0, h) —22°—2—1, i) 2> =3z +0,75=0,

d) > +2=+2, e

1 1
) x2—4§x+4§:0, k) 2y —y+v2=0, () 8 —5—3z>=0,

m) —322—V2z+vV5=0, n) V3-Vbz—-21>=0, o) z2+V3z+1-V3=0,
p) 2+ (1+V2Qu—-v2=0, q) 32 —(6+1)t+1=0, 1) 4>+4t+1=0,
s) 2 4+2V2t42=0, t) W—%:o, w)z® — (6+V3)z +6v3 =0,

v) 22+ (5-V10z -5V10=0, w) z*—(2a+ 1)z +a®>+a—-6=0,

i) ay®—(a*—1)y—a=0,a#0, pp) (a—1)z*—6ax+9a—1=0.
Risp. a) 21 = 0eaxy =1 -6, b) 2y = 0e 20 = \/3/_2—4; c) yi2 =
+/(V3+2)/3d)xclie) o=tV V2+1; )y =lexs=—0,6;g) 21 =5
exo = —3/4h) 21 = —lexzs = —0,5;1) 710 = B3£V6)/2;j) 21 = 3 e
ro = 1,5:k) 2 € 0; )z = 1l e xg = 5/3; m) 212 = (=2 + V125 +2)/6;
n) 212 = (—V5+V8V3+5)/4;0) w12 = (—vV3+ V43 -1)/2;p) ur o = (—(1+
V2) £ V10V2+3)/4;q) t € 051) t1o = —1/2;8) t1o = —V2i t) Y12 = %;

u)x1=6e12=\/§,v)x1=\/10ex1:—5;W):101=a+3ex2=a—2;ii)xl:a
exy=1/aq;

z €, se a € (—o0;1/10);
pp)s x12= (Bat+10a—1)/(a—1), sea€[1/10;1)U(1,+00);
x=4/3, se a = 1.

Problema 2.3. Come si possono decomporre i sequenti polinomi in R
a) ax? +bx+c,a,b,c#£0, blax®+bxr, a,b#0, c)ar?—c, a,c#0.
Soluzione a) az? + bx + ¢ Se D = b? — 4ac > 0 abbiamo
—b++vD
ar® +bx+c=a(r —x1)(r — x2), T12= 27\/_
a

Se D = 0 abbiamo
—b
ar? +bx+c=alr —x)?, 1z, = 5
Se D < 0 il polinomio ¢é irreducibile.
Soluzione b) ax? 4 br: Abbiamo ax? + bxr = x(azx + b).



Soluzione c) az? — c:

(Vaz ++/¢)(Vaz — /c), se a>0,c>0;
ar? —c={ —(vV—az +/=c)(vV—ax —/=¢), sea<0,c<0;
irreducibile, se ac < 0.

Problema 2.4. Come si possono decomporre i sequenti polinomi in R
a) 5x%—3x; b)22* -7, ¢) —32°—1; d) 2*— 5z +6;

e) —ax?—x420; ,f) 222 +52—3; g)—5y>+14y+3; h) —22*—x+5;
i) 4o —4x? —1; j)%x2+§w+4; k) d—x—2% £) —22+(3—V2)x+3V2
m) 22 4+3vV2r+5 n) —5xi4+x—1; o) 3> —2y—15y.

Risp. a)z(v5x—3); b) (V22 +v7) (V22 —/7) c) irredducibile; d) (z —3)(z — 2);

e) (4—2)(z+5);f) (2z—1)(z+3); 8) (B—y)(5y+1); h) —2(x+ (1 - V41)/4)(z +
(1+VA1)/4); 1) —2(x—1)*j) (2+2/3)% k) —(z+ (1~ V17)/2)(z + (1 +V17)/2);
0)(3 — z)(z 4+ +/2); m) non si puo decomporre; n) non si puo decomporre; o) y(y +
3)(y —5).

2.2. Disequazioni di secondo grado az? + bx + ¢ § 0,a+#0,a,b,ceR..
Problema 2.5. Risolvere in R le sequente disequazioni
a) ar’+br+c>0, b) ar’+br+c>0, ¢) ar’+br+c<0, d) az’+br+c<0.

Soggerimento: Sia

D = b* — 4ac.
Per il caso a > 0 poniamo
-b—+vD -b++vD
TN=—F— T2=—F——
2a 2a

quando D > 0.Abbiamo z7 < x5 e la Fig. 1. Le soluzioni sono dati nella tabella 1.

FIGURE 1. Il caso a > 0.

Per il caso a < 0 poniamo

—-b++vD —-b—+D
— > T2 = ——(——
2a 2a

quando D > 0.Abbiamo z; < x5 e la Fig. 2. Le soluzioni sono dati nella tabella 2.

xr, =

Problema 2.6. Risolvere in R le sequente disequazioni
a) 22>0; b)a®>0; c)x?<0; d)2*<0; e)22°+2—1>0,
f) =5z < -2



I caso: a >0 D>0 D = D <0
az? +bx+c>0 |z € (—o0;21) U (29;+00) | x € (—o0521) U (21;+00) | z €R
az? +bx+c>0 | x € (—oo; 1] U [x9; +00) reR r€eR
ar?+br+c<0 x € (21;12) z e z €
ar?+br+c<0 x € [x1;x9) T =2 z €

TABLE 1. Il caso a > 0.
| |
\
: | =0 |
W Cuso iy ‘ e \ E%
i 4, h)‘ Y=tz ‘____/47
A<V i |
| N A
FIGURE 2. Il caso a < 0.

II caso: a < 0 D>0 D=0 D <0
az? +bxr+c>0 x € (x1;22) zel z el
ax?+br+c>0 x € [z1;22) T = zel
az? +bx+c<0 |z € (—00;21) U (29;+00) | * € (—o0;21) U (21;+00) | z €R
ar? +br+c <0 | x € (—oo; 1] U [xg; +00) reR zeR

Problema 3.1.

Soluzione del punto d). Abbiamo la proprieta

(2)
(3)

(0]

(4)

(5)

TABLE 2. Il caso a > 0.

3. EQUAZIONI E DISUGUAGLIANZE:

Risolvere le equazioni

a) 1523 + 2% — 22 =0,

b) 2 +22" +42% +2+2 =0,
c) (1+x2)2:4|x|(1—12),
d) |3z —1]-5|=2,

e) |13lz] —1[-5]=2,

|A] = b con b > 0 significa A = +b.

Quindi léquazione in d) implica

32 —1|-5=2 < [3z—5|=7

Bz — 1] =5 =—-2 < |3z -5/ =3

Per (3) applichiamo la proprieta (2) e deduciamo

2
Bz —5|=7 < 3z—-b=4T<sa=41=

3
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Per (4) applichiamo la proprieta (2) e deduciamo
8

2
(6) |3z — 5] =3 <:>3a:—5::|:3<:>33:§,3::§

Tutte le soluzioni sono

2
x:4,x:—,x:§.
3 3

Problema 3.2. Trovare p,q tale che le radici dell’equazione
2 +pr+q=0
sono p e q.
Soluzione. Abbiamo il sistema
p+q=—p,
pg =q.
Se ¢ =0 allorap=0.Se g # 0, allorap=1e g=—2. O
Problema 3.3. Per l’equazione
> +pr+12=0
sappiamo che le due radici x1, o soddisfano x1 — xo = 1. Trovare p.
Soluzione. Abbiamo
T1+T2=—p
T —To =1
e quindi
1-p _ﬂ

J;IZTuw2: 2

L’identitd di Viet zqzo = 12 implica
1-p (_ﬂ

2 2
e quindi p = £7. (I

):12 = 1-p°=-48

In alcuni casi si chiede di trovare la condizione sufficiente e necessaria tale che le
due radici del’equazione

(7) P(z) =0,P(x) = az® + bx +c
sono due numeri reali z1, z2 e soddisfano x1,zs < A. Piu precisamente noi cerchi-

amo condizione che utilizza i coefficienti a, b, ¢ nella equazione (7).
Abbiamo la seguente proprieta.

Lemma 3.1. Sia A numero reale ¢ P(x) = ax? + bx + c. La condizione sufficiente
e necessaria tale che le due radici del’equazione P(x) = 0 sono due numeri reali
1, xo e soddisfano r1 < A e xo < A e data del sistema

b% — dac >0
(8) r1+ a0 <24
aP(A) > 0.

Ci sono varianti della stessa proporieta.
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Lemma 3.2. Sia A numero reale e P(x) = ax? + bx + c. La condizione sufficiente
e necessaria tale che le due radici del’equazione P(x) = 0 sono due numeri reali
1, %2 e soddisfano r1 > A e xo > A e data del sistema

b% — dac >0
9) T+ a0 > 24
aP(A) > 0.
Problema 3.4. Trovare per quali valori del parametro m l'equazione
ma? — 2mx +m? —1=0,
ha due radici nel intervallo (—2,4).
Problema 3.5. Trovare per quali valori del parametro m > 0 [’equazione
> —(1-=m?)z—m=0,
ha due radici nel intervallo [—2,2].
Soluzione. Sia x1,xo due radici di
(10) P(z) =0,P(z) =2 — (1 — m?*)z —m.
Per garantire l’esistenza di due soluzioni reali abbiamo la condizione
D = (1-m??2+4m > 0.
La condizione sufficiente e neccessari che entrambi x;, x5 sono in [—2, 2] e pratica-
mente spiegata in (12), cioé chiediamo
(1-m?)?+4m >0
(11) —4<z1+w9 <4
P2)=4-21-m*)-m>0
P(—2)=4+2(1-m? —m >0.
Usando le formule di Viet, troviamo
T1+ax9=1— m2.
11 sistema diventa
(1-=m?)?+4m >0
(12) —4<1-m?<4
2m* —m+2>0
2m* +m — 6 < 0.
La soluzione é m € [0,3/2]. O

Problema 3.6. Risolvere le disuguaglianze

1
<
Q) Ja] < —.
bz — 1| +2lz — 3| < 2,
¢) 2% — x| <0,
d) x* —3lz|+2>0,
¢) (1+2)° <[1—-2?,
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f) zlx| — 4z +3 <0,

r—1
0,
9 1Y
r—1 x+1
h 2
) T a:—1<’
2
i) T __8 <0.

z—1 a+1 22-1

Risp. a) xz € (1, (1+ \/_)/
(_17 1) U (2700) ) (
x € (—o0,—1/2)U (1, 00),

l, D)z €, ¢)ze(—1,0)U(0,1),d) z
00, 1) (-1,0), f) z € (=00, -2 —
h) @
Soluzione a). Dominio della disequazione
1
|z < —
rz—1
é x # 1. Per x > 0 abbiamo

<0
r—17—

(x—1)(z* —z—1) <0.
La soluzione ¢ z € (1, (1 ++/5)/2].
Per x < 0 abbiamo

T —

1
—x — <0
o r—17
(x—1)(=2*+2x-1)<0
2?2 —z+1<0

la soluzione é l’insieme vuoto.

Soluzione e). La disequazione
(1+2)* <1 -27
ha due casi da considerare:

a) 1 — 22 > 0, in questo caso la disequazione diventa

1420+ 22 <1 — 22

2z(x+1) <0

La soluzine e z € (—1,0).
b) 1 — 22 <0, in questo caso la disequazione diventa

1+2z+22<2® -1
ox < —1.

Problema 3.7. Per quale valore del parametro a la disuguaglianza
2
-2
-3 < w < 2
22 —x+1

e’ vera per ogni x?

Risp. a € (—1,2).

€ (=00,0)U(1,00), i) z € (-2,-1)U(1



Problema 3.8. Per quale valore del parametro a la disuguaglianza
(a*> = 1)z? +2(a— 1)z +1>0
e’ vera per ogni x?
Risp. a > 1.
Problema 3.9. Risolvere le equazioni
a) Vr=+-u,
b) V14z =23z,
¢) V1+2a2+ 2% =10,
A2z —1=z+3,

e) x?+5x+4—5va? 452 +28=0,

fa -T2 =4,

ZC2—CE

g)x_ﬁ

Soluzione b). L’equazione ha dominio
2
€|-1,=
ce 3]

Vi+r=2-3z

=6

In questo dominio. 'equazione

si puo riscrivere come
l+2=4-1204+92° < 92°-132+3=0.

Tra le due soluzioni
13 -+/61
18

13 + /61
= ,x

o 18

2
solo zo é nel dominio.

Soluzione ¢). L’equazione é
1+2*=10

e quindi ponendo z = +3.

Soluzione d). 11 dominio dell equazione e

T >

N =

Nel dominio I'’equazione e equivalente a
20 —1=a24+6z+9
2 4+424+10=0

e quindi non ha soluzioni in R.

13

O

Risposte. a) z = 0, b)(13 —+/61)/18, c)+v/3 d) non ci sono soluzioni; e)

z=4,-9, f) 6, g) 3.
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Problema 3.10. Vedere per quale valore del parametro a l’equazione

Viz+zrz+l=ar+1

ha unica soluzione x # 0.
Soluzione. L’equazione é equivalente a
> +z4+1=0a*2>+2ax+1

e quindi

2*(1 — a®) + z(1 — 2a) = 0.
Se 1 —a? = 0 allora abbiamo unica soluzione z = 0. Se 1 —a? # 0, 1 —2a # 0 allora
abbiamo

1—2a
xTr =
a? -1
come unica soluzione diversa da 0. La condizione ax + 1 > 0 implica
a(l — 2a)
— 2 4+1>0
21 +1>
a?—a+1
- <0
a?2—-1 -
e quindi
ae(—1,1),a#1/2
¢ il dominio cercato. O

Problema 3.11. Risolvere le equazioni
a) \/43:2+93:+5—\/23:2+3:—1: \/3:2—1,
b) z? +5x+4— 522+ 55 +28=0,

12x — 8
Y V2r+4—-2V2—p= ——_.
) V922 + 16

) \r-2+v2 5+ \r+2+3/2 -5 =TV2,
0 Vite—Vi—z 15
Vitz+vVI—z 8 15
f) (=32 +3x—-22=+/22 -3 +7,
g9)" 2?4+ +5=05,

Risp. a) # = —1,5, b) z = 4,-9, ¢) z = 2/3,4/2/3,d) = = 15, e)
z = 0,424/25.

Soluzione a). Usando le decomposizioni
42 + 9+ 5 =4(x +1)(x +5/4), 22° + 2 — 1 =2(z + 1)(z — 1/2),
si vede che 'equazione
Var2 + 92 +5=v222 + 2 — 1+ Va2 — 1
ha dominio € (—o0, —5/4] U [1, +00). Elevando al quadrato, otteniamo

422492 +5=a02—1+222+z2—1+2V22 — 1V/222 +x + 1

e quindi

2>+ 8 +T7=2vV22—1V222 + 1+ 1,



da qui deducaimo che il dominio va interseccato con il vincolo
2 +8x+7>0
e quindi il dominio é x € (—o0, —7] U [1, +00). Léquazione

(x+1)(x+7) =22z —1)(z+1)2(x — 1/2)

implica
(x+1)*(x+7)*=4(x - 1)(z+1)*2z - 1)
e una soluzione ovvia e ;1 = —1. Se x1 # —1, allora
(z+7)?=4(x—1)2z —1) = T2? — 262 — 45 = 0.
Tra le due soluzioni

_ B4V 1322 9

7 o 7 7

solo 5 é nel dominio. Cosi tutte le soluzioni sono

Z2

X :—1, T2 = 5.

Soluzione ¢). Abbiamo le relazioni
6z — 4
V25 +4+4+2V2—x

Vo2r+4—2v2—zx=

e quindi I’équazione c¢) diventa
6x —4 122 -8
V2r+4+2y2—x 922+ 16

Le soluzioni sono
2
6(17 —4 = 0, — T = g
o

(13) V922 +16 =2 (V2r +4+2v2 — 7).

L’equazione (13) implica

9:102—1-16:4(2:10—1—44—4(2—:6)4—4\/5\/4—:62)
922 — 32 = —8z + 16V2/4 — 22.

Usando la relazione

32 — 922
—8r+16vV2/4— 22 =8(—2x+V32—8r)=8——
( ) T+ /32— 8z

troviamo
922 —32=0.
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Soluzione d). Abbiamo ’equazione

Vx—2+vm—5+ r+24+3V2x —5="7V2.

La sostituzione

y=+vV2x—5
implica
Lo YtS
2
e quindi
2 Zroy+1 1
DYy S A kP SS aheik Jaok Q Co)
2 2 2
e
6y +9 3
x+2+3\/2$——=y+ y+2y+ (y‘;)

Cosi I'equazione diventa
ly+1  ly+3|
bl sl _ g5
V2 V2

ly+ 1]+ |y + 3] = 14.

e quindi

Abbiamo 3 casi:
Caso a:) y < —3. L’equazione diventa

—(y+1)—(y+3)=14 =y=-9.
Caso b:) —3 < y < —1. L’equazione diventa
—(y+1)+(y+3) =14

Non c’e soluzione.
Caso c:) y > —1 L’equazione diventa

(y+1)+(y+3)=14 = y=5.
In coclusione abbiamo due soluzioni in y
Y1 = -9, Y2 = S.

La sostituzione

=+v2r—5
mostra che solo y2 = 5 é soluzione. La relazione

_ Y FS

2

implica
r = 15.

Soluzione e). Dopo razzionalizzazione troviamo

Vite—Vi-z 15

Vitz+v/1I—-z 8 U15
Vitz—VI-z T
Vitz+vVi—-z 1+V1—2?
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e ponendo
8 4 8

= —V15=—+
15 152/3°

cr?? =141 — 22.

Un’altra sostituzione y = 2/3 > 0 ci porta all’equazione

cy—1=+/1-—1y3.

c

troviamo ’equazione

Da qui otteniamo
Ay —2cy+1=1-1¢>
P4+ Py’ —2ey =0
y=0 o >+ cy—2c=0.
Abbiamo
83 ) 8% 4 157
= 8———

_ 4 — (B _
D=c"+8c=c(c +8)—c(1—52+8 152

L N (O SR AN A
U152 0 152/3152 0 \151/315)  \154/3 )

I’unica soluzione positiva e

—02+\/l_)_1( 64 136) 1(72) 6°

2 2\ A T ) T2 \15) T

2
Alla fine I'equazione

23 _ 062
E
implica ,
24
=4t— =4+—.
YT T T

Soluzione g). Il dominio di
(14) ? +Vr+5=5
e x € (—/5,/5). Abbiamo le relazioni
?+Vr+5=5 = z'—102> -2 +20=0.
Usiamo le relazioni
zt —102% — 2+ 20 = 2* — (22 — 102 + 25) — (922 — 9z — 45) =
=2t — (-5 -9@* -~z -5 =@ -2z -5)(a* +2+5) - 9a* -z —-5) =
=(? -z —5)(2* +x—4)
Cosi ogni soluzione di (14) sara soluzione di

9 1421 1—+21
 —x—-5=0 = x1 = 5 y X2 = B

o di
4 VIT 1o ViT

2
'+ xs 5 , T4 5
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Si vede che 1 e x4 non entrano nel dominio dell’équazione (14) e quindi le due
soluzioni sono

121

14 V1T
2 - .

To 5

y I3

Seconda Soluzione g). Consideriamo il problema
(15) P +Vrta=a
Per risolverlo rispetto a abbiamo
r+a=a®+zt - 2a2?
1l discriminante &
D=4z 442 +1 —4(a* —2) =4d2® + dx 4+ 1 = (22 + 1)?
e quindi

202 +1+2x+1 9 222 4+1—-2z—1
a; = 5 =z +z+1,a= 5 =z(z - 1).

Cosi troviamo due equazioni

—14+17 -1 —-+17
2> +x4+1=5, 173:%, M:f

> —x =51 =

14++v21 1—-+21
ro = .
2 77 2
Si vede che 1 e x4 non entrano nel dominio dell’é¢quazione (14) e quindi le due
soluzioni sono

1421

14 V1T
2 T 2

To 5

T3

Problema 3.12. Risolvere le disuguaglianze:
a) (compito Novembre 2006/2007)

2—\/x+2>\/233—|—5,

b) (compito Gennaio 2005)

T+ Vr24+r—-2>0,

cover—1<z—1.

Risposte. ¢) z > 2.
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4. ESERCIZI SU ESTREMI SUPERIORI, ESTREMI INFERIORI, MASSIMI E MINIMI

Problema 4.1. Determinare il minimo, il massimo, l’estremo inferiore e l’estremo
superiore (se esistono) degli insiemi

{zeR:|2*+1<|z-3| -1} {reR:|2? <

3
2o,

Problema 4.2. Determinare il minimo, il massimo, l’estremo inferiore e l’estremo
superiore (se esistono) degli insiemi AUB, ANB e A\ B, dove

A:{IEER:\/I2—6I+QZIE—1},

B {x cR: —2(z* — 822 +16)(9 — 2?)(z — 4)3) < 0}

(22 —x —12)(2? — 22 — 15)(z + 3

Soluzione. Per risolvere i quesiti proposti é necessario determinare le soluzioni delle
disequazioni che definiscono gli insiemi A e B.
Iniziamo considerando 'insieme A e quindi

Vaz—6x+9>2—1.

Risolvere questa disequazione equivale a risolvere i due sistemi (*)

r—1>0
r—1<0
(16) 22 —6x+9>0
2 —6x+9>0.
2?2 —6x+9 > (v —1)?

Da cui

r<l1
(17) (z—3)2>0
(r—3)2>0 (ovvero ogni) x € R.

Le soluzioni del primo sistema sono 1 < z < 2, mentre del secondo z < 1. Quindi
possiamo scrivere che

A={z: x <2}

IRicordiamo lo sche di ragionamento da seguire nella soluzione delle disequazioni irrazionali di
questo tipo. Ovvero risolvere \/P(xz) > Q(z) equivale a risolvere

Q) 20
Q(z) <0
P(z) >0 (realta della radice) oppure {
P(z) >0 (realta della radice).
P(z) > Q*(x)
Si osservi che nel primo sistema la condizione di realta della radice (P(z) > 0) & superflua,

in quanto é conseguenza della terza disequazione. In ogni caso il suo inserimento non altera il
risultato.
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Per determinare l'insieme B, determiniamo l'insieme delle soluzioni della dise-
quazione

—2(x* — 822 +16)(9 — 22)(z — 4)®
32?2 —x—12)(22 — 22— 15)(z+3) —

Ovvero, cambiando il segno

2(z* — 822 +16)(9 — 22)(x — 4)3 -0
3(x2 — 2z —12)(22 — 2z — 15)(x + 3) —

Che equivale a risolvere i seguenti sistemi (?)
2(z* — 822 +16)(9 — 22)(z —4)> > 0
3(2%2 — 2 —12)(2® =20 — 15)(z +3) > 0
oppure
2(z* — 822 +16)(9 — 22)(z —4)> <0
(2% — 2 —12)(2® =220 —15)(z +3) <0

In ciascuno dei sistemi, le disequazioni si risolvono considerando i segni dei fattori
che le compongono.

Iniziamo considerando z* — 822 + 16, che & un quadrato perfetto: z*—8z>+16 =
(72 — 4)% e quindi risulta essere sempre non negativo.

Invece 9 — 22 > 0 se —3<x <3, mentre ¢ 9 — 22 < 0se x < —3 oppure z > 3.

Infine (x —4)3 > 0 se # > 4, mentre & (z —4)3 < 0sez < 4. (3)

Considerando i fattori del denominatore, si ha:

22 —x—12>0sex < —4 oppure > 3, mentre 2 —r — 12 < 0se —4 < x < 3.
2?2 —2r—15 > 0se x < —3 oppure > 5, mentre 22 —22—15 < 0se =3 < x < 5.
r+3>0sex>—3, mentre x +3 < 0se x < —3.

Riportiamo i risultati negli schemi seguenti

2Ricordiamo lo schema di risoluzione delle disequazioni fratte, cioé risolvere

P(z
Q(z

~

>0

~

equivale a risolvere

P(z) >0 P(z) <0
{ oppure {
Q(x) >0 Q(x) <0

3Ricordare che z3 > 0 se e solo se > 0. Piu in generale, per ogni n € N, z27*1 > 0 se e solo
se x > 0.
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z* — 822 + 16 + + + 4+ + ++++ ++
9 — 22 - - ++++ - === - -
(x—4)3 - - —— == -—— - + +
(2 — 822 +16)(9 — 2?)(z — 4)> + + - — - - ++++ - =
—4 -3 3 5
a? —x—12 ++ o —- —— o +4 o ++
z? =2z —15 + + ++ o - - - = o ++
z+3 - - —— o ++ + + + +
(22 —2x—-12)(2? -22-15)(z+3) — - o ++4+ o ++ o —— o ++
—4 -3 3 4
(z* — 822 +16)(9 — 22)(z — 4)® + + + + - - + + - = —=
(22 —2—12)(2? -2z -15)(z+3) —— o ++ o ++ o — — - - + +
2(z* — 822 + 16)(9 — 22)(z — 4)3
(@ 8 +16)0 )@ —4°

3(2?2 —x —12)(22 — 22 — 15)(z + 3)

L’insieme B édatoda -4 <z < —-3,4<zx <5h.

Osservando che la frazione data é costituita da un rapporto tra prodotti di poli-
nomi si poteva anche procedere riportando in uno schema unico il segno di ciascuno
di essi nel modo che segue.
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—4 -3 3

(z* — 82% + 16) ++ ++ ++ A+ + 4+ ++

(9 — 22) - - - ++ - = ==

(x —4) S - - T S

(22 —z—12) +4+ o - - —— o ++  ++ 4+

(22 — 22 — 15) + + +4+ o —--— - — - — 4+

(z +3) - - -— o ++ ++ ++ ++

2(x* — 822 4+ 16)(9 — 22)(z — 4)3 e ah e o s L

3(22 —x —12)(22 — 22 — 15)(z + 3)
Possiamo quindi scrivere anche B = (—4,—3) U [4,5). Quindi, tenuto conto dei
risultati ottenuti
AUB = (—00,2)U (-4, -3)U[4,5) = (—00,2] U [4,5).
sup(AUB) =5, inf(AUB) = —o0.
ANB=(—00,2]N(-4,-3)N[4,5) = (-4, -3).
sup(ANB) =-3, inf(ANB)=—4.

Tenendo presente le regole delle operazioni tra insiemi(*)
A\ B = (—00,2]\ {(=4, =3) U[4,5)} = (=00, 2] \ (=4, =3) N {(—00, 2] \ [4,5)} =

= {@8p, —4]U[-3,2]} N (-00,2] =

= {(—o00, 4] N (—00,2]} U{[-3,2] N (—00,2]} = (—o0, —4] U [-3,2] = [-3, 2]
In definitiva
sup(A \ B) = 2, (che é anche massimo)  inf(A\ B) = —3 (che & anche minimo).
O
Problema 4.3. Determinare il minimo, il massimo, l’estremo inferiore e l’estremo
superiore (se esistono) degli insiemi
T

1
(zeR: |2 —1| < |z+3] -2} {ﬁ+sin((2m+1)2) :n,m>1¢€N}.

4Se X, Y, Z sono insiemi, allora (legge di De Morgan)
X\Yuz)=(X\Y)Nn(X\ 2).
Proprieta distributiva di U rispetto a N
XN(Yuz)=(XnY)u(Xn2).
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Problema 4.4. Determinare il minimo, il massimo, l’estremo inferiore e l’estremo
superiore (se esistono) degli insiemi
1 1

R:4>1—-2|1 1—2x)? e
{ze > 1 =allt+of+ 1 -2)7) {2n 2n — cos(m)

:n,mzleN}.

Problema 4.5. Trovare l'intersezione A(\ B dove

_ A ol — m
A={zxeR:z* +|z - 3| 8111(;102)}

eB={zeR:|z| <2}

Problema 4.6. Trovare [’estremo superiore, [’estremo inferiore, il massimo e il
minimo di A B dove

1+

A={zeR:

1
;v———i—l}—i—:tg
T

}
and B = 7.

Problema 4.7. Trovare l’estremo superiore, [’estremo inferiore, il massimo e il
minimo di A B dove

A={zecR: 2>+ |z -1 <2}
and B = Q.

Problema 4.8. Trovare l’estremo superiore, ’estremo inferiore, il massimo e il
minimo di A( B dove

A={zeR: |z -1+ |z +2| <2z -3}
and B = Q.

Problema 4.9. Trovare [’estremo superiore, [’estremo inferiore, il massimo e il
minimo di tutti x € R tale che esiste y € R tale che

lz +y|+y <2

5. FUNZIONI exp E log.
La funzione esponenziale f(z) = a® dove a > 0,a # 1 e definita per ogni = € R.
Definition 5.1. Sea > 1 e x € R € fissato, allora definiamo l’insieme
Agz ={a"r€eQ,r <z}.

Abbiamo
a” =sup Ag 2.

Definition 5.2. Sea <1 e x € R € fissato, allora definiamo l'insieme

Ape={a"r e Qr<z}.

Abbiamo
a” =inf A, .
Proprieta’
T T T 0 z+y T, Y z—y a’ —x 1 T\Y Ty
a® >0, a®b” = (ab)*, a’ = 1,a =a"a¥, a =—, a=—, (") =a
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Definition 5.3. Sia a > 0,a# 1, e b > 0. Allora log, b e’ definito con
log,b=c< a=h.
Proprieta’:
log,, (b1.b2) = log, b1 + log, ba,a > 0,a # 1,b1,b2 > 0,
log,, (b%) = dlog, b,a > 0,a # 1,b > 0,d € R.

log 4 b
b= -840 i AS0,a£1,A£1,b>0.
log, a

Problema 5.1. Risolvere le sequente equazion:

log

a) 4% —27t2 32 =0,

b) V3= 3l =971,

) 4V — g4 5 or I HVeRo2

d) 3.4Vl _g6veTl = gvel

€) ( 2—\/§>z+(\/2+x/§>z=4.
f) 99" +97") —3(3"+37%) =172,
g) 2|m+2| _ |2w+1 _ 1| — 2ac+1 + 17

Soluzione a). Ponendo y = 2%,y > 0 troviamo ’equazione
y? — 4y —32=0,

che ha soluzioni
Y1 =2-v36=24+6=8, yo =—4
L’unica soluzione positiva e y; e quindi 2* = 8 implica z = 3.

Soluzione b). Ponendo y = \/31T, y > 0 troviamo ’equazione
y—y* =27 <= y*—y+27=0
che non ha soluzioni.
Risp. a) 3,d) 1,e) 2,-2,f) 1,-1,g) x = =3 0 z € [-1,00).

Problema 5.2. Risolvere le sequente equazioni
a) log(3z —8) +1g(2 —z) =5,
b) log, (22 — 52 +6) = 2,

¢) '8 =9



d) 2(logy z +log, 2) =5,

e) logy(x +1)% 4 log, |z + 1| = 6.

Soluzione d). Ponendo

y =log,
e usando la relazione 1

log, 2 =

8z logy '’
otteniamo ’equazione

20y+1/y) =5

con le soluzioni
Y1 = 1,y2 = 1/2
Per z troviamo
logobx =1 = x=1
logox=1/2 = z=-1.
Le due soluzioni sono
T = 1, To = —1.

Risp. a) non c’e soluzione, b) 2,3, ¢) 1/9, 3, d) v/2,4
Problema 5.3. Risolvere le sequente equazioni (a € un parametro reale)
a) log,.z+log,.a=1,
5 2
b) - i log, (5v/5) = (logmz \/5) :
¢) avV® =z".

Problema 5.4. Trovare le soluzioni del sistema

1) {xy—40 :

T8y =4,
Risp. 10,4.

Problema 5.5. Risolvere le sequente disuguaglianze

a) 3z+1/2 + 3171/2 > 4z+1/2 _ 22m717

O

xr
c) lgi (1g1/3 a:—+1> <0,

e) lglez—1<1.
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Risp. a) z € (—00,3/2], ¢c) z € (—1/2,0),d) = € (0,1/2) U (1/2,2).

6. FUNZIONI TRIGONOMETRICHE

sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin 3,
cos(a+ ) = cosacos B — sinasin j3,
sin? o + cos® a = 1.
sin(—a) = —sina, cos(—a) = cos a, tan(—a) = — tan a.
sin(a+ 27) = sina, cos(a+ 27) = cosa, tan(a+ 7) = tanq, cot(a + 7) = cot a.
sin(r—a) =sina, cos(mr—a) = —cosa,sin(m+a) = —sina, cos(m+a) = —cosa,
sin (g — a) = cosa, cos (g — a) = sin q, sin (g + a) = cosq, Ccos (g + a) = —sinq,
PerO<a<m
sina < «

sin o

> cos Q.
a
Formule di duplicazione
sin(2a) = 2sina cos a, cos2a = cos® a — sin’ a.

Formule di bisezione

. 2 1 —cos2a 9 1+ cos2a
sin“o = ———, cosa = ————,

Formule di Werner

sin(a + B) + sin(a — 5)
2

— cos(a + ) + cos(a — f3)

sinacos 3 =
b 2

, sinasin g =

cos(a + B) + cos(a — B)
2 )

cosacos S =

Formule di prostaferesi

sin a+sin 8 = 2sin (M> cos <o¢—[3) , cos a+cos B = 2cos <a_—;—[3) cos <a—[3>

2 2 2

sina —sin 8 = 2sin (#) cos <a—;—[3>

cosa — cos 3 = —2sin (#) sin (#)

Detfinizione delle funzioni tan e cot,

Cos «x

sin
tana = ——, cota = —
Cos sin o
Il dominio per tan e’ « # (2k + 1)7/2, k € Z. 1l dominio per cot €’ a # km, k € Z.
Espresione di sin, cos mediante tan, cot e viceversa

tan o 1
sine = +——, sina ==+

\/1+tan204, V1+cot?a



i 1 i cot o
cosqy=d+———— cosa=Ft—-———
1+ tan? « V1+ cot? a
; 1 sin «v ; 1 V1 —cos? a
ano = = ano = =
cot o V1_sin?a cot o cosoe
tan a 4 tan 8 tana — tan 8
t -_—— = t _— = —-—
an(a + ) 1 —tanatan’ an(a — §) 1+ tanatan 3’
-1 t t 1 t t
cot(a+ B) = + cot acco ﬁ7 cot(a — B) = + cot acot B

cot a + cot 8 —cota + cot 3’

arcsinz = o, x € [—1,1] & sina =z a € [-7/2,7/2],

arccosz = o, x € [—1,1] & cosa =z « € [0,7),

arctanz = o, ¢ € (—00,00) & tana =z « € [-7/2,7/2],

sinx =sinxg < x© = xg + 2km, m — x9 + 2k, cosx = cosxg & x = +xg + 2k,

tanx = tanzg <& x = xg + kT,
Problema 6.1. Verificare le sequente indentita’
sin(m — a) =sina, cos(mr —a) = —cosa, tan(m — ) = —tana,
sin(m + a) = —sina, cos(m 4+ o) = —cosa, tan(w + «) = tana,
sin(m/2 — a) = cosa, cos(m/2 — a) =sina, tan(w/2 — a) = cota,
sin(m/2 + a) = cosa, cos(m/2 + a) = —sina, tan(n/2 + a) = — cota,

sin(37/2 — ) = —cosa, cos(37/2 — ) = —sina, tan(37/2 — a) = cota,
sin(37/2 4+ a) = —cosa, cos(3n7/2+ ) =sinq, tan(37/2+ a) = — cota.

Problema 6.2. Verificare le sequente indentita’
1
cos* a — sin a = cos(2a),  sin(3a)sin(20) = g(cos a — cosba)

sin(a + )

tana + tan 8 =
cos o cos f3

Problema 6.3. Calcolare cos(2ar) se sina = \/W/Q
Risp. \/5/2
Problema 6.4. Dimostrare che
sina.cos(a+ B) =sin 8 = tan(a+ ) = 2tanc;
sin(2a + B) =5sinff = 2tan(a+ B) = 3tana.
Problema 6.5. Semplificare le espressioni
2

(sina + cos )

V1 sin2a)

)

b)\/sin2a (14 cota)+cos?a (1+tana), (r < a < 3mw/2.

Risp. a) 1; b) —sina — cosa.

27
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Problema 6.6. Dimostrare le identita’

2

sin® a + cos® o + 3sin acos?a =1

cos(a + ). cos(a — )
B 2

1—cot?a cot’fB =
h asin® 8

sin(a — ) n sin(8 — ) n sin(y —a)
cosacosB  cosycos  cosacosy

sin

Problema 6.7. Per quali valori del parametro a valgono le relazioni
a)sin(m — a) = sina,
b)sina = V1= cos?a,
¢)y/1 +sin(2a) = sina + cosa.

Problema 6.8. Dimostrare che lidentité o + 8 + v = w/2 implica

cosa + cos B + cosy = 4 cos (% - %) COS <g - g) COS (g — %
Problema 6.9. Dimostrare l'identita’
1 N + 032 sin bz /2
—+cosx +cos2 = ————.
2 2sin(z/2)

Problema 6.10. Calcolare sin 18°.
Problema 6.11. Dimostrare che

1 1
z+—-=2cosae = 2"+ — =2cos(na) VneN.
z zZn

Problema 6.12. Trovare tutti x tali che
a) sin bz = cos 2z,

b)sin(2z) + tanz = 2,

) ! + ! + ! 5
c =
sinz cosx sinxzcosz ’

d) tan(m tanz) = cot(w cot x),
1 17

e)sin'”z + cos'"x = 1.
Soluzione d). L’equazione

tan(7 tanx) = cot(w cot x),
dopo la sostituzione
(20) tanz =y

si puo trasformare in
0
tan(my) = cot (—) ,
Y
con dominio,
Yy # g, Yy # %, k, 0 € Z, k dispari.

L’equazione si puo rescrivere come segue

tan(my) tan G) =1
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sin(ry) sin G) = cos(ry) cos G)

cos (wy + Z) =0.
Y

Ty + g - gk keZ, K dispari.

da qui deduciamo

Questa equiazione implica

L’equazione

1 k k
y+-—=-<—= Y ——y+1=0
Y 2 2
ha soluzione solo se
k2
D=——-4>0.

4
Cosi,

keZ, |k| >2, k dispari.
Abbiamo le soluzioni

k/24VD  k+VE2—16 k—VkZ—16
= = 9 y2 = -
2 4 4

Y1

Usando (20) troviamo

k++Vk?—-16 k—Vk%2—-16
r1 = arctan — 1 + ¢m, x9 = arctan — + I

)

dove
LeZ, kelZ, |k| >2, kdispari.

Problema 6.13. Trovare tutti x € R tale che
1+ cos?z
1+sinx

Problema 6.14. Trovare tutti x € R tale che
2sinx > 2cosx'
Problema 6.15. Trovare tutti x € R tale che
|sinz 4 cosz| < 1.

Problema 6.16 (Test Energia 2017). La funzione f : R — R defnita da f(z) =
arctan(—zx) é:

imiettiva

: surgettiva su R

periodica

: dllimitata

o T
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7. Esercizi su CE, PARITA, MONOTONIA DELLE FUNZIONI

Problema 7.1. Trovare il campo di esistenza delle funzioni:
a)
2z +1
=1
- (51

(Inz)? cos(1 + Inx).

b)

Problema 7.2. Studiare il C.E. e la paritd delle funzioni:
a) f(x) =2° + |2 +3,
b) f(z) = Vb6xr —1+ /62 — 1,
¢) flx) =5 +577,
d) f(x) = L,
¢) f(z) = i,

f) =55 + 56z.

Problema 7.3. Studiare il C.E. e la monotonia delle funzioni:
W) f(@) = 2%+ +3,
(I) = JT?x € (_007_1)
¢) f(z) = 5,2 € (—-1,-1)
() = 5,2 € (1,00)
¢) f(z) = £5h,2 € (0,00).
Problema 7.4. Trovare l'imagine delle funzioni:
a) f(z) = —22% + = + 3,

b) f(x) = 557,

c) f(x) = 2%+ 1/2?,
d) f(w) = =3,

e) f(‘r) =z 2296:;287
f) f@) = &b

Problema 7.5. Trovare il campo di esistenza delle funzioni:
a) f(x) = e+ cos(arcsin(z + 1)),
b) f ) = (%)bll’l:ﬂ'

()
¢) f(z) =/ H52,
(v) = /e

8. NUMERI COMPLESSI
8.1. Definizione e primi proprieta.
Definition 8.1. L’insieme di numeri complessi C e definito come
C=RxR={z=(z,y);z € R,y e R}

con due operazioni:
e la somma delle coppie (z1,y1) e (x2,y2) € definita con

(Ilayl) + (I25y2) = (xl + Z2,Y1 + y2)7
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e il prodotto della coppie (x1,y1) e (z2,y2) € definita con
(w1,91). (22, y2) = (172 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)-

L’insieme C con l'operazione somma é un gruppo comutativo con elemento neutro

0 =(0,0).
Per ogni z = (x,y) poniamo
2 = (~2,-y).
Si possano verificare le proprieta
(21) C é gruppo commutativo rispetto la somma, cioé

(a+b)+c=a+(b+¢), Va,b,ce C
a+0=0+a=a, YaeC,
a+(—a)=0, YaeC
a+b=b+a, Va,beC.
C ¢é anello cioé C é gruppo abeliano rispetto la somma come in (21), il prodotto é
associativo
(a.b).c = a.(b.c), Ya,b,c € Q
e la moltiplicazione e distributiva rispetto alla sommas:
(22) a-(b+c)=(a-b)+(a-c),
(a+b)-c=(a-c)+(b-c).
Finalmente C risulta un campo, cioé anello commutativo, tale che C \ {0} é
gruppo abeliano rispetto il prodotto. In fatti, ’elemento neutro e

1= (1,0).

Il fatto che C é campo pratticamnte implica che
(23) Va #0,3b € C\ {0}, ab=1.

La verifica di (23) si puo fare come segue. Se

a=(z,y) #0
allora
2%+ y2 #£0

e

b= —— J
- ,’E2+y2, $2+y2

Definition 8.2. Se z = (z,y) é un numero complesso allora

verifica (23).

z = (2,~y)
si chiama coniugato a z € C.
Se z = (x,y) € C, allora abbiamo la relazione
(24) 2.2 =12+ y>
Se z = (z,y) abbiamo inoltre la relazione

(25) (z,0) = Z;E.
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Possiamo identificare (z,0) con z € R. Cosi (25) diventa
Z4+z
Xr = .
2
Usando la definizione del prodotto in C si vede che per ogni numero reale o« = («, 0)

e per ogi numero complesso z = (z,y) abbiamo

az = (a,0).(z,y) = (az, ay).

Notazioni. Numero imaginario i é

i=(0,1).
La parte reale di z = (x,y) é

Rez =z,
la parte imaginaria di z = (z,y) é

Imz =y,

O
Abbiamo le relazioni
(26) iZ=-1,=-it=1
e quindi
1, se m =4k, k € Z;

(27) o i, se m=4k+ 1,k € Z,;

-1, sem=4k+ 2k € 7Z;
—i, sem=4k+ 3,k € Z.

Se z = (z,y) allora

z=x+1iy
e usando (25) troviamo
(28) ReZZZ;Z, Imz=22_iz

L’equazione z? + 1 = 0 non puo’ avere soluzioni reali dato che non ha senso
(nel campo dei numeri reali) considerare \/—1. Tuttavia ’equazione scritta so-
pra ha soluzione se ampliamo l'insieme dei numeri reali con ’aggiunta dell’unita’
immaginaria i = (0, 1) che gode della proprieta’

(29) iZ=—1.
Cos’i 'insieme di numeri complessi si puo rappresentare come
C={z=z+1iy,z,y € R}.

Se z =z +1iy con x,y € R, allora = ed y si chiamano ripettivamente parte reale
e parte immaginaria del numero complesso z e si indicano con Re z ed Im z.

La somma e la moltiplicazione tra numeri complessi segue le stesse regole della
moltiplicazione tra numeri reali, tenendo conto del fatto che per 'unita’ immagi-
naria i vale la regola (29). Quindi

rtiy+a’ +iy = (e +2) +ily+y)
(z +iy) (2" +1iy') = w2’ + iy’ +ia'y +iPyy = (22’ —yy') +i(zy’ +2'y).
Dato z = x + iy si definisce
Z=x—1iy
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|Z|2 _ {E2 4 y2-
Si puo’ anche definire il rapporto tra numeri complessi come segue:
Z ZW
w o wf?
(notare che il secondo membro ha senso visto che la moltiplicazione dei tre numeri
Z, W, # si puo’ fare seguendo la regola di prodotto descritta sopra).

Ogni numero complesso z = = + iy €’ individuato da due numeri reali (la parte
reale e la parte immaginaria). Pertanto i numeri complessi possono essere individ-
uati da un punto nel piano cartesiano x—y. D’altra parte ogni punto (x,y) del piano
puo’ essere individuato in coordinate polari dalla distanza del punto dall’origine p
e dall’angolo 0 formato tra l’asse delle = e la semiretta passante per il punto (z,y)
e lorigine.

Pertanto se (z,y) = (pcos@, psinf) (osservare che 6 e’ definito a meno di un
multiplo intero di 27) allora

x + iy = p(cosf + isinb).

Una notazione utile e’

0

e = cosf +1isind,

e pertanto ogni numero complesso = + iy si puo’ sempre esprimere in coordinate
polari ed in forma compatta come segue:

T +iy = pew
dove 6 definito a meno di 2km con k € Z.
Inoltre si ha che
(30) 2" = pel™ se 2 = pel?

(vedi esercizio (8.10)).

Un numero complesso z’ si dice essere una radice n-esima del numero complesso
zse 2 = 2.

In particolare se z = pe
ha per definizione che

i g/ . . . .
1(0+2km) o 2/ = p/el?" ¢ una radice n-esima di z allora si

pei(9+2k7r) _ (p/)neine’
dove abbiamo usato (30).

In particolare si ha che le radici n-esime di z = pel? sono tutti e soli i numeri
complessi del tipo p'e'? dove p/ = ypet = % + 2n—k7r per qualche k € Z.

Esempio Calcolare /—1. Osserviamo che in base all’interpretazione geometrica
dei numeri complessi si ha che —1 = el(™*257) con k € Z e quindi tutte le radici di
—1 sono del tipo e(ZT+™) con k € Z.

Data la periodicita’ di ei? si ha che le uniche radici distinte di —1 possono essere
individuate dai numeri e'% e ¢i™3 che possono essere scritte in coordinate cartesiane
come i e —i.

Alcune proprieta basiliari

(1) |2|*> = 2.z per ogni numero z € C.
(2) z-w = Z W per ogni copia di numeri z,w € C.
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per ogni copia di numeri z,w € C.

(4) |2|? = 2.z per ogni numero z € C.

(5) |z - w| = |z||w| per ogni copia di numeri z,w € C.

(6)

(7) 1] = % per ogni copia di numeri z,w € C.

(8) sia z1 e z2 sono due numeri complessi definiti in coordinate polari con

i i
21 = p1e'Pl, zo = pae'¥.

Allora la relazione p1e¥! = pye™? implica p; = po
(9) sia 21 e z2 sono due numeri complessi definiti in coordinate polari con

i i
21 = p1e'¥t, 2o = pae'??.

Allora se p; > 0, la relazione p1e’! = pye’#? implica p; = p2 € Y1 — Yo =
2km, dove k =0,+1,4+2,---.

8.2. Esercizi.

Problema 8.1. Calcolare
31— 2 1—3 (1—-9)(—2)
1—2 1—-2¢ (2 +1)2

(i +2)?
Gr1B—i) °
A:(8—d)/5;  B:(4—i)/10;  C:(8—1i)/10;  D:(i+4)/5;  E:NA.

Problema 8.2 (Test 2017). Il coniugato del numero complesso

Risposta 5
(i+2)?
Problema 8.3 (Test 2017). Il modulo del numero complesso ————-= ¢
(1 +1)(3414)
10
A:/3; B: 4/5; C: 57 D:\/5/2; E: N.A.

Risposta 4

(i +2)?
Gr1B+i) *
A: (T+44)/5; B: (4—1)/10; C: (7—14)/10; D: (7+4i)/5; E: N.A.

Problema 8.4 (Test 2017). Il coniugato del numero complesso

Risposta 5

. 2 2
Problema 8.5 (Test 2017). Il modulo del numero complesso L e
(i+1)(3+14)
A1 B: 4V/5; C: V10; D: N.A.; E:\/5/2.
Risposta 5

Problema 8.6. Dati i numeri complessi z =z + iy e w = 2’ + iy’ (w si suppone
diverso dal numero complesso nullo) esprimere la parte reale e la parte immaginaria
di =.

w
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Problema 8.7. Provare che
2+ w| < [z] + |w|
per ogni coppiae di numeri z,w € C.
Problema 8.8. Dato il numero complesso z = pel® calcolare |z|?.
Problema 8.9. Dati z = pel? e 2/ = p'ei‘gl esprimere in coordinate polari ¢ numeri
22 e 5.

Problema 8.10. Esprimere in coordinate polari il numero 2™ dove z = pel?.

1+iv3Y
2

Problema 8.12. Simplificare l’espressione

Problema 8.11. Calcolare

pern € N.

23—1+z3—1
z—1 z—1

dove z = €.

Problema 8.13. Calcolare
24 41/24
sez+1/z=1.

Problema 8.14. Provare che ogni numero complesso z diverso da zero, ammette
esattamente n radici n-esime distinte.

Problema 8.15. Calcolare Vi, v//3 +1,v/3 + 31 .

Problema 8.16. Trovare tutti i numeri complessi tali che
2" = z.

Problema 8.17. Risolver 'equazione z32* = —222.

Problema 8.18. Trovare tutti i numeri complessi tali che
2" =Z.
Problema 8.19. Trovare tutti + numeri complessi tali che
22 —]z2-3|-3=0.
Suggerimento. Usare la forma cartesiana z = x + iy.

Problema 8.20. Trovare tutte le coppie di numeri complessi z,w tali che
72 —w? = -1,
w? —2z=0.
Problema 8.21. Esrpimere in coordinate polari il numero complesso
14 cosf +isiné.
Problema 8.22. Rappresentare graficamnete il sequente sottoinsieme di C:

{lz—1|=1|2+1],z € C}.
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Problema 8.23. Siano z1, ..., z, le radici n-esime di 1. Calcolare z1 + ... + z, €
21 X .. X Zp.

Problema 8.24. Scrivere in forma compatta @ numeri (1 + )" + (1 — )™, con
n € N.

Problema 8.25. Siano dati a,b,c € C tali che |a| = |b] = |¢| = 1. Provare che il
triangolo di vertici a,b, c e’ equilatero se e solo se a+ b+ c = 0.

Problema 8.26. Siano dati a,b,c € C , provare che il triangolo di vertici a,b,c
e’equilatero se e solo se a® 4+ b? + c? = ab + ac + bc.

Problema 8.27. Rappresentare graficamenete il sequente sottoinsieme di C:
{z+z2=2?,2 € C}.

Problema 8.28. Se w € C € un numero complesso tale che |w| < 1 verificare
laffermazione

Z—w
|z|<1<:>‘ <1.

1—wz
9. INDUZIONE

Problema 9.1. Per ogni naturale n > 1 e per ogni numero reale x > —1 wvale la
disequazione di Bernouli
(I+z)" > 1+ nz.

Soluzione. Per n = 1 affermazione é ovvia.
Suppogniamo che vale la disequazione per n = k, cioe

(31) (1+2)* > 1+ k.

Verifichiamo ’afermazione per n = k + 1. Applicando (31) troviamo

(142)* = (142)f (142) > (1+kz)(1+2) = 1+krtat+ka® = 14+ (k+1D)a+ka? > 1+(k+1)2
cosi concludiamo

(32) I+a)" >1+ (k+ 1z

e quindi laffermazione é vera per n =k + 1. O

Problema 9.2. Dimostrare l'identitd

2 1 2
134231 ... 4p% = w
Problema 9.3. Dimostrare le sequente identitd
1 n 1 R 1 _1 1
1.2 23 nn+1) ~ n+1
Problema 9.4. Vedere che se g 21 en > 1 é un numero naturale allora
5 _ qn+1
ltq+q¢++q¢"=——.
l—gq

Problema 9.5. Verificare se per ogni n > 1 naturale é vera l'identita

"k n—+2
k=1




Problema 9.6. Verificare se per ogni n > 2 naturale é vera l’identita

ﬁ Lo Ly _n+2
K2)  2n

k=2

Problema 9.7. Dimostrare (utilizzando induzione) che
62n —3n
11
e un numero intero pern =1,2,3, ...

Problema 9.8. Dimostrare
a:
sin(nh/2) sin(a + (n — 1)h/2)
sin(h/2) ’

sina+sin(a 4+ h) + -+ +sin(a+ (n — 1)h) =

b:
sin(nh/2) cos(a+ (n —1)h/2)
sin(h/2) ’

cosa+ cos(a+h) 4+ -+ cos(a+ (n—1)h) =

c:
sina + sin(3a) + - - - + sin((2n — 1))
cosa + cos(3a) + - - + cos((2n — 1))

= tan(na).
Soluzione a). Usiamo il principio di induzione.
1) per n = 1 abbiamo la relazione richiesta.

2) Suppogniamo che

(33) sina+sin(a+h)+---+sin(a+ (k—1)h) =

sin(h/2)
3) Dobbiamo dimostrare che
(34) sina +sin(a+ h) + -+ - +sin(a + (K — 1)h) + sin(a + kh) =
sin((k+1)h/2) sin(a+kh/2)
sin(h/2) :
Usando (33) si vede che (34) é equivalente a
sin(kh sin(a+(k=1)h .
(35) (EL2) sin(gz/;)( U2 4 sin(a + kh) =
_ sin((k+1)h/2) sin(a+kh/2)
- sin(h/2) '

L’ultima relazione é equivalente a
(36) sin(kh/2) sin(a + (k — 1)h/2) + sin(h/2) sin(a + kh) =
= sin((k 4+ 1)h/2) sin(a + kh/2).
Usiamo la relazione
(37) 2sin Asin B = cos(A — B) — cos(A + B).
Cosi (36) é equivalente a
(38)  cos((kh/2) — (a+ (k—1)h/2)) — cos((kh/2) + (o + (k — 1)h/2)) +
+cos((h/2) — (a + kh)) — cos((h/2) + (o + kh)) =
= cos((k+ 1)h/2) — (a + kh/2)) — cos((k + 1)h/2) + (a + kh/2)).

37

sin(kh/2) sin(a+ (k — 1)h/2)'
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Semplificando si vede che dobbiamo verificare
(39) cos(a — h/2) — cos(a+ kh — h/2) +
+cos(a+ kh — h/2) — cos(a + kh + h/2) =
= cos(a — h/2) — cos(a + kh + h/2).

Questa relazione ovviamente é vera e quindi il principio d’induzione completa la
soluzione. O

Problema 9.9. Dimostrare le sequente identitd:

- 2km
2n+1 _ 2
x —1—(x—1)||<x —23:cos<2n+1>+1>,

k=1

2 2km
2n+1_1: 1 2 2 1
x (x+ )kIZI1 <3: + xcos<2n+1>+ )
2n & 2 (2k + D)m
1= I I -2 - 1]).
x4+ (w ;CCOS( o +

k=1

Problema 9.10. Dimostrare le sequente identitd:

sin (%) sin <§—Z> ...sin <(" ;nl)ﬂ> = 2\"/_51,

27 47 2nm (—1)7/?
cos cos [ —— | -+~ cos = .
2n+1 2n+1 2n+1 2n-1

Problema 9.11. Sia a,, la successione di Fibonacci definita cosi ag = a1 = 1,

Ap+1 = Gp + Ap—1.
Dimostrare che
Any2 =aog+ a1+ +an +1,
A2p+2 = a1 + a3 + - -+ + a2p+1,
a1 =1+az+as+---+agm,
ai — Qpt1Qp—1 = (—1)"“.

10. SUCCESSIONI MONOTONE

Regola 1.Se la successione a,, é crescente e la funzione f(x) ha campo di es-
istenza D, tale che a,, € D, la funzione é crescente, allora la successione f(a,) €
crescente.

Regola 2. Se la successione a,, ¢ decrescente e la funzione f(z) ha campo di
esistenza D, tale che a,, € D, la funzione é crescente, allora la successione f(a,) é
decrescente.

Regola 3. Se la successione a, ¢é limitata e la funzione f(z) ha campo di
esistenza D, tale che a,,supa,,infa, € D, la funzione é crescente, allora valgono
le relazioni

(40) sup f(an) = f(sup an),inf f(an) = f(inf ay),
Regola 4. Se la successione a,, é crescente e la funzione f(x) ha campo di

esistenza D, tale che a,, € D, la funzione é decrescente, allora la successione f(ay,)
é decrescente.



39

Regola 5. Se la successione a,, ¢ decrescente e la funzione f(z) ha campo di
esistenza D, tale che a,, € D, la funzione é decrescente, allora la successione f(ay,)
¢é crescente.

Regola 6. Se la successione a, é limitata e la funzione f(z) ha campo di
esistenza D, tale che a,,sup a,,inf a,, € D, la funzione é decrescente, allora valgono
le relazioni

(41) sup f(an) = f(lnf an)u lnff(an) = f(SU.p an)a
Problema 10.1. Studiare l'insieme descritto dalla successione
1

an = —,n €N,
n

determinando sup a,,inf a,, specificando se si tratta di minimo e massimo, even-
tuale monotonia e punti di accumulazione.

Problema 10.2. Studiare l'insieme descritto dalla successione
10"t 41
1071-’1—3 _ 1
determinando sup a,,inf a,, specificando se si tratta di minimo e massimo, even-
tuale monotonia e punti di accumulazione.

an, = log ,n €N,

Problema 10.3. Vedere se la successione
1 1 1

cresce o decresce.

Soluzione. Abbiamo
S SRS SRR N S SR S
T 2n+41 2n+2 n 2n  2n n

e quindi la successione é decrescente.

Anp+41 — Qn

11. LIMITI NOTEVOLI

Se a,, e limitata e b, — 0 allora a,b, — 0.

0 se |q] < 1,
>0
(42) N +00 se q
1 se q=1,
non ha limite se g < —1.
1\" 1 . lim b, /a .
(43) 1+=-) —e |14+ — — e/ g6 Ilim by, /ay,.
n an,
(44) an — 0= 200 oy
an
(45) iy 50— S 41,
an
(46) ap — 0= T80y

Qn
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(47) an—>0:>(1+a;¢—>a.

La sostituzione a,, = In(1 + b,,) con b, — 0 e la relazione in (45) implicano

In(1+ 0,
(48) ? — 1, quando b, — 0.
Confronti:
A
(49) an—>oo:>;—g—>0\¢AeR,VB>1.
1 n
(50) an =00 = —2BI0 0y S 0,¥B > 1.
a’n
(51) an>OeM—>A:>(an)1/"—>A.
(27
Se a
an >0, ntl A
a’n,
allora
0 se A <1,
(52) lim (a,)"" = { 00 se A>1,

n—oo
no si puo dire nulla se A = 1.

Problema 11.1 (Test 2017). La successione /3™ + e"n? ha limite
A:1; B: non esistente; C:+oo; D:3; FE: N.A.

Risposta 4

Problema 11.2 (Test 2017). La successione /2™ + e"n? ha limite
A:1; B: non esistente; C:+oo; D:2; FE: N.A.

Risposta 5

Problema 11.3 (Test 2017). La successione /n?3" + e™ ha limite
A:3; B:1; C:4oo; D: non esistente; FE: N.A.

Risposta 1
Problema 11.4. Calcolare

a)
VPt n+1-vn?2+1
lim
n—oo logy 1
b)
lim (n 4 3v/nsinn)/* — (n 4+ /nsinn)'/4,
n—oo
¢)
9 1
lim n°(cos | — | — 1),
n— o0 n
d)
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. 124224 ...n02
hm —3
n—oo n

Soluzione a). Usiamo le notazione o(1) per ogni successione che tende a 0. Abbiamo

\/n2—|—n+1—\/n2+17 n

logyn (WVn2+n+1+Vn2+1)logon

n 1
~ 2n(1+o(1))logan  2(1+o(1))logyn =0

]
Soluzione b). Usiamo le notazione o(1) per ogni successione che tende a 0 e usiamo
le relazioni
VA+ VB (VA4 VB)(VA+ VB)

e quindi abbiamo
(n + 3v/nsinn)Y/* — (n + /nsinn)/* =
2y/nsinn

~ ((n+3ymsinn)/4 + (n + /nsinn)/4)((n + 3y/nsinn)/2 + (n + /nsinn)l/2)

- 2y/nsinn _
T /A1 + o(1))2n12(1 + o(1))

2y/nsinn sinn

= = _> O.
an3/4(1+0(1))  2n1/4(1+ o(1))
O
Soluzione ¢). Abbiamo la relazione
cosx — 1 = —2sin’ (E)
2
e quindi con z,, — 0 abbiamo
(53) 1—cosx, _ sin x,, 2_>2
x2 B T
e quindi
1 1—cos (L
n?(cos <E> -1)= 1/n2( ) — -2
O

Soluzione d).

e usando (53) troviamo che il limite cercato e —1/2.
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Soluzione e). Abbiamo la relazione

1)(2 1
12+22+_._+n2:”(”+ )(2n +1)

6
La relazione si puo verificare con induzione. Cosi troviamo
12422407
lm ———— =
n—oo n
. nn+1)2n+1) 1
= 1 = —.
rroo 613 3
O
Problema 11.5. Trovare il limite
. Vn3 +n —n?/?
im ———.
n—oo n 4+ 6sinn
Soluzione. Dopo razzionalizzazione troviamo
\/n3+n—n3/2_ n B n _0
n+6sinn (V3 +n+n32n(1+4o0(1)) 2n32n(1+o(1)) '
O

Problema 11.6. Trovare il limite della successione
an = V/nn(1 +e") —n/2.
Soluzione. Abbiamo le relazioni
Vnln(l+e") —n’? = /nlne"(1+e ") —n’? =
=Vnle"+vnln(l+e ™) —n®? =n32 4 /nin(1+e ™) —n2 = Vnln(1+e™")

Usando la relazione (48) troviamo

Valn(l+e™) = \/ﬁe—nw'

efn
La successione
Vne "
tende a 0. Abbiamo inoltre
In(1 -n
(n(1+e)
e n
grazie a (48). Cosl toviamo
In(1 n
Jen e )

Risposta 0
Problema 11.7. Trovare il limite della successione
an = vnln(l+e") —nyvn — 1.

Risposta —oo.
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Problema 11.8. Studiare la convergenza della successione

a, = n® (\S/nz + arctann — /n2 —i—n)

per a < 1/3.
Problema 11.9.

n! 1/n
an = (_) .
nn

Soluzione. Usiamo la seguente proprieta (vedi (52)) Se

b, >0, bz+1 = A

n

allora
0 se A <1,
(54) li_)m (b)) = { se A>1,
no si puo dire nulla se A = 1.
Ponendo
et
nn
abbiamo
JERURS TS
by, (n+ )"t nl (n+1)" e
e quindi

ANAL
a, = (%) — 0.
n

Problema 11.10. Calcolare

. n
lim

6o (4"(n - 1)!2!(71 1) (2”)!) " '

Soluzione. Sia
n'n,

4n(n — Dnl(n + 1)!

(2n)!

Abbiamo
a1 D@42 42— Dinl(n £ 1)
an  4"F(n)(n +1)!(n + 2)! n"(2n)! =
(m+1)"(n+1)2n+2)2n+1)
n" nn+1)(n+2)

1
T4
Usando
(n+1)"
(n+1)2n+2)2n+1)
n(n+ 1)(n + 2)

— €,

— 4,

concludiamo
a 1
“ntl -0

Qn
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utilizzando il criterio di Cesaro troviamo

n

n 1/n
li 2n)! =e.
b (4n(n_ it £ 1)1 ”)) ¢
O
Problema 11.11. Calcolare
1 2n —1)! .
nr00 (3n1(n Ty
Problema 11.12. Calcolare
arcsin (1) sin (£
oy 2 () i (1)
n=oo (cos (3) — 1)
Problema 11.13. Calcolare
1) — po
T k)
n—00 ne—
al variare del parametro reale c.
Problema 11.14. Calcolare
lim (n +sinn)/™(2 + sinn)" '
n— 00 n!
Soluzione. Abbiamo le relazioni
n+sinn =n(l+o(1)), 2 +sinn < 3.
Cosi troviamo
: 1/n ) : n n
(55) (n+ sinn) ,( s iy 4 o(1))>5.
n! n!
Abbiamo
nl/n _ e(lnn)/n N 60 =1.
Inoltre
371
an = —
n!
tende a zero. In fatti
Intl _ 3" Z!: 3 -0
an (n+1)I3" n+1
e quindi
a, — 0.
Abbiamo la relazione
3n
("™ (1+0(1))= = (/" (1 + 0(1))a, = 1.0 =0
n!
e possiamo concludere che (55) e il principio di confronto implicano
lim (n + sinn)Y/™(2 + sinn)" '
n— 00 n!
O

Problema 11.15. Culcolare l’estremo superiore, ’estremo inferiore e il limite della
successione

1
an =n+ — —v/n2+1.
3n
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Problema 11.16. Studiare la convergenza della successione

1 1
pn=14+_-4+---4+——Inn.
2 n
Soluzione. La successione é decrescente
(56) An+1 — an < 0.
In fatti,
1 1
il —0p=———In{1+— ).
ap+1 — a 1 n ( + n)

Sappiamo inoltre che la successione

1 n+1
by = (1+_>
n

e decrescente e tende ad e e quindi
1 n+1 1 1
(1+—) Ze:ln(l—i——)z .
n n n+1

An+41 — An S 0.

Cosi troviamo

In modo simile si puo vedere che la successione
1 1
dn=1+§++m—lnn
e crescente. La disequazione
dn < an
implica
do=1—-1In2<d, <a,

e quindi la successione a, ¢é limitata e quindi converge.

O
Problema 11.17. Studiare la convergenza della successione
1 1 1
an = — + + et
n n+1 n+n
Soluzione. Abbiamo
1 1 1 1 1 1 1

Gp41 — Qn ——<fraclozn+ —— —=———=0
n 2n

:2n—|—1+2n—|—2 n n o n

e quindi la successione e decrescente. Ovviamente a,, > 0. La succesione decrescente
e limitata sempre converge. (]

Problema 11.18. Studiare la convergenza della successione
1 n 1 P 1
n®  (n+ 1)~ (n+n)e

al variare del parametro a € R.

Qp =

Problema 11.19. Sia

an

0=y

k=1

1 (@k+D)r
g Tsm (f)

Studiare la convergenza al variare del parametro o € R.
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Problema 11.20. Studiare la convergenza della successione
n cos (g ++vn—+vn— 1)
al variare del parametro a € R.

11.1. Successioni per riccorrenza.

Problema 11.21. Sia 5

1+a,
Studiare la convergenza della successione per ricorrenza.

ar=1,an41 =4 —

Soluzione. La funzione )
=4—-——,z>-1
fla) =4
€ crescente e
fl0)=22<z <4
Questo implica che la successione a,, é crescente e limitata a,, € (2,4). Il punto fisso
e

2
- =z <= 4(l+2)-2=2"+1
1+
e ’equazione
22 =3z -2=0
ha soluzioni
3+ V17 3— V17
T = , Ty =

2 2
L’unica soluzione in (2,4) é 27 e quindi a,, tende a ;.

Problema 11.22. La successione per ricorrenza € definita come seque

ap = \/Tap_1+9, a; =1.

Studiare la convergenza della successione.

Soluzione. La funzione

flx)=vVTz+9,2>-9/7
e crescente, quindi la successione é crescente. Il punto fisso e la soluzione positiva
del problema

2 =Tx 49,
cioé
7+ V85
Tg = ——.
2
Possiamo verificare per induzione che
a, < xg.
Infatti se
1 S an—1 S Zo,
allora

ap = f(anfl) < f(Io) = Xg.
Per questo la successione tende a zg. (I



Problema 11.23. La successione per ricorrenza € definita come segue

anp = \/3an_1+4, a1 =0.

Vedere se:
a) la successione € limitata;
b) se esiste un intero k > 0, tale che la successione

akuak+17" :

€ crescente.
Sogg. La sucessione cresce e a,, < 4.

Problema 11.24. La successione per ricorrenza € definita come seque

Ap = \/20n,_1+2, a1 =2.

Vedere se:
a) la successione € limitata;
b) se esiste un intero k > 0, tale che la successione

ak,ak+17...

€ crescente.
Sogg. La successione cresce € a,, < 3.

Problema 11.25. La successione per ricorrenza € definita come segue

an—1 -1

a’n:1+|an_l|7 al_

Vedere se:
a) la successione € limitata;
b) se esiste un intero k > 0, tale che la successione

akuak+17" :

€ crescente.
¢) la successione 1/a,, € limitata.

Sogg. La successione e decrescente , a, > 0.

Problema 11.26. La successione per ricorrenza € definita come seque

7ai_1—|—1 B
an—72 , a; = 2.

Vedere se:
a) esiste un intero k > 0, tale che la successione

ak,ak+17...

€ crescente;
b) la successione € limitata.

Sogg. a, > 0, la successione é crescente e a, > n.

47



48

Problema 11.27. La successione per ricorrenza € definita come segue
afFl + 2
anp = ———, a1 = 3.
2an71
Vedere se esiste un intero k > 0, tale che la successione
ag, ak}-i—la e

€ decrescente.
Sogg. Dimostrare che a,,; < a, < V2.

Problema 11.28. La successione per ricorrenza € definita come segue

anp = o+ s , a1 =3,
an—1
dove a, B > 0. Vedere se la successione
a) az,aq, a6, - a2k, -+ € decrescente;
b) a1,as,as, -+ ,a2k11, -+ € crescente.

Sogg. Verificare che (ap+1 — apn)(an — an-1) <0, € |ant1 — an| < |an
Problema 11.29. Sia zg =1 e x,, e definita per ricorrenza
T+l = Tn +sinz,.

a)Dimostrare, che 0 < z, < 7.
b) Dimostrare che x,, cresce.
¢) Calcolare il limite di x,.



