Ingegneria civile - ambientale - edile

Analisi 1 - Prove scritte dal 2017

Prova scritta del 9 giugno 2017
Esercizio 1 Determinare i numeri complessi z che risolvono 1’equazione
iZ—|z|z—zi=1.

Esercizio 2 (i) Posto

</1+%—</1+Sin%
a, = lim

I [(14 )]

Y

si calcoli L = lim,,_o @y, -
(ii) La serie > 2 (a, — L) & convergente?

Esercizio 3 Calcolare, se esiste,

y sin \/x — v/sinx
im :
20+ /T (cos /T — \/cos x)

Esercizio 4 (i) Determinare l'insieme di definizione della funzione
f(x) =1In|cosx — sin x|

e verificare che essa € periodica di periodo 7;

(ii) Descrivere il grafico di f sull’intervallo ]%, ‘%’r [

Esercizio 5 (i) Calcolare I'integrale improprio

™

/2 Inzdzx.
0

(ii) Provare che 'integrale improprio

/ In sin x dx
0

(iii)* Calcolare il valore di tale integrale.

e finito e strettamente negativo.

Esercizio 6 Risolvere il problema di Cauchy

y// o 43// + 4y — :c(eh’ _ 1)
y(0) =—-1, ¢(0)=—-1.



Risoluzione

Esercizio 1 L’equazione si puo scrivere nella forma

i(z—2)—|z|z=1,

e poiché 7 — z = —2i1m 2, conviene porre z = x + 1y e trasformare ’equazione in un
sistema separando parti reali e parti immaginarie:

2y — o2 +y? =1
i(—=2iy) — (z+iy)V/a2+y? =1 <— {

y/x?+y? =0,
da cui
y =0, e di conseguenza r|lr| = —1.
Pertanto x = —1. L’unica soluzione dell’equazione ¢ dunque z = —1.

Esercizio 2 Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per xt =+ 0 et — 0:

1 1
Vidtz=1+-2—-2°+o(a?),

3 9
\/1—|—a::1+1x—3—2a: + o(z?),

1
sint =t — 6t3 +o(th),

In[(1+2)%] =3In(1+2) = 3z — ng + o(z?).

Allora, per n — o0,

1\° 1 3 3 1
1 1+ — =3ln(l+—)=——-— —
" ( +2n>] n( +2n) 2n  8n? (n2>
Dunque
1 1
L_5io(L) 1
2n 8n2 n?
ay, = — —  per n — 0o,
23;1_822_}—0(7%2) 3

cosicché L = %

(ii) Risulta per n — oo, in virtu di quanto stabilito sopra,

O T R S R i Y
n — —_ .
s sn — sz 0 (2) 5 3n



Ne deduciamo, per il criterio del confronto asintotico, che la serie >~ (an — l) e
divergente negativamente.

Esercizio 3 Ricordiamo gli sviluppi di Taylor per t — 0:

1 1
int=+t——t>+—1° 16
St st t gt Tolt)

1 1
t=1——-*+—¢ %),
cos 5 —1—24 + o(t”)

Posto t = v/, con x — 07 si ricava

1 1
siny/z = 27 — ém% 1—20:17% + o(z?),

1 1
Cosﬁ:1—§x+ﬂm2+o(xg),

ed anche

Vsinz = \/x—ém3+o(x4):\/E\/l—éx2+o(x3):

1 s

= Vz [1 il (—1 z? + o(x?’)) + 0(332)] =22 — —u? +ofz

[Nl

2 6 12 )

1 1
Veosx = \/1 - §$2 +o(x?)=1— 1x2 + o(z?).

Da qui ricaviamo infine, per z — 0T,

. : 1,3 1
sin \/x — v/sinx 512+ 5T

|t

+ %x% +o(x3)
1

Vi (cos/x —\/cosx) L <—%$+2i4$2+zx2+0(1’

vl
N~—
v

Esercizio 4 (i) La funzione f ¢ definita in tutti i punti in cui sinx # cosz, ossia i
punti 7 + km, con k € Z. Se z non ¢ uno di tali punti,

fz+7)=1In|cos(z+7) —sin(x + )| =In| —cosx +sinz| = In|cosz —sinz| = f(x),

dunque f e w-periodica.

(ii) Anzitutto, negli estremi dell'intervallo vi sono due asintoti verticali:

lim f(z) = —o0, lim f(z) = —oc.
JI—)%-'— x—)%_
Inoltre, nell’intervallo ]%, %”[ si ha sinx > cosz, quindi
. T o7
f(z) =In(sinx — cosx) Vo € }Z,I[



Dunque

Flz) = cosT +sinx

sinx — cosx

. T 3T
>0 <= cosx +sinx >0 <= xe]z, {;

per cui f ha massimo nel punto x = ?jT”, dove vale In v/2.
Poi,
fi(z) =

cosicché f e concava in tale intervallo. Si noti infine che

f(%%ﬂ) :f<?%—t> Vit € [O,g[,

—(qi _ 2 _ ; 2
(sinz — cosx)® — (cosz +sinx) <0 VI‘€:|7T 57r[7

(sinx — cosx)? 44

ossia il grafico di f e simmetrico rispetto alla retta di equazione x = ?jf: infatti, essendo
sin ‘%’r = \% = — oS %’r, si puo scrivere
7 3T ; | . (37T : 3T ;
—_ - = In{sin|——t) —cos|— — =
4 4 4

| . 3m ; 3T . : 3 ; . 3T ;
= In | sin — — —ssint — — —sin —sint | =
S 1 cos cos 1 S cos 1 cos S 1 S

| .37 y 3T . {4 3 ‘4 3T . .
= In/|( sin — — — sin in — —sint | =
S 1 CoS CoS 1 S S 1 CoS CoS 1 S

= In (sin (%{—i—t) — oS (%Tﬁ—i-t)) —f(??%—l—t).

Dalle informazioni raccolte otteniamo il grafico seguente:
Jky

Inv2f-----

L 2%

5m/4

T I T e o I i I B S S o g



Esercizio 5 (i) Integrando per parti, una primitiva di Inz ¢ z(Inz — 1); quindi

/021nxda:: [x(lnx—l)]j :g<lng—1> _0:g<1ng_1>_

(ii) L’integrale improprio esiste sicuramente, poiché l'integrando & una funzione nega-
tiva in ]0, [. Per valutarne la convergenza, notiamo anzitutto, utilizzando il fatto che
sin(m — t) = sint per ogni t € [0, 7], che si ha

/ lnsinxdx:/ansinxdx+/ lnsinxdmzZ/ansinde.
0 0 z 0

2

Adesso utilizziamo la parte (i) gia dimostrata, scrivendo

/21nsin:£dx:/2 {lnsmx%—lnm} dx,
0 0 Z

ed osserviamo che il primo addendo dell’integrando a secondo membro e una funzione
continua in [O, %]: infatti ®2£ & continua e strettamente positiva se le si assegna il
valore 1 in z = 0. Dunque si ha

2 2 i 2
/ lnsinxd:v:/ lnsmxdxjt/ Inzdzx,
0 0 T 0

e i due integrali sono entrambi finiti. Ne segue che 'integrale proposto e a sua volta
finito. Infine, esso ¢ strettamente negativo:

/2 Insinz dr < /4 lnsinxdxg/4lnsinzda::—iln\/§<0.
0 0 0 4 4

(iii) 11 calcolo esplicito dell'integrale e possibile grazie alle proprieta della funzione
logaritmo ed alle simmetrie delle funzioni seno e coseno. Anzitutto notiamo che, essendo
sinx = cos (g — :1:) per ogni x € [0, g], si ha, ponendo nell’ultima uguaglianza t = 7 —x,

/ Insin z dx ::2/2 lnsingz:dx:2/2 In cos (z—x> dx:2/2 In cost dt.
0 0 0 2 0

Se due numeri coincidono, coincide con essi anche la loro media: dunque

Jus

1 s
/QInsinxdx = —/2(lnsinx+lncosx)dx:
0

2 /o
1 s 1 s . 2

= —/QID(Sinl‘COSIL‘)dl‘:—/211181n xdx.
2/, 2/, 2

Quindi, posto 2x =t e notando che sint ¢ simmetrica rispetto alla retta t = 7,

jus 1 jus . 2 1 T . t 1 jus . t
/ansinxda::—/ansm a:dx:—/ ln—Sm dt:—/an—Sm dt.
0 2 /o 2 4 Jo 2 2 /o 2




Ne segue

us 1 jus . t 1 us 1 jus
/2lnsinxd$——/2ln81idt——/2lnsintdt——/2ln2dt.
0 2 /o 2 2 Jo 2 Jo

/2 Insinz dx = 1/2 Insinxz dx — mln2
0 2 Jo

Pertanto

4 )
e in conclusione

/ lnsinxda::2/2lnsin:cdx:ﬂlnz
0 0

Esercizio 6 L’equazione caratteristica associata all’equazione differenziale lineare omo-

genea ¢
N —4N+4=0,

ed ha la soluzione A = 2 di molteplicita 2. Percio le soluzioni dell’equazione omogenea
sono le funzioni delle forma

c1 €% + o e, c1,co € R.

I1 secondo membro dell’equazione differenziale ¢ composto da due addendi, x e** e —ux;
quindi possiamo applicare il metodo dei coefficienti indeterminati. Poiché 'esponente
della funzione z e%* & radice di molteplicitd 2 dell’equazione caratteristica, cerchiamo
una soluzione particolare u(z) di u”(x) — 4u'(x) + 4u(x) = xe** della forma

u(z) = 2*(Az + B)e*.
Derivando e raccogliendo i termini si ha
u(z) = (Az® + Ba?)e™,
u'(z) = (242° + (3A 4 2B)2* + 2Bx)e™,
u'(z) = (4423 4+ (12A 4+ 4B)2* + (6A + 8B)x + 2B)e*,
da cui, semplificando,
ze* =" (x) — 4/ (x) + 4u(x) = (6Ax + 2B)e*;

dunque

cosicché

1
u(x) = 8 2 e

Poiché 0 non risolve I'equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione particolare v(x)
di v"(x) — 4v'(x) + 4v(z) = —x della forma

v(x) = ax +b.



Allora v'(z) = a, v"(z) = 0 e dunque
—x ="(x) — 4'(z) + dv(z) = —4a + dax + 4b,

dacuia=0be —4a =1. Pertanto a = —= = b e si trova

1
1
r+1

Y
Si conclude che le soluzioni dell’equazione differenziale non omogenea sono tutte le
funzioni y(z) della forma

v(x) =

1 1
y(z) = ezx—l—chezx—i—g:c:se%— xl— , c1,c0 € R.
Imponiamo infine le condizioni di Cauchy y(0) = 3/(0) = —1: osservato che

1 1 1
y'(x) = (2¢1 + ) €% 4 Qo1 €2 + (5 2+ 3 1;3) 2T _ e

deve essere

1 1
—1 =y(0) :Cl_Za —1:?/(0):2014-62—17
da cui c¢; = —% e cy = %. Pertanto la soluzione del problema di Cauchy e
3 3 1 1
y(x):—162x+1xe2w+6 362“’—%.

Prova scritta del 30 giugno 2017

Esercizio 1 Si consideri la serie

— " e R
Z n(l+ en) v ‘

n=1

(i) Per quali z € R la serie converge assolutamente?

(ii) Per quali z € R la serie ¢ convergente?

Esercizio 2 Sia N
f(z) = / e "arctant dt, z € R.
0

Senza tentare di calcolare I'integrale (il che ¢ impossibile), si tracci un grafico approssi-
mativo di f, specificando per quanto possibile: (a) limiti agli estremi del dominio, (b)
eventuali asintoti, (c) intervalli di crescenza e decrescenza, (d) punti di massimo o mi-
nimo relativo, (e) intervalli di concavita e convessita.

Esercizio 3 Risolvere il problema di Cauchy
y' + 2y +3y=e"+cosx, r € R,
y(0) =1, y'(0) = 2.



Risoluzione

Esercizio 1 (i) Si tratta di una serie di potenze: quindi I'intervallo dove essa converge
assolutamente ¢ dalla forma | — R, R[, ove R ¢ il raggio di convergenza. Ma la presenza
del monomio 23" rende scomodo il calcolo diretto di R. Quindi utilizziamo il criterio

della radice per la serie
= e 3n

n=1

1 " 6— 3n — |3
Elnh_)n;O \/n(l || lim

e”) n—00 e

|3

Si ha

0|3

e2|zf?

= e 7|z’

_|_

Risulta evidentemente

N

_1 3
e 2z]° <1l <= |z|<es,

. . 11 , . :
e dunque la serie converge assolutamente in } — e6,e6 [ D’altra parte, la serie dei

9. 1 . . . .
moduli diverge per |x| > es, per confronto asintotico con la serie armonica.

(ii) Per x = es la serie € a termini positivi e diverge per confronto asintotico con la

. . 1 . a . . .
serie armonica. Per x = —es la serie e a segni alterni e diventa
o
n en
n=1
Per poter applicare il criterio di Leibniz occorre verificare che
en
p = ————
n(1+em)

¢ positiva (evidente), infinitesima (ovvio), decrescente (unica verifica non banale). A
questo scopo consideriamo la funzione

et

g(t) = Wty

t >0,

e vediamo se g e decrescente: si ha

el t(l+e)—e(l+e+teh) e(t—1-¢)
(1 + et)? 2 (1+e)? ]

g'(t) =

dato che risulta e’ > 1+¢ > ¢ >t — 1 per ogni ¢t > 0, si conclude che ¢'(t) < 0 per ogni
t > 0 e dunque a,, € una successione strettamente decrescente. Pertanto, per il criterio
di Leibniz la serie converge nel punto x = —eé, e in definitiva la serie data converge
nell’intervallo [ — e%, es [

Esercizio 2 La funzione f verifica



infatti 'integrando ¢ una funzione continua, positiva per x > 0 e negativa per x < 0,
da cui

x 0
/ e tarctant dt = —/ e tarctantdt > 0 Ve < 0.
0 T
Inoltre

T—+00

lim f(z)= / e tarctantdt = yy € R;
0

infatti - -
0<y0:/ etarctantdt<z/ etdt ==
0 2 Jo 2

Dunque vi e I’asintoto orizzontale y = 3o per x — o0, con il valore di y, non calcolabile.
Invece, ponendo s = —t,

lim f(x) = / e_tarctantdt:/ e’ arctan(—s) (—ds) =
0 0

T—r—00

[ee] oo T o0
= / e’ arctan sds > / e’ arctan s ds > Z/ e’ ds = +o0o.
0 1 1

D’altra parte, usando il teorema di de I’'Hopital,

lim J@) = lim f'(x) = lim e ®arctanz = —oo0,
r—00 I T——00 T——00

cosicché non vi e asintoto obliquo per z — —oc.
Analizziamo la derivata prima:

f'(z) = e "arctanz > 0 — x>0,

dunque f ¢ decrescente in |—o0, 0] e crescente in [0, oo[; f ha quindi un minimo assoluto
per z = 0, con f(0) = 0, mentre non & limitata superiormente.
Analizziamo la derivata seconda:

—x

1 —X € —T
r) = —e ~arctanx + =e — arctanz
(@) 1+ 22 1+ 22

La funzione h(z) = H% —arctanz, € R, & positiva per x < 0; si ha h(0) = 1 e, per
x > 0, h & decrescente, con h(x) — —% per  — +oo. Vi ¢ dunque un unico punto
xo > 0, in cui h si annulla: tale punto ¢ quindi un punto di flesso per f, con f”(x) >0
per x < zg, f"(zo) =0, f’(x) < 0 per x > 5. Dunque f & convessa in | — 0o, x| e
concava in [xg, +00].

Si puo osservare che risulta, piu precisamente, \/ig < xo < 1, perché

g 1 3 " 17

Naturalmente il calcolo di zg e di f(x¢) ¢ impossibile.
Dalle informazioni ottenute si ricava il seguente grafico qualitativo:



Esercizio 3 Si tratta di un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti.
Risolviamo ’equazione omogenea: il polinomio caratteristico ¢ A2 +2\+3 e le sue radici

SONno
A= —14+v/-2=—-1+iV2

Dunque le soluzioni dell’omogenea sono
r)=cre Y cosvV2r+coe ¥ sinv2zx c1,co € R,
) )

Il secondo membro dell’equazione differenziale € somma di due addendi, e ad entrambi e
applicabile il metodo dei coefficienti indeterminati. Cerchiamo due soluzioni particolari:
la prima, vy, soluzione di v} (z) + 2v}(z) + 3v1(x) = e~ %, e la seconda, vy, soluzione di
vy (z)(x)(z) + 205 + 3vy = cosx. Ponendo

vi(x) =Ae™
si ha
vi(z) = —Ae™®, vy(x) = Ae ™,
e quindi
e = (z) + 20} (z) + 3v(z) = (A — 24+ 3A)e™™
da cui ) )
Azﬁ’ v1(z) 256_‘70.

Analogamente, ponendo
vo(z) = acosx + bsinz

si ha
vh(z) = —asinx + beos , vh(x) = —acosx — bsinz,

e quindi

cosz = vy (x) + 204 (x) + 3ug(z) = (—a + 2b + 3a) cosx + (—b — 2a + 3b) sin z,



da cui

2a+2b=1
{ —2a 4 2b =0,
ovvero
a:b:i, vg(x):%(cosansinx).

L’insieme delle soluzioni dell’equazione non omogenea ¢ dunque

1 1
y(x) =cre® cosV2x + e sinv2x + §e_w + L—l(cosx +sinx),

Risolviamo infine il problema di Cauchy: essendo

y(r) = —cre®cosV2z—eV2e ™ sinv2z —

—co e ¥ sin 233+62\/§e_”C cosV2x —
Lo 4 L= sina + cosa)

—= —(—s cos

5 € 5 (—sine ),

si ha
1=y(0)= +1—|—1
=yll) =00 571

1 1
2=y/(0) =~ +VI- o+ 4,

da cui ¢ = i ey = % , € in conclusione

1 5 1 _
y(a:)::le cosV2x+ —=e sinv2x+ e * + —(cosx +sinx),

2v/2 2 4
Prova scritta del 21 luglio 2017

Esercizio 1 Trovare le coppie (z,w) di numeri complessi tali che
2Z2=ww
w+w=1-—1.

Esercizio 2 Sia f: R — R la funzione cosi definita:

T se <0
flxy=< 1 se =0
max{|3z —9|,|4 — x|} se z >0.

Si tracci un grafico approssimativo di f, specificando, se esistono:

(a) limiti agli estremi del dominio,

c1,c0 € R.

z € R.



(b) asintoti,

(c) punti di discontinuita e punti angolosi,
(d) intervalli di crescenza e decrescenza,
(e) punti di massimo o minimo relativo,
(f) punti di massimo o minimo assoluti,
(g) intervalli di concavita e convessita.

Esercizio 3 Si consideri l'integrale

/3 x (In|z])* dx.

-1
(i) Simostri che esso esiste.

(i) Lo si calcoli.

Risoluzione

Esercizio 1 La prima equazione si puo riscrivere come
& =l
e fornisce di conseguenza z = +|w|. Sostituendo nella seconda equazione si ha
ilwl+w=1—14, oppure —ilw|+w=1-—41,

e scrivendo w = a + b si ottiene il sistema equivalente

azl a,:]_
oppure
{\/a2+b2+b:—1, {—\/a2+62+b:—1.

Il primo sistema non ha soluzione perché v/1 + b2 + b > 0. Il secondo sistema invece
implica v/1 4 b2 = 1 + b, da cui, quadrando e semplificando, b = 0. Ne segue w =1 e
z=—1.

Esercizio 2 Calcoliamo per cominciare
max{|3z — 9|, |4 — z|}.

Risulta
13z — 9| < |4 — x|

se e solo se, elevando al quadrato,

922 — 5dx + 81 < 16 — 8z + 22,



ossia se e solo se 822 — 46z + 65 < 0. Questo trinomio ha le radici

x_23i\/529—520_23i3
N 8 8

ossia 14—3 e g; dunque la disequazione ¢ verificata se e solo se

5< <13
—<r<—.
2 4

Pertanto
32 —9|=9—3z sex <2
_ _ 5 13
max{|3z —9|,[4 —z|} =¢ [4—2|=4—-2 sej;<ax<P

32 —9|=32x—-9 sex> L.

A questo punto, il grafico di f e facile:

x“

5/2 13/4
Analizziamo i vari punti richiesti.
(a)-(b) Si ha

1
. _ . — _l’_

dunque per x — —oo vi e l'asintoto orizzontale di equazione y = 0; invece

lim f(z) = lim — = +o0,

z—0~ =0~ X
dunque per x — 0~ vi e 'asintoto verticale di equazione x = 0.
Inoltre

li = i —-9)=
S ) = Bp (B = 9) = oo,

e naturalmente per x > % la f coincide con il suo asintoto obliquo di equazione y =
3z — 9.



(c)-(d) Il punto z = 0 ¢ di discontinuita perché

1
0)=1 li = lim — = li = lim (9 —3z) =9.
fO) =1, Jip flo)= I 25 =too, Jip flo)= i (9~ 3)
Invece i punti x = g er = % sono punti angolosi, con f(g) = % e f(%) = %: infatti
—x% se x <0,
@) -3 sel<az<?
xr) =
5 13
-1 ses<x<P
3 se x > 14—3 .
e pertanto
lim f'(z)=-3, lim f'(z)=—1,
x—>g_ x—)%+
lim f'(z)=-1, lim f'(z)=3.
x%%i IH%JF
(d)-(e) La funzione f ¢ crescente in | — 00,0[ e in [}, 00[, mentre & decrescente in
10, %] Pertanto =z = % ¢ un punto di minimo relativo, con f(%) = %, e non vi sono

punti di massimo relativo.

(f) La funzione f non ha né massimo assoluto né minimo assoluto, con

inf f =0, sup f = +o0.
R R

(g) La funzione f ¢ convessa (separatamente) nelle due semirette | — oo, 0[ e |0, c0].

Esercizio 3 (i) L’integrale proposto & improprio perché la funzione (In|x|)? ¢ infinita
nell’origine. Tuttavia la funzione z (In |z|)? & prolungabile con continuita in 0, quindi
I'integrale esiste certamente.

(ii) Calcoliamo l'integrale: osservato che 'integrando ¢ dispari, risulta

1
/ z (In|z|)? dx = 0,

1

e quindi si ha

3 3
/x(ln|x|)2dx:/ r (Inz)? d,
1

-1

e integrando per parti si ottiene

3 1 3
/ r(lnz)de = 5 [2” (In x)ﬂ? - / xInzdr =
1 1

1 2 213 1 2 3 1 3
— 5[:5 (lnx)}1—§[aj lnx]1—|—§ 1 rdr =

1 1
= 3 E& (lnx)ﬂ? ~3 E& lnx]3

Loz _ 9,0 9
1+1[x}1:§(1n 3—1In3)+2.



Prova scritta del 13 settembre 2017

Esercizio 1 Poniamo per n € N*T

n—2 < g .
se n e dispari,
0 — n
"=
n+2 . .
se n ¢ pari, n > 2.
n
(i) Calcolare, se esistono,
max a, , min a,, , lim a, .
neN+ neN+t n—oo

(ii) Stabilire se la serie

e convergente.

Esercizio 2 Sia f: R — R la funzione cosi definita:

o) Vi+a?lz+1 se z <0,
l’ =
V14 22 se x> 0.

Si tracci un grafico approssimativo di f, specificando, se esistono:
(a) limiti agli estremi del dominio,

(b) asintoti,

(c) punti di discontinuita e punti angolosi,

(d) intervalli di crescenza e decrescenza,

(e) punti di massimo o minimo relativo,

(f) punti di massimo o minimo assoluti,

(g) intervalli di concavita e convessita.

Esercizio 3 Si calcoli I'integrale

V3
/ |z — 1] arctan z dz.
-1



Risoluzione
Esercizio 1 (i) Analizziamo i primi termini della successione:

n= 1, 2, 3, 4, 5 6, 17, 8,
3 3 4

ot

1 5t
Qp, = _17 27 ga 2" 5 ga 7’ Z?
Dal momento che i termini di indice dispari crescono ed hanno limite 1, mentre quelli
di indice pari decrescono ed hanno limite 1, & facile dedurre che

max a, = ay = 2, min a, = a; = —1, lim a, = 1.
neN+ neN+ n—00
(ii) Risulta
n—2 2 L. .
1-— = —  sen e dispari,
n n
l1—a, =
n+2 . .
1-— = —— senepari,n > 2;
n n

dunque si ha

—~

|
—_
~—
3

1—a, =—2 Vn € NT.
n
ne segue
> (-0 = -3 A
n=1 n=1

e percio la serie & convergente (non assolutamente), in virtu del criterio di Leibniz.

Esercizio 2 (a) La funzione ¢ definita per ogni € R. Si ha inoltre

lim f(z)= lim vV1+42?|z+ 1| =400, hI_P flz)= lim V1+ 2% =+4oc0.
T——00 T—+00

T——00 r——+00

(b) Per x — —o0 si ha, essendo z < 0,

. fl=) . V1t a2 |z + 1|
lim —= = lim = —

9
r——00 I T——00 €T

e quindi non c’e asintoto per x — —oo. Invece, per x — +00 si ha

o fle) o V14a?
hm _— = hIIl —_— = ]_,
Tr—+400 T T—+00 €T

ed inoltre, essendo x > 0,
lim (f(x)—2) = lim (V1422—1x)=
T—+00 T—r+00
. W14 22 —2) (V1422 +2x) , 1
= lim = lim —— =0;

z—+00 Vi+a2+z zotoo \/1 + 22 + o

ne segue che per x — +oo vi € l'asintoto di equazione y = z.




(c) Essendo z — /1 + 22 |z + 1| continua, la funzione f ¢ continua in ogni punto di
| — 00,0][; essendo = +— /14 22 continua, la funzione f & continua in ogni punto di
10, 00[. Inoltre, nel punto 0 si ha

lim f(z)= 111(1;1 V1i+a?|jz+ 1 =1, 1ir(1;1+f(x): lim v1+ a2 =1,
z—0— z—

z—0— r—0t

cosicché

lim f(z) = 1= f(0);

z—0

dunque f e continua anche in 0. Pertanto non ci sono punti di discontinuita.
Vediamo se esistono punti angolosi. Calcoliamo anzitutto la derivata f'(x). Si ha

( —z(x+1) T
T VTt a? sex < —1,
V1422

oy ) x(z+1) 5
f(.%')— ﬁ—Fvl—Fl‘ se —1<ax<0,

x
\ \/1—|-£E2

Cid premesso, nella semiretta |0, +oo[ non ci sono punti angolosi, poiché f” & continua.
Nella semiretta |—o0,0[ vi e un punto sospetto: quello dove si annulla il valore assoluto,
cioe —1. In tale punto si ha f(—1) =0 e dunque

lim M: lim 1+x2(—x—1):_\/§7

se x> 0.

z——1- r+1 z——1- r+1
mentre
R LU SR
Pertanto

(=17 =2, f(-17)=V2,

ed il punto (—1,0) & punto angoloso del grafico. Le tangenti al grafico in tale punto
hanno equazioni

y=—V2x+1) (perz— —17), y=vV2x+1) (perz— —17).

Infine vediamo cosa accade in 0: essendo f(0) = 1, si ha, dal teorema di de I’'Hopital,

. flx) = f(0) ) d . z(z+1)
lim =" — lim —+/1 + 22 )= 1 ) T2 =1
Jim = Jm TVt et (@) = m |\ Dl VI 2 =1

o fl@)—f0) o d s x
xggl‘*‘ T xggl‘*' dz T xg(rJl‘*‘ V14 2 0

pertanto il punto (0, 1) & punto angoloso del grafico. Le tangenti al grafico in tale punto
hanno equazioni

y=14xz (perz—07), y=1 (perz— 0%).



(d) Dall’espressione di f" segue subito che f* > 0 in 0,400, mentre si ha f’ < 0 in
] — 00, —1], essendo & < x + 1 < 0. Nell'intervallo | — 1,0[ si ha

f,(x)_a:(1+a:)+(1+x2) 1424227
V1 22 V1ta? '

ed essendo il numeratore sempre positivo, otteniamo f’ > 0 in | — 1,0[. Dunque f &
decrescente in | — 0o, —1] e crescente in [—1, 400 .

(e)-(f) Si ha

s%pf:—l—oo, i%ff:mﬂgnf:f(—l)zo.

Oltre al punto —1, che ¢ di minimo assoluto, non sono presenti altri punti di massimo
o di minimo relativo.

(g) Calcoliamo f”: ricordando che

— se >0,
\ Vv1+ 2
si ottiene, con qualche calcolo,
(223 —3x —1
3 se x < —1,
(1+22)}
203 + 3 1
f(z) = % se —1l<z<0,
(1+22)2
1
—_— se x> 0.
( (1 +2%)2
Ne segue che f” > 0in ]0, +o0[; inoltre, essendo ovviamente —2x3—3x—1 > 2+3—1 > 0
per ogni x < —1, si ha f” > 0 anche in | — oo, —1[. Invece in | — 1,0[ la f” passa da
negativa per x = —1 a positiva per x = 0, e cambia segno una volta sola perché

d
E@ﬁ+%+Dz%ﬂ%>0hﬂ—Lw
X

In definitiva:
e f & convessain | — oo, —1];
e f & convessa in [0, +00[;

e esiste un unico punto zg €] — 1,0[ tale che f & concava in [—1, 2] ed & convessa
in [x(], 0]



Possiamo riassumere le informazioni raccolte nel seguente grafico:

by

Esercizio 3 L’integrando e
(1 —z)arctanz se —1<x <1, (x —1)arctanz se 1 <z < /3.

Dunque
V3 1 V3
/ |z — 1| arctan z dx = / (1 — z)arctan x dz +/ (x — 1) arctan x dz.
-1 -1 1

La funzione arctanz ¢ dispari e quindi il suo integrale su [—1,1] & nullo. Invece
x arctan x & una funzione pari e quindi il suo intgrale su [—1, 1] & il doppio di quello su
[0,1]. Pertanto

V3 1 V3
/ |z — 1| arctan z dx = —2/ x arctan x dz —i—/ (x — 1) arctan x dz.
-1 0 1

Una primitiva di x arctan x si trova integrando per parti:

’ tanzdr — | aret oL e d
i X arctanxr axr = 2 arctan xr ) 2 i 1_{_1.2 Z,

b CL‘2 b 1 b
/ dx = / 1-— dx = [x — arctan x|, ,
o 1+ a2 a 1+ a2 4

b x? z arctanz]’
r arctanzdr = | — arctany — — + —| .
a 2 2 2 “

e poiché

si ottiene



Similmente, una primitiva di arctan x si trova cosi:

b

b b
1
/ arctan x dz = [z arctan z]’ — / Y = |z arctanz — = In(1+ 2?)
u @ ), 1422 2

Pertanto si ha

1 2 1
t
—2/xarctanxda::—2 x—arctanm—f—l—w :_Z+1_E:1_
0 2 2 2 B

mentre

V3
/ (x — 1) arctanx dx =
1

z? . x_l_arctanac . +11 (1+42) v
= |— arctanw — = + ——— — g arctanz + = In =
5 arctanz — o 5 T arctan @ + T 1
T V3 7 T 1 © 7 In2
2”2 s s TR

In definitiva

V3 2 1 3-1 In2
/ |z — 1|arctanz dx = 1_E+7T(___)_\/_ L2

1 2

Prova scritta del 17 novembre 2017

Esercizio 1 Sia {a,}.en la successione cosi definita:

n? + 3" —4n . ,
m Se 1 € pari
a, =
m(n! —n") o
cos ——— = se n e dispari.
2n - nn
Si calcoli, se esiste,
lim a, .
n—0o0

Esercizio 2 Calcolare, se esiste,

i fox(et2 — e*t2) dt
im

2=0 sinz (1 — cosx)




Esercizio 3 Calcolare 'integrale

| aa

Esercizio 4 Risolvere il problema di Cauchy

y,:4+y
Voo
y(1) = -1

Risoluzione

Esercizio 1 Affinché il limite esista, occorre che le due sottosuccessioni {agy }ren+ €
{a2k+1}ren abbiano entrambe limite, e che questi due limiti coincidano. Ora, per n pari
si ha

4n n? 3"

il ki <_"+E_1) -1 2% —

ap = = — per n = oQ;
22n+3n_n7 4n (1_|_ o n7)

22n

similmente, per n dispari si ha

[ nm (21
an:cosM:cosw%—)cos(—ﬂ):—l per n =2k +1 — oo.
rrar )
Ne deduciamo che
J lim a, = —1.
n—oo

Esercizio 2 Si tratta di una forma indeterminata del tipo 0/0. Possiamo osservare che
per il denominatore si ha, per z — 0,

sinz (1 —cosx) = (z + o(x)) (% + o(a:Q)) = % + o(z?);
dunque
fo (e —e)dt y 2 [y —et)at
aHO sinx (1 — cos x) oHO a3 '

Per analizzare il limite a destra conviene utilizzare il teorema di de L’Hopital. Il rapporto
delle derivate e ) )
2(e™ —e™™)
32 ’
ed essendo, per x — 0,
2

e — e =14 22+ 0(z%) — (1 — 2% + o(z?)) = 222 + o(z?),

si deduce che



4

Dunque, per il teorema di de L’Hopital, il limite proposto € uguale a 3

Esercizio 3 L’integrale ¢ improprio ma convergente, perché l'integrando ha una sin-
golarita nell’origine di ordine % Conviene utilizzare la sostituzione \/x = t: si ha allora
dt = ;7”%, e pertanto

4 1 21 1 /%2 1
- dr=2| —dt=- | —dt.
/0 V(4 + ) /0 4+ 12 2/0 1+2

Posto allora s = %, si ha infine
4 1
1 1 107
——dx = ——ds = |arctans| = —.
il el CEt
Esercizio 4 L’equazione ¢ a variabili separabili. Vi e la soluzione costante y = —4, da
escludere perche non soddisfa la condizione y(1) = —1; quindi possiamo dividere per

y + 4, ottenendo via via

dy  dx
y+4 Vo
Inly +4| =2Vz +c, c €R,

ly + 4| = be?V®, b>0,
Y44 =ke?Ve, kEeR\ {0},

ma possiamo prendere anche il valore & = 0, che fornisce la soluzione y = —4. In
definitiva, le soluzioni dell’equazione differenziale sono

y(z) = —4 + ke2V®, k € R.
Imponendo la condizione y(1) = —1 si trova
—1=y(1) =—4+keé,
da cui, facilmente, k£ = 3e~2. Dunque la soluzione del problema di Cauchy assegnato &

y(z) = =4+ 327D 1 €10, 00].

Prova scritta del 12 gennaio 2018

Esercizio 1 Stabilire il comportamento delle due serie

32n
D 2@

n=0 n=0



Esercizio 2 Sia f: R — R la funzione cosi definita:

-1 sex < —2
f() 4 se x = —2
€Tr) =
x?—1 se —2<x<2
1.2, 10
—32°+ 35 se xr > 2.

(i) Determinare, se esistono, i massimi e minimi locali e globali di f.

/_ z f(z) da.

Esercizio 3 Risolvere il problema di Cauchy

{ y'(2) —y(o) +y()’ =0
y(0) = —2.

(ii) Calcolare l'integrale

Risoluzione

Esercizio 1 Possiamo riscrivere la prima serie nella forma seguente:
S =2 (5) =2 (5)
n=0

Si tratta dunque della serie geometrica di ragione 9/8. Essendo 9/8 > 1, la serie diverge
positivamente.
Analogamente, possiamo riscrivere la seconda serie come segue:

o 3(271)2 o0 (34)n2 o 81 n?
Z 9B Z (297 - Z (5@) :

n=0

2
" 1\" 1\"
lim 81 = lim 81 =0,
n—oo 512 n—oo \ 512

la serie converge in virtu del criterio della radice.

Poiché

Esercizio 2 (i) Conviene anzitutto disegnare il grafico della funzione f: nella semiretta
| — 00, —2[ essa vale costantemente —1; in x = —2 si ha f(z) = 4; nell’intervallo | —2, 2]
la f ha per grafico la parabola y = x? — 1; infine nella semiretta ]2, +oo[ si ha la
parabola y = %(—x2 + 10) (di vertice il punto (0, 13—0), passante per (+2,2)). Ne risulta
il grafico qui sotto:



N___________-__
Xy

Partendo da qui, si vedono i fatti seguenti.

La funzione f e discontinua nei punti +2.

I punti zy < —2 sono tutti punti di massimo e di minimo relativo, con f(xy) = —1:
infatti, posto U =] — 00, —2[, l'insieme U ¢ intorno di ciascuno di tali xq e risulta
—1=f(z) < f(xg) =—1 Vzel, —1=f(z) > f(zg) =—1 VzxeUl.

Il punto di discontinuita zyg = —2 ¢ punto di massimo relativo ed assoluto con

f(—=2) = 4: infatti si ha

flz) < f(=2)=4 VzeR

Il punto zy = 0 & punto di minimo relativo con f(0) = —1: infatti, si ha f'(z) = 2z
in un intorno di 0, f/(0) =0e f"(0) =2 > 0.

La funzione non ha minimo assoluto, essendo illimitata inferiormente: infatti,

, , 1, 10
Jm flz) = T <‘§l“ + 3) =
Non vi sono altri punti di massimo o minimo relativo, poiché il secondo punto di
discontinuita xg = 2 non ¢ né di massimo né di minimo relativo (in ogni intorno
2 — 8,2 + 6] con § > 0 sufficientemente piccolo si ha f(z) > f(2) = 2 per
r€2—6,2[ e f(x) < f(2) =2 per x €]2,2+ §], mentre negli intervalli | — 2, 0],
10,2] e ]2,00] la funzione f & derivabile con derivata non nulla.



(ii) In virtu dell’additivita rispetto al dominio di integrazione, si ha

/_if(a:)dx _ /_;2(—1)dx+/_22(:1:2—1)dx+/j (—%x +130)da::

1 2 1 0 1°
= —1+[—x3—x] +{——x3+—x] =
3 _2 9 371,
16 19 10 14
S T/
3 9 "3 9

Esercizio 3 L’equazione differenziale e di tipo Bernoulli. Essa si risolve con la sosti-
tuzione u(z) = y(x)~% si ha

u'(2) = =2y(2) %y (2) = =2y(2) (y(z) — y(2)*) = —2y(x) " + 2 = —2u(z) + 2.

Dunque u risolve il problema di Cauchy lineare

u'(z) + 2u(x) =2
u(0) = 1.
Dalla formula per le soluzioni delle equazioni lineari del primo ordine si ottiene
u(r) = ce ™ + / 2072 dt = ce™ 41— e 41, r € R,

0

e dalla condizione iniziale segue subito ¢ = i. Pertanto

3
u(z) =1-— 2 e, xr € R,

-2

Dalla relazione u(z) = y(x)~%, essendo y(x) negativa, si conclude che

1 B 1 .
u(z / oy
(x) 1_262

questa funzione e definita per x € ]% In %, —1—00[ ed in tale semiretta risolve I’equazione
data.

Prova scritta del 2 febbraio 2018

Esercizio 1 (i) Si consideri la serie

- n+3 n
Zn2+4n+3 (2% — 4)"+2 r eR.

(i) Stabilire per quali € R la serie converge assolutamente.



(ii) Stabilire per quali = € R la serie converge.
(iii) Ricordando la relazione
In(l+t)=> (-D)"'—  vie]-1,1],
k=1
calcolare la somma della serie nell’intervallo di convergenza.
Esercizio 2 Sia f: R — R la funzione cosi definita:

In|z| sex <0
flz)=1 1—x se0<z<1
arctan(z — 1) se x > 1.
Determinare, se esistono:
(i) i massimi e minimi locali e globali di f;
(ii) i punti di discontinuita di f;
(iii) gli asintoti di f;

(iv) il valore dell’integrale

/_21 f(z)dx

Esercizio 3 Scrivere la soluzione y(-) del problema di Cauchy

{ y'(x) — dy(x) =4

e calcolare

Risoluzione

Esercizio 1 (i) Notiamo anzitutto che n? +4n +3 = (n 4 1)(n + 3), per cui la serie

si puo riscrivere nella forma
n+2

>
— n+ 1
Poiché la serie dipende da 22, basta studiarne il comportamento per > 0. La serie dei

valori assoluti ¢
’n+2

|22 —
Z n+1



e utilizzando il criterio della radice si trova

2 _ g|n+2 2 _y|t+2
tim A AT ey,
n—00 n-+1 n—00 (n—|- 1)5

da cui segue che la serie dei valori assoluti converge se |22 — 4| < 1, ossia per V3 < x <
V5, e diverge se |22 — 4| > 1, osaia per 0 < 2 < v/3 e per z > /5. Se |22 — 4| = 1, ossia
z = /3 oppure x = /5, la serie dei valori assoluti si riduce alla serie armonica e quindi
diverge. Quindi la serie converge assolutamente se e solo se v/3 < z < v/5.

(ii) Se z > 2, la serie & a termini non negativi, e quindi converge quando 2 < z < v/5
e diverge a +00 quando x > V5. Se0< < 2, la serie si puo scrivere nella forma

it 4 — g2
(4_x2)22(_1)n< ) :
n=0
(4_.1,2)n+2
n+1
T < \/5, mentre ¢ infinitesima e decrescente quando V3<az< 2, cosicché il criterio di

Leibniz e applicabile. In definitiva, le serie converge per V3 < 2 < 2ed ¢ indeterminata
per 0 <z < V3.

(iii) Utilizzando lo sviluppo in serie di In(1 4+ ¢), possiamo scrivere per /3 < 2 < v/5

e quindi ¢ a segni alterni; la quantita positiva non ¢ infinitesima quando 0 <

x?)n—i—l

(2% —4 I (4 —
Z% = “‘“ZW(HT:

k—1<4 - $2)k

= (4-27)) (1) == n(5—2?).

3
Il
=)
3
Il
o

k=1
Esercizio 2 (i) La funzione f ¢ derivabile negli intervalli | — oo, 0[, ]0,1[ e |1,4o0[,
con derivata
% sex <0
f’(g;): -1 se0<or<l
m se r > 1.

Poiché la derivata di f e diversa da 0 in tali intervalli, gli eventuali punti di massimo o
minimo relativo di f sono al pit = 0 oppure z = 1.



Jky

T 2 mmr e e ———

In effetti, intorno al punto 0 si ha
flz)=In|z| < f(0) =1 Vze]—e0], flz)=1—2< f(0)=1 Vze€l0,1],

cosicché x = 0 ¢ punto di massimo relativo con f(0) = 1. Analogamente, intorno al
punto 1 si ha

flx)=1—a> f(1)=0 Vxe|0,1], f(z) = arctan(z — 1) > f(1) =0 VX >0,

e dunque z = 1 & punto di minimo relativo con f(1) = 0. Inoltre, essendo

lim f(z) = +o0, lim f(z) = —o0,
T——00 r—0~
si ha in particolare
sup f = 400, inf f = —o0,
R R

e dunque f non ha né massimo assoluto, né minimo assoluto.

(ii) La funzione f ¢ discontinua nel punto = 0 poiché

lim f(z) = —oo0, f(0)=1.

z—0~

Invece f e continua nel punto x = 1 poiché

lim f(z) = lim (1 —2) =0= f(1) = lim arctan(z — 1) = lim f(x).

z—1— z—1— r—1t z—1t

Per x —+ —oo la f non ha asintoto, in quanto

lim In|z| = 400, lim =m =0,
T——00 r——00 I



ma non puo essere

lim (In|z| —mz) = lim Inlz| € R.
T——00 T——00

Per x — 0~ si ha, come abbiamo visto,

lim f(z) = —o0,
z—0~

e dunque f ha 'asintoto verticale di equazione x = 0.
Infine, per x — 400 si ha

™
1 = i tan(z — 1) = =
x—l>r—&¥loo f(ZE) x—l>r—iI-1c>o are an(x ) 27

e pertanto f ha I’asintoto orizzontale di equazione y = 7 .

(iv) Si ha
2 0 1 2
de= [ 1 d 1—2z)d —1)dx.
/1f(:p) x /1 n |z x—}—/o( x) a:—l—/l arctan(z — 1) dx

Calcoliamo il primo integrale:

0 1 1
t
/1Mﬂmz/HMﬁ:ﬁm%—/%ﬁ:hmr4ﬁzq.
0 0

-1

Calcoliamo il secondo integrale:

A?1-@dx:PyJ§I:%.

Calcoliamo il terzo integrale:

2 1
t
/ arctan(z — 1)dx = / arctant dt = [t arctant]j — T dt =
1 0

1 1
= {t arctant — éln(l + tz)L = %
Si conclude allora che

2 1 7 1 1+n2 =«
dr =14 ~+ 5 “In2=— g
,Kf@)x Tty SR

Esercizio 3 Si tratta di una equazione differenziale lineare del secondo ordine a coef-
ficienti costanti. Il polinomio caratteristico associato all’equazione omogenea ¢ \? — 4,
e le sue radici sono +2. Quindi le soluzioni dell’equazione omogenea sono le funzioni

c1e® 4 cpe c1,c9 € R

Il secondo membro dell’equazione non omogenea ¢ la costante 4: dato che 0 non ¢ radice
del polinomio caratteristico, possiamo cercare una soluzione particolare della forma

v(z) =c.



Sostituendo si trova subito —4c = 4, ossia ¢ = —1. Dunque l'insieme delle soluzioni
dell’equazione non omogenea ¢ dato dalle funzioni y(z) della forma

y(x) =cre* +cpe® —1, c1,co € R,
Imponiamo le condizioni iniziali: si ha
0=y(0)=ci+c—1,  1=9(0)=2c — 20,
da cui, facilmente, ¢; = % ecy = }l. In definitiva, la soluzione del problema di Cauchy e

3 1
y(x) = 1 e* + 1 e 2 — 1.

Per calcolare il minimo di y(+), notiamo che

lim y(z) = 400,

r—Fo00

e che la derivata y'(z) = 362“"” — %e‘h’ si annulla solo in un punto: precisamente in

T = }l In % Dunque tale punto & necessariamente punto di minimo assoluto e risulta

1.1 3 1 . NEERRYE] V3
_1_ —=1n3 _71n3_1:_ YT 1 =X _ 1
y(4 n3) e PR 2

v

Prova scritta del 20 febbraio 2018

Esercizio 1 Si consideri la successione

92 4n
an:(l—i-—) , n € N.
3n

(i) Determinarte il limite L della successione.



(ii) Stabilire il comportamento della serie

> (L —ay)
n=1
Esercizio 2 Si consideri la funzione
1
f(z) = + |z + 1], r €A,

|z =1
ove A ¢ 'insieme (massimale) di definizione di f.
(i) Descrivere I'insieme A.
(ii) Determinare i pinti dove f non ¢ continua e quelli dove f non ¢ derivabile.

(iii) Individuare gli asintoti di f.

Q) Lo

Esercizio 3 Scrivere la soluzione y(-) del problema di Cauchy

{ y'(x) +4y(z) = x

y(r) =m, y(r) =0.

(iv) Calcolare le quantita

Risoluzione

Esercizio 1 (i) Possiamo scrivere

e ricordando il limite notevole

N\ k
lim <1+—> =e Vr € R,

k—o0

si ottiene immediatamente

ii Analizziamo la serie



essa ¢ a termini positivi, dato che k — (1 + %)k e strettamente crescente per ogni x > 0.
Si ha, raccogliendo a fattor comune e%,

8 2 n 8 4ln(1+-2)-8
es — | 1+ — 263[1—6 n(+3n> 3]7
d’altra parte, utilizzando lo sviluppo di Taylor del logaritmo,
2 8 2 14 1 8 8 1
4dIn(l+ ———-=4dn|— — —— — | -==—-— —
a( +3n 3 n[?m 29n2+0(n2)} 3 9n+o(n) ©
e di conseguenza, grazie allo sviluppo di Taylor dell’esponenziale,
2 8 2 8
1—etn(4)-5 = _4m(14+=)-2 m(1+—)-2)=
c "\Uan) T3 e\ U ) T3
8 n 1
~ on “\n)

s (1. 2\ (L
¢ 3n o To\n )

Dunque, per confronto asintotico con la serie armonica, le serie data diverge a +oo.

da cui, infine,

wloo

Esercizio 2 (i) La funzione f ¢ definita ovunque, salvo che per x = 1. Dunque
A=R\{1}.

(ii) Essendo composizione di funzioni continue, la funzione f ¢ continua in ogni punto
di A (si noti che 1 ¢ A, quindi non ha senso parlare di continuita nel punto . Inoltre f
¢ derivabile in tutti i punti di A, salvo che in z = —1, dove si annulla il valore assoluto
|z + 1.

(iii) Risulta anzitutto

lim f(z) = lim

+2 = +o0,
z—1 z—1 |:): — 1|

quindi la retta di equazione x = 1 & un asintoto verticale di f per x — 1. Inoltre per
x — 400 si ha
lim f(z)=0+ hrf (x+1) = +o0,
T—>+00

T—>+00
1
lim M:()—l— lim T =1,
rx—+oco I xr——+00 T
L) —e) =04 By a1 -a) =1,

e dunque la retta di equazione y = = + 1 ¢ asintoto obliquo di f per x — 4oc0. Simil-
mente,per x — —oo si ha

lim f(z) =0+ lim (—x —1) = 400,

T—r—00 T——00



r—1
im ) _oy g 25Tl g

T——00 I T——00 €T

lim (f(x)+2)=0+ lim (—x—1+2x)=—1,
T——00 T——00

e dunque la retta di equazione y = —x — 1 e asintoto obliquo di f per x — —oc.
(iv) Nell’intervallo | — 1,1[, che contiene il punto %, la f & derivabile con
f(z) = d +r+1) = +1 Vee]-1,1];
Cdr \1—2x (1 —x)? oY
quindi
1
/
— | =5
(3)
Inoltre

/Zf(x)da: = /;1(1ix—x—1)dx+/i (1ix+x+1)d”3:

T I e

3 3 1
= (In=-+=--1 In2——=-+1)=1 1.
(n2+2 )—l—(n 2+> n3+
Un grafico approssimativo di f e il seguente:

yl




Esercizio 3 L’equazione differenziale e del secondo ordine, lineare a coefficienti costanti.
I1 polinomio caratteristico associato all’equazione omogenea & A\? 44, e le sue radici sono
A = £2i. Dunque le soluzioni (reali) dell’equazione omogenea sono

y(x) = ¢1 cos2z + ¢y sin 2z, c1,co € R,
Possiamo cercare una soluzione dell’equazione non omogenea della forma
v(x) = ax +b.
Sostituendo nell’equazione differenziale troviamo
V'(z) + 4v(x) =04 4(ax +b) =z = a:i, b=0.
Dunque le soluzioni dell’equazione non omogenea sono
y(x) = ¢1 cos2z + ¢y sin2x+§, c1,09 € R

Imponiamo le condizioni di Cauchy: essendo

1
y'(x) = —2¢; sin 2x + 2¢ cos 2z + 1

otteniamo
1 1 3 1
ﬂ:y(ﬂ'):C1+Z, Ozy/(ﬂ'):202+Z < Clzzﬂ-, 62:_§_
Quindi la soluzione del problema di Cauchy e
1
y(x) = Zﬁ cos 2z — 3 sin 2z + %

Prova scritta del 12 aprile 2018

Esercizio 1 Stabilire per quali a € R sono convergenti le serie

3n?+6 > n! «
(2) Z" Nty (P ;(n2(2n)!) '

Esercizio 2 Si tracci un graﬁco approssimato della funzione
s T 5
flz) = / eV dt, 0 <z <2m,
0

specificando in particolare:
(i) i valori della funzione e della sua derivata agli estremi dell’intervallo;
(ii) le zone di positivita e negativita,
(iii) le zone di crescenza e decrescenza, con i punti di massimo e di minimo;

(iv) le zone di convessita e concavita, con i punti di flesso.

Esercizio 3 Calcolare gli integrali

P 1 1 Ot
(a)/0 (1+t)2\/(1+t)2+(1+t)4dt, (b) /_ooe dt.




Risoluzione

Esercizio 1 (a) La serie ¢ a termini positivi. Dallo sviluppo di Taylor di ¢ + In(1+1t)
nell’origine segue che

3n?+6 1 1
1 =n%In|(1 ~ —po?
n-ln n n( +3n2+5> 3n ,

e questo ci permette di concludere, in virtu del criterio del confronto asintotico, che la
serie proposta si comporta come la serie ¥n®2. Pertanto,

. 3% +6 [ diverge sea>1,
g n®In
— 3n2+5 | converge se a < 1.

(b) La serie & a termini positivi. Utilizziamo il criterio del rapporto:

(n+1)! @
((n+1)2(2n+2)!> _ ((n—l— 0 ( n

2 1 o
(vt ) ) -

12

n? aN 1
<(n—|—1)(2n+2)(2n+1)> ~ (4n)>

Quindi il rapporto fra due termini consecutivi ha limite 0 se e solo se a > 0, ed in
questo caso, quindi, la serie converge. Se a = 0, la serie si riduce a X1, e quindi diverge.
Infine, se a < 0, il rapporto fra due termini consecutivi ha limite 400 e pertanto la
serie diverge. Ne segue

i n! “ [ converge se a >0,
— \n*(2n)! diverge se a < 0.

Esercizio 2 (i) La funzione f ¢ la funzione composta G(h(x)), dove
G(r) = / e dt, h(x) = sinz.
0
Quindi .
() =G (W)W (z) = e Fcosz  Va € [0,2n].

In particolare
fO)=f(2m) =0,  f(0)=f(2m) =1
(ii) La funzione f, che e l'integrale di una funzione positiva, sara positiva quando il

secondo estremo d’integrazione ¢ positivo e sara negativa quando il secondo estremo
d’integrazione e negativo. Percio

f(x) >0 Vzel0,n], f(z) <0 Ve [m,2n].
(iii) Risulta, come abbiamo visto,

_ ain2
f(x) =e ¥ "cosu,



quindi

fl(x) >0 Vze [O,g] U |:7T, 37%} , fl(z) <0 Vze [g,ﬂ'] U [3;,24 ,

3 s

e dunque f cresce in [0, g} e in [7?, 7} e decresce in [5,71'] e in [%’T,QW]. In particolare,

f ha massimo assoluto in Z, dove vale

1= [

ed ha minimo assoluto in ==, dove vale
3 -1 0 1
/ <—7T> :/ e " dt = —/ e dt = —/ e~ dt.
2 0 -1 0
Si ha poi
f'(x) = e F(—2sinzcos’ z — sinz) = —sinze ¥ #(2cos’ x + 1),
quindi
f"(x) <0 Vzel0,n], f"(z) >0 Vz € [r,2n],

ovvero f e concava in [0, 7] ed & convessa in [m, 27]. In particolare 7 € punto di flesso

con f(mr)=0e f'(r) = —1.

[ Y

2n

L J

Si puo aggiungere che la f si estende a R e che l'estensione ¢ 27-periodica: essa ha
allora due ulteriori punti di flesso in 0 e 27, ove, come sappiamo, f(0) = f(27) = 0,

£1(0) = f(2m) = 1.

Esercizio 3 (a) Possiamo scrivere

| 1 1 | 1
/0 (1+t)2\/(1+t)2+(1+t)4dt:/0 Ao\ T arge

e con la sostituzione s = +t’ da cui dt = ——2, ricaviamo

/01(1\/(1 , ! dt/m /\/rd

IT+)2\ (142 (14t



L’integrando ha come primitiva la funzione %(1 + 52)%, e pertanto si ha

[ ke e =3 - ()]

(b) Posto u = €', si ha du = €' dt, da cui

0 1
/ eet+tdt:/ e du = [e“}é:e—l.
—00 0

Prova scritta del 10 giugno 2019

Esercizio 1.1 Sia {a,}nen la successione definita da

CLQZ)\>O
o2 n € N.
An+1 = 154

1+ay ?
Provare che:

(i) a, >0e ays1 < ay, perognin € N;

(i) an, — 0 per n — o0;

(iii) la serie Xa, ¢ convergente.

Esercizio 1.2 Stabilire il comportamento della serie di potenze

sin ——ln(1+ ) o,

;\/H . %an

Esercizio 2.1 Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

oo

z € R.

f et smtdt——sm x

Invit+1—In+vt—1
A [Vir1—vi—1]"

(a) lim

20 sin(x?)

, (b)

Esercizio 2.2 Si consideri la funzione
f(x,y):x|x—y|, (]}7y)€]R2.
(i) Sidica se f ¢ differenziabile in (0, 0).
(i) Posto Z = {(z,y) : f(x,y) = 4}, si verifichi che (2,0) € Z e si scriva 'equazione
della retta tangente a Z nel punto (2,0).

Esercizio 3.1 Calcolare, se esistono, i seguenti integrali impropri:

6
(a) / z In(vVa +3—2)dx, (b) / {

1
Esercizio 3.2 Scrivere le soluzioni dei problemi di Cauchy

,_y(+y7) oy 1
OREAEE: m {7
y(l) =2, y(l) = 0.

- |

sinz a2



Risoluzione

1 .
—§<1:a0,

e il prodotto di due numeri

Esercizio 1.1 (i) Ragioniamo per induzione. Si ha ag =1 > 0e a;

an

1+an

se inoltre risulta a, > 0 e a,11 < a,, allora a,,; =
positivi e quindi e positivo, mentre

Qp41
1 + Ap+1

Qp42 o

<1, ossia api2 < Apii-

afn—i—l

Cio dimostra il passo induttivo e quindi prova la tesi.

(ii) Essendo decrescente e positiva, la successione {an} ha limite L > 0. Passando al
limite nella relazione di ricorrenza si ottiene L = ﬁ 7, ovvero, moltiplicando per 1 + L,
L+ L*=17 dacui L=0. Dunque a, — 0 per n — o0.

(iii) La serie & a termini positivi. Applicando il criterio del rapporto, otteniamo

. Ap+1
lim

n—oo an

= lim =0<1,

n—oo

1 —|— an,
quindi la serie Ya, converge.

Esercizio 1.2 Analizziamo il coefficiente di 2™ utilizzando gli sviluppi di Taylor: per
il numeratore si ha, quando n — oo,

el (L2 11+121 L (!
n n? n 6n3 n* n?  2n* n®
1 1 1 1 1 1 1
T 3w waw  \w) om0\ )
mentre per il denominatore risulta, per n — oo,
1 1 1 1 1 3 1
°/1 ——</1 S U S . ~ )=
\/ +n2 +n2 +3n2 In? 4n2+32n4+0 n®
_ 1 (1
1202 T 0\W3 )
Pertanto
2l 1 1
sin“+ —In (1 + = +o0(-3 2 1
( ) 6’1‘4 (”i) ——2+o(—3> per n — oo
\/1 \/1 nQ 12n2+0(m) n n
Cio implica che
sin2l—ln 1+ 4
lim (L+ ) = 1.
n—00 \/1 \/1_’_#

Percio il raggio di convergenza della serie di potenze ¢ 1, per cui la serie converge assoli-
utamente per |z| < 1 e non converge per |z| > 1; inoltre, per |z| = 1 la serie converge
assolutamente per confronto asintotico con la serie En—g.



Esercizio 2.1 (a) Il limite si presenta nella forma indeterminata g. Il denomina-
tore sinxz* puo essere sostituito da z*, che & un infinitesimo del suo stesso ordine. Ci
riduciamo quindi al
f:r t2 . tdt 1 .2
. Jo € sintdt — 5sin"x
lim :
z—0 x

Ricordando che PR

dz J,
quando f & continua, conviene applicare il teorema di De I’'Hopital, riducendoci (sotto
condizione) al calcolo del

f(t)dt = f(z)

2 . .
T"sinx — sinx cos x

lim &
im
x—0 4;133 ’
ovvero
JEQ . £E2
. €Y —cosx sinz . e —cosz
lim . = lim
z—0 A2 T z—0 42
Dato che, per z — 0,
2 132
e’ =1+ 2°+ o(a?), cosle—?—i-o(xQ),
otteniamo
x 33?2
.Y —cosz .5 3
lim — = lim = = —,
z—0 42 x—0 42 8

e dunque anche il limite proposto esiste e vale g.
(b) Poiché, per t — +oo,

1 1
ln\/t—i—l—ln\/t—l:ilni—{—l — 0,
2 4
[\/t+1—\/t—1} - =0,
VEi+1+Vi—1]

il limite € una forma indeterminata 8. Possiamo scriverlo nella forma

i %ln(l—k%) — lim %ln(l%—%)
t—+o00 N t—+o00 4 ’

V(i T (/)

_ 2
ovvero, ponendo s = =,

Ln(1 + Hn(1 + 2
i 2008 M(Hrﬂ) _1.
50t ———— s—0F S

(14+v1+s)

Dunque il limite proposto vale 1.

Esercizio 3.1 (a) L’integrando ¢ negativo, essendo 0 < v/x +3 — 2 < 1, e quindi



I'integrale improprio esiste. Ponendo t =z +3 —2,siha 0 <t <1, 2 = (t +2)% — 3,
dxr = 2(t + 2)dt e dunque

6 1 1

/ v In(VaF3—2)de = 2/ (t+2)2=3](t+2) Int di = 2/ (85 4+ 682 4 0t +2) Int dt.
1 0 0

Integrando per parti si ha

1 1
2/ [(t+2)2—3](t+2)1ntdt:2/ (t* +6t> + 9t + 2) Int dt =
0 0

#4 9 ! L /43 9
=242+ =t*+2t ) Int —2/ 4P+t +2) dt =
4 2 0 o \ 4 2

1
1 2 9 239
= 2|+l =-T2
[ + 4 +] o

tt 2 9
—0—-2|—+ -3+ 242
0 [ + -t + +] TRER

16 3 4 .

" 185
Dunque l'integrale proposto vale —=72.

(b) L’integrando & positivo, essendo sin?z < 22 in tutto intervallo: dunque 'integrale

esiste. Osserviamo che, in analogia con la relazione % tanr = ——, vale
d coszx 1
dx sin x sin?zx’
D’altra parte e facile verificare che
. g3
i cosx 1 . xcosx —sinzx . 3
lim |—— + = :hm,—:hm—zzO,
z—0+ sinr =« z—0+ Tsinx z—0+ T

e dunque si ha

1 1 112 9 1 9

[ R R TR R B
0

sinfz a2 sine 2],
92 2
Dunque l'integrale proposto vale =.

WP

Esercizio 3.2 (a) L’equazione ¢ a variabili separabili. Osservato che 1'unica soluzione
costante ¢ y = 0 che non risolve il problema di Cauchy, si ha
dy _dx

y(1+y?) @
Poiché, come e facile verificare,

1 1 Y

y(l+y?)  y  1+y?
si ricava successivamente, visto che x > 0 e y > 0 in un intorno del punto iniziale (1, 2),

Y

N

1
lny—§ln(1+y2)zln =lnx + ¢,



Y

— = Kz, K >0,
V1492
e da qui, con calcoli elementari,
y2 _ K2x2
1 — K222’
e infine
Kx

v= V1— K222

Imponendo la condizione y(1) — 2 si ottiene

da cui, con altri calcoli elementari,

4
K? = = ovvero K =

Si conclude che la soluzione ¢
G V5
\/1_éxz V5 — 422’ 2

5

(b) L’equazione ¢ lineare, definita in ]0,00[. Si ha successivamente, notando che
a(z) =1 e A(z) =Inz, e moltiplicando I'equazione per e=4(*) =1

x?

Imponendo la condizione y(1) = 0 si ottiene 0 = —% + ¢, e pertanto ¢ = % Dunque la
soluzione ¢

Prova scritta del 1° luglio 2019

Esercizio 1 Determinare le soluzioni z € C del sistema
lz—1—i|=1
{ Rez+Imz = 2.
Esercizio 2 Si consideri la funzione

f(z) = In(]2® — x| + 3z + 6), v €A,

ove A ¢ l'insieme (massimale) di definizione di f.



(i) Descrivere 'insieme A.

(ii) Determinare, se esistono, i punti dove f non ¢ continua e quelli dove f non ¢
derivabile.

(iii) Individuare, se esistono, gli asintoti di f.
(iv) Determinare gli intervalli di crescenza e decrescenza.
(v) Determinare gli intervalli di convessita e concavita.
(vi) Tracciare approssimativamente il grafico di f.
Esercizio 3 Trovare i punti stazionari della funzione
fla,y) =ay n(l+2"+y°),  (2,y) €R,

stabilendone la natura, e calcolare

iﬂIng f, s];p f
Esercizio 4 Si calcoli l'integrale improprio

o0
arctan x
/ ——dx, a >0,
a

12

e se ne determini il limite per a — 0.

Risoluzione

Esercizio 1 Poniamo z = = 4 1y, con z,y € R; allora il sistema diventa:

{ ViE—12+@y-1)?=1

r+y=2.

Si tratta a questo punto di un esercizio di geometria analitica: trovare le intersezioni fra
una circonferenza e una retta. Inserendo x = 2 —y nell’equazione (z —1)2+ (y—1)? =1
si ottiene

(I—y)P’+y—-1)°=1,

ossia 2(y — 1)? = 1: ne segue
1
— 1= —,
e
da cui |
y=14+— r=1F

7

Pertanto i numeri complessi cercati sono

a=(1- ) 4i (14 55). = (10 5)+i(1-55).

1
E.



Esercizio 2 (i) Poiché 22 — 2 < 0seesolose 0 <z <1, si ha

fz) =

In(—2%+4x +6) sexe ANJ[0,1],
In(z? +2x +6) sexe A\|0,1];

dunque la funzione f & certamente ben definita in ogni punto x ¢ [0, 1], dove risulta
224+ 2r+ 6= (z+1)>+5 > 0. Invece per = € [0, 1] occorre controllare che sia

—2? 4+ 4x4+6 >0, ossia 2 —4r—6<0:
dato che tale binomio si annulla per x = 2 4+ /10, si ha
2 —4r—-6<0  Vre€]2-+v10,2+ V10].

Essendo 2 — v/10 < 0 < 1 < 2+ /10, deduciamo che —z? + 42 + 6 > 0 per ogni
x € [0, 1], e pertanto la funzione f & ben definita in ogni punto = € [0,1]. Si conclude
che il dominio di definizione di f ¢ A = R.

(ii) La funzione f ¢ continua su R, essendo composizione di funzioni continue: un
polinomio, il modulo di un polinomio ed un logaritmo. Invece f non sara derivabile nei
punti dove si annulla il modulo, ossia x =0 e x = 1. Si ha infatti

—2x+4

—_— €10,1
F(z) = —2+ 4z +6 10,11
x) =
2x + 2
m Sexe]—OO,O[U]17+OO[7

pertanto f(0) =1In6, f(1) =In9, e

I A (0 T (s A (T

(iii) Essendo f continua su R, essa non puo avere asintoti verticali. Per z — +oo si

ha
lim f(x)= lir:il In(z* + 27 + 6) = +o0,
T—r00

r—300
In(2? + 22 +6
fim {0y REH2EO
z—+oo I r—+o00 T
e questo esclude la presenza di asintoti per x — +o0.
(iv) L’espressione di f’ per x € [0, 1] ci dice che
—2r+4
"(2) = ————>0 \ 0,1
I = =6 z €]0. 1,

essendo il quoziente di due quantita positive. Anche sulla semiretta |1, +o00[ si ha, per
la stessa ragione,
2z + 2

=— >0 Vo > 1.
22422 +6 o

f'(x)



Invece sulla semiretta | — oo, 0 si ha

2z + 2
! =———>0 — -1 <2 <0.
fl@) 2?2+ 22+ 6 =
Si conclude che f ¢ decrescente in | — 0o, —1] e crescente in [—1,+oo[. In particolare,

—1 e punto di minimo relativo ed assoluto per f, con

f(—l)zn%nlen& sup f = +00.
R

(v) Calcoliamo la derivata seconda:

—2(—x*+4x +6) — (—20 +4)> —22>+8x —28

= 0,1
£(z) (—22 4 4x +6)? (—22 4 4x + 6)? sex €]0,1]
) =
2(x% +2x +6) — (2z +2)* —22° — 4z +8 ltrimenti
= altrimenti;
(2% + 2z + 6)? (22 + 2z + 6)? ’

Analizziamo il segno del numeratore nei due casi: per x € [0, 1] si ha
—2°+8r—28>0 <= 2’—dr+14<0,

e cid non accade mai poiché x? — 4z + 14 = (z — 2)> + 10 > 0. Dunque la f risulta
concava in [0, 1].
Per x ¢ [0, 1] si ha invece

—202 —4r +8>0 <— 22 4+2r—-4<0 <— 1-Vs<z<—-1+5

Essendo —1 — /5 < 0 < 1 < —1 4 /5, e tenuto conto di quanto detto per I'intervallo
[0,1], si conclude che f & concava in | — oo, —1 — /5], convessa in [—1 — /5, 0], concava
in [0, 1], convessa in [1, —1 + /5], e infine concava in [—~1 + /5, +-00[. In particolare i
punti = —1 £ /5 sono punti di flesso, con

F-1= V) =hn10, f(-1— B = -

1+45
==

F(=1+v5) =10, f/(~1+V5)

I punti z = 0 e x = 1 sono anch’essi punti di flesso, ma sono punti angolosi dove la f
non ¢ derivabile.

(vi) Tenuto conto delle considerazioni precedenti, il grafico di f € approssimativamente
il seguente:



0 T -1+5 5

Esercizio 3 La funzione f ¢ definita su tutto R? ed ¢ di classe C*°. Cerchiamo i punti
stazionari di f: si deve avere

222y
zy)=yIn(l+2+y?)+ ——— =0
fo(z,y) yn(+:17+y)+1+g€2+y2
21>
== 1 ]. 2 2 _— =
fo(z,y) =2z In(1+ =z +y)+1+x2+y2

La prima equazione ¢ risolta, intanto, per y = 0, e in tal caso la seconda equazione
diventa z In(1 + %) = 0 che implica x = 0. Si trova cosi il punto stazionario (0,0). La
prima equazione non ha altre soluzioni perché il fattore che moltiplica la y & strettamente
positivo per ogni x # 0. Quindi non vi sono altri punti stazionari.

Per scoprire la natura del punto stazionario (0,0) non ¢ necessario calcolare la matrice
Hessiana di f, poiché si vede subito che

f£(0,0) =0, fle,e) >0, f(—e,e)<0 Ve>D0,

cosicché (0,0) e punto di sella.
Infine,

sup f > hm f(l,y) = lim y In(2 + y*) = +o0,

R2 ——+00
mentre

1nff < lim f(—~1,y) = lim —y In(2+y*) = —oo,
Yy——+00 Yy—>+00

Esercizio 4 L’integrale improprio f 0 arttans 7o egiste sicuramente, finito o infinito,
perché l'integrando e positivo. Per calcolarlo, fissato b > a, integrando per parti si



trova:

b arctan x arctan x b b 1
—_—dz = — | —| + ——dx =
. 2 x 0 Ja v(1+22)

arctanb arctana / b1 T
= - + + - = dr =
b a o \x  142?

arctanb arctana

1
- — + + {lnx - Eln(l + xQ)}

b a
arctan b N arctan a N {1 x }
n—— et
b a V1+a2],
b

arctanb arctana

b

a

b

a

= — + +1In

- |
b a Vit Jirad

Facendo il limite per b — +o00 si ottiene

> arctan x . b arctan x arctana a
a X b—oo [, €T a /1 + a2
Adesso facciamo il limite di questa espressione per a — 0%. Si trova
° arctan x > arctan x
/ — dr = lim — dr =
0 T a—0t J, x
5 arctan a | a 14 n
= lim —1In = 00 = +00.
a—0+ a V14 a?

Prova scritta del 22 luglio 2019

Esercizio 1 Descrivere il comportamento delle seguenti serie:

@ X o () 2<_1>an".

Esercizio 2 Determinare, se esiste, il limite seguente:

i 3—3cosy/x —sinz—In(1+ %)
im .
z—0+ et —cosx — a1+ 2z

Esercizio 3 Si calcoli, se esiste, I'integrale improprio seguente:

1
/ (Inz)® 2~ 17" 4y,
0

Risoluzione

Esercizio 1 (a) La serie ¢ a termini positivi. Inoltre risulta

n—+1 <n+1
n+ 2" AL

Vn € N,



e d’altra parte, per n — oo,

n+2
1n+4+2 1
2n+1
=— — =<1
il 241 T2

dunque, per il criterio del rapporto, la serie

“n+1
> %

n=0

e convergente. Ne segue, per il criterio del confronto, che anche la serie

i n+1

—~n+ 2n

e convergente.

(b) La serie ¢ a segni alterni. Risulta

Inn . Inn

— >0 Vn>2, lim — =0,
n n—oo M

ed inoltre si puo verificare che il modulo del termine generale ¢ definitivamente decre-

scente, e piu precisamente si ha

| 1 |
n(n + )< nn Vn>3.
n—+1 n

Infatti la relazione precedente equivale a

1
In(n+1) <lnn (1+—>,
n

OVVero a
( 1 ) Inn
In
n

I+—)<—,
n

e quest’ultima maggiorazione e vera poiché, in virtu di una stima ben nota,

1 1 1
1n(1+_)<_<ﬂ Vn >3
n n n

Ne segue che la serie
- ,Inn
> -yt —
n=2

converge per il criterio di Leibniz.



Esercizio 2 Dagli sviluppi di Taylor nel punto = = 0, arrestati al terzo ordine, segue:

3 2 3
3—3005\/_251‘—%—1—%0—1—0@3),
3
sinx:x—%+o(x3),
T r  x* b
(14 5) TP
n{l+g 5 8+24+o(x)
2 .3
ex:1+m+%+%+o(:c3),

22
cosx =1— 5 + o(z%),

3
x\/1+2x:x+x2—%+o(x3).

Pertanto, per z — 0%, i termini di ordine 0, 1 e 2 si cancellano sia a numeratore che a
denominatore, e si trova

3—3cosy/x —sinz—In(1+ %) N (555 + & —37) 2°

0 2
ex—cosx—x\/m a (%4—%)1’3 7
cosicché
fpy 37BcosVT—sine —In(1+3) gt iog 8L
—0+ et —cosx — xm % + % 120

Esercizio 3 L’integrale improprio esiste certamente perché l'integrando ¢ negativo.
Per calcolarlo, visto che la singolarita e nell’origine, fissiamo § €]0,1[ e consideriamo
I'integrale

1
/ (Inz)®z~ 7% dg.
5

Con la sostituzione Inz = ¢, si ricava

1 0 0
/ (Inz)?z7 17 dg = / 3 (et)ft dt = / e dt.
d Ind Inéd

L ulteriore sostituzione t* = s ci porta a

1 0 ) 1 0
/ (Inz)? =77 dy = / e dt = —/ se *ds,
é Ind (In )2

ed infine, integrando per parti, si ottiene

1
1 1 1 1
/ (Inz)z~ 1Mo dy = = [—se™® — 6_8}0 =3 + 5(111 5)? e~ oy 4 56_(1115)2.
5

N}

In definitiva,

1
/ (Inz)*z'™%de = lim [ (Inz)®z ™7 de =
5

=0t Js
= lim |—=+ 1((ln 6)*+1) e~0)*| — —1.
o0t | 2 2 2



Prova scritta del 19 settembre 2019

Esercizio 1 Descrivere il comportamento della serie

o0 Oé 1
E sin —
n2

— (1+n+n2)ln(n—+1)

per ciascun valore del parametro a > 0.

Esercizio 2 Si consideri la funzione

1 — x| o lel-1

flo) = |1+ x|

, r €A,

ove A ¢ l'insieme (massimale) di definizione di f.

(i) Descrivere 'insieme A e calcolare i limiti a 00 e nei punti della frontiera di A.
(ii) Determinare i punti dove f non ¢ continua e quelli dove f non ¢ derivabile.
(iii) Individuare gli asintoti di f.

(iv) Trovare i punti di massimo e di minimo relativo di f.

(v) Tracciare un grafico approssimativo di f, omettendo lo studio della derivata se-
conda.

Esercizio 3 Si determini la soluzione del problema di Cauchy

2z
y'=3y+—
Y

y(0) = —1.

Risoluzione

Esercizio 1 Sia a > 0. Notiamo che la serie ¢ a termini positivi, poiché risulta
sin =5 > () per ogni n € N*. Ricordando che

1 1 1
sin— = — +o|— per n — 00,
n

ed il fatto che

1+n+ns
lim ———— =1,
n—00 n2

per il criterio del confronto asintotico la serie data ha lo stesso comportamento della

serie
o

no=s
; In(n+1)



Quest’ultima serie ¢ convergente se o — % < —1, ossia se a < g, e diverge positivamente
quando invece o — % > —1, vale a dire a > g Ne segue che lo stesso vale per la serie

considerata.

Esercizio 2 (i) La funzione f ¢ definita per ogni valore x # —1: dunque il suo insieme
di definizione ¢ = R\ {—1}. Inoltre si ha

(v —1
* el sex<—1
z+1
l—ua z—1
se —1l<x<0
1+z

]_ _
Ie’“l se0<x<1
14z
r—1 _, 4
e se x > 1.
N r+1
Di conseguenza
—1 1
i )= o S0l f0) =l o =0
mentre o2
r—1 e
AmS@= e = =
11—z 2e~?2
li = I o=l — = )
T S T

(ii) La funzione f & continua in ogni punto di A e non e possibile prolungarla per

continuita nel punto z = —1. Inoltre essa & derivabile in A \ {0, 1}, e risulta, con facili
calcoli,
( 1’2 + 1 x—1
—e sex < —1
(x+1)?
2 +1 1
——— " —1<x<0
. CESE e se x
€Tr) =
—e " seld<z<l1
(x+1)?
——e > 1.
R e se x

Si osservi che i punti di ascissa x = 0 e x = 1 sono punti angolosi:

-2 -2

PO == FOY =3l FU) == FON) =5

Inoltre si vede immediatamente che f’ ¢ positiva in | — oo, —1[, negativa in | —1,0[ e
negativa anche in |0, 1[, mentre nella semiretta |1, c0[ la funzione f’ cambia segno una
volta sola: & positiva in ]1,v/3] e negativa in |v/3, c0].



(iii) Essendo, come si ¢ visto,

lim f(z) =0, lim f(z)=0,

T——00 r—r—+00

vi ¢ 'asintoto orizzontale y = 0 per x — +o00. Infine, come abbiamo gia notato,

lim f(x) = 400,

r——1

cosicché f ha 'asintoto verticale x = —1 per z — —1.

(iv) Dallo studio della derivata prima segue che il punto z = 1 ¢ di minimo relativo
con f(1) = 0: dunque tale punto ¢ anche di minimo assoluto, visto che f(x) > 0 per
ogni z € A. Inoltre, sempre per quanto visto, il punto z = v/3 & punto di massimo
relativo, con

V3-1

f(V3) = e e V31 ~ 0.0117.
Poiché f ¢ infinitesima per x — 00, deve esistere almeno un punto di flesso nell’intervallo
JV/3, 00l
(v) Dalle informazioni ricavate si ottiene per la f il seguente grafico approssimativo
(nel quale il punto di massimo di ascissa /3 ¢ a mala pena distinguibile):

A

e2

-1 0 1

>

Esercizio 3 L’equazione differenziale ¢ di tipo Bernoulli, e si risolve con la sostituzione
u(x) = y(x)?, che la trasforma in un’equazione lineare. Si ha infatti

2x
) = 20l () = 20(a) (3ule) 4 2 ) = Bute) + 4,
con la condizione iniziale u(0) = 1.
Risolviamo questa equazione. Moltiplicando entrambi i membri per e~ si ha

d —6z

Ar (U(m)(&x) =/ (2)e % — 6u(z)e % = dwe 07,

da cui, integrando fra 0 e x,

u(x)e_w —1= 4/ te St gt =4 | —Zte O — — o6t — _[Zp 42 )04 2
0 6 36 0 9



In definitiva
(2) = 2 1 n 10 4,
u(z) = Sx 5 5 e,

da cui, finalmente, ricordando che y(z) < 0 in un intorno di z = 0,

—\/u \/-—ZL’-——FEG&E

Prova scritta del 29 novembre 2019

Esercizio 1 Stabilire, al variare del parametro reale «, se la serie

Z(_l)nrﬂ +1

n=1

¢ indeterminata, divergente, convergente o assolutamente convergente.

Esercizio 2 Si consideri la funzione
f(z) = 22/|22 — 4], z € R.
Si tracci un grafico approssimativo di f, specificando, se esistono:
(a) i limiti agli estremi del dominio,
(b) gli asintoti,
(c) i punti di discontinuita e i punti angolosi,
(d) gli intervalli di crescenza e decrescenza,
(e) i punti di massimo o minimo relativo,
(f) i punti di massimo o minimo assoluti,

trascurando 'analisi della derivata seconda.

Esercizio 3 Calcolare, se esiste, 'integrale improprio

e 1 4
/ n(lnz )daj.
1 x

Esercizio 1 Se a > 2 si vede subito che il valore assoluto del termine generale, cioe la
quantita

Risoluzione

na

nz+4+1’
non ¢ infinitesimo per n — co: ne segue che la serie, essendo a segni alterni, e indeter-
minata.

Ay =



Se 1 < a < 2, il termine generale a,, ¢ infinitesimo: per verificare se esso ¢ anche
decrescente osserviamo che, posto

risulta, in virtu del teorema di Lagrange,

(n+1)* n®
(n+12+1 n2+1

= fn+1) = f(n) = f'(€),

Apt1 — Ap =

con ¢ € |n,n + 1] punto opportuno. Dato che

af (e +1)—¢r-26 !
(£241)? - (241)?

(&) = (0= (2—-a)e?),

si ha sicuramente
o

2—a’

e quindi esiste un indice n* € N tale che risulti a,+1 —a, < 0 per ogni n > n*. Pertanto
la successione {a,} ¢ definitivamente decrescente, oltre che infinitesima. Dal criterio di
Leibniz segue che la serie ¢ convergente. Invece la serie non ¢ assolutamente convergente
poiché, per il criterio del confronto asintotico, la serie ¥a,, ha lo stesso comportamento
della serie EHQ%Q, la quale diverge essendo 0 < 2 — o < 1.

Infine, se a < 1 la serie e assolutamente convergente in quanto, per il criterio del con-
fronto asintotico, essa ha lo stesso comportamento della serie En%a, la quale converge
essendo 2 —a > 1.

f€ <0 ve>

Esercizio 2 La funzione f & definita per ogni € R ed & pari, ossia f(—z) = f(x) per
ogni x € R. Quindi ci limitiamo ad analizzarla per x > 0. Anzitutto si ha
x
lim f(x) = o0, lim Jx) = 400,

T—+00 T——+00 €T
cosicché non ci sono asintoti. La funzione e continua in tutti i punti, e sempre non
negativa ed e nulla per x = 0 e per x = 2. Nel punto x = 2 la f non e derivabile, per
la presenza della radice. Calcoliamo la derivata: ricordando che la derivata di |¢| per
t£0e L T si ha per x # 2

2x(x —4) r(x? —4),
) =2x = 5 (327 = 8).
R e EaTHC

¢

In particolare, f'(0) = 0 mentre

lim f'(z) = —o0, lim f'(x) = +o0, lim f'(x) = 4o0.

T2~ x—2+ T—+00

Si riconosce inoltre che f'(x) > 0 per 0 < = < %ﬁ e per x > 2, mentre f'(z) < 0 per

%ﬁ < x < 2, ossia f & crescente in [O, %i] U [2,400] ed ¢ decrescente in [%572]



Percio il punto 2\‘[[ ¢ di massimo relativo, con

; 2v2\ 16
V3 3v3’
mentre 0 e 2 sono punti di minimo relativo e assoluto nei quali f ¢ nulla. La f ovviamente
non ¢ limitata superiormente e quindi non ha massimo assoluto.

Infine osserviamo che vi & necessariamente un punto di flesso nell’intervallo } 0, f [ ci
deve essere inoltre un altro punto di flesso nella semiretta ]2, 400, in quanto, come si

e visto, f'(z) tende a 400 per x — +00.

> 0 — >

Esercizio 3 L’integrale ¢ improprio perché il numeratore dell’integrando tende a —oo
per  — 17. Esso & convergente, poiché risulta (per definizione)

¢ In(ln 4 “In(41
/ n(nx)dx _ lim/ wcix:[postot:lnxeb:hla]
1

xT a—1t a
1 1 4
= lim Indtdt = — lim Insds =
b—)0+ b b—)0+ 4b
= 1lim [51113}4 —/41ds —llim [Slms—s}4 =
n 4 p—o+ 4b 4b a 4 p—o+ b

b—0+

1
= 1 {(41114 4) — lim (4bln4b—4b)} =In4 — 1.

Prova scritta del 14 gennaio 2020

Esercizio 1 Determinare tutti i numeri complessi z tali che
z— 21
z 41

Esercizio 2 Si consideri la funzione di variabile reale x, definita da

f(x)=Inz* —In|z —1|.

=1z.




Si tracci un grafico approssimativo di f, specificando:

(a) il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio,
(b) gli asintoti,

(c) 1ipuntidi discontinuita e i punti angolosi,

(d) gli intervalli di crescenza e decrescenza,

(e) 1 puntidi massimo o minimo relativo,

(f) i punti di massimo o minimo assoluti,

(g) i puntidi flesso e gli intervalli di concavita e convessita.
Esercizio 3 Trovare la soluzione del problema di Cauchy

Yy =zylny
y(0) = €.

Risoluzione

Esercizio 1 Sicuramente ogni soluzione z e diversa da —i. Moltiplicando ’equazione
per z + ¢ si trova
z—2i=iz(z +1i) =iz* — 2,

OVVero
iz —2242i =0.

Scrivendo z = x + iy si ha
i(2® + 2izy — y?) — 2(x + iy) + 20 = ix® — 22y — iy — 22 — 24y + 2i = 0.
Separando la parte reale e la parte immaginaria si ottiene

—2zy —2x =10
22—y =2y +2=0.

Se x = 0, la prima equazione e soddisfatta e la seconda diventa
Y +2y —2=0;
le soluzioni di questa sono

yl:_1+\/§a y2:_1_\/§7

e sl ricavano cosl le soluzioni

2= (=14+V3)i, 2= (—1-+3)i.



Se invece = # 0, la prima equazione da y = —1 e la seconda diventa
2 —1+4=224+3=0,

e non ha soluzioni x. Pertanto le soluzioni dell’equazione data sono soltanto le z; e 25
gia trovate.

Esercizio 2 (a) La funzione f & definita per x # 0 e x # 1, ossia per ogni z € D =
R\ {0,1}. Risulta

lim f(z) = 400, lim f(z) = 400,
T——00 T——+00
mentre
li =— li =—
S =meo, ol Jw) = e,
lim f(z) = o0, lim f(x) = +o0.
z—1— z—1t
(b) Essendo
lim f(x)= +o0, lim G =0,
T——00 r——00 I
e similmente
lim f(z)= o0, lim J@) =0,
z—+00 T—+o0 T

non ci sono asintoti né orizzontali né obliqui per x — +o00. Invece le rette di equazioni
x =0 e x =1 sono asintoti verticali di f rispettivamente per x — 0 e per x — 1.

(c) La funzione f & di classe C'™ nel suo dominio, e dunque non ci sono né punti di
discontinuita, né punti angolosi.

(d) Calcoliamo la derivata prima di f: si ha

2 1
flz) == — Vx e D.
r T —
Risulta dunque
r—2
"z) >0 <+— ——=>0
f'() x(z —1) ’
ossia
r>2 sex>1
f(z) >0 <= sempre se 0 <x <1

mai se x < 0.
Si conclude che sono intervalli di crescenza |0, 1] e [2,4+o00[, mentre sono intervalli di
decrescenza | — 00,0[ e ]1,2].
(e) Vi & un unico punto di minimo relativo, il punto di ascissa x = 2, nel quale f(2) =
21n 2, mentre non esiste alcun punto di minimo relativo.

(f) La f non ha né massimo né minimo assoluto. In particolare

sup f = +o0, inf f — oo.
D D



(g) Calcoliamo la derivata seconda di f. Si ha

2 1
1
=-S5+ —— D
" (x) P P Vo e D,

e dunque
') >0 <<= 2°>22-1?2 <<= 22-4r+2<0.

Quindi f”(x) > 0 se e solose z € D e 2 — V2 < 2 < 2+ /2. Pertanto vi sono due
punti di flesso per f:

V2 -1

6+ 42
V2+1 )

La funzione f & convessa in [2—+/2,1[ ed in ]1,2+ /2], mentre & concava in ] — oo, 0[,
in 0,2 — /2] ed in [2 + v/2, +oo].

Le informazioni raccolte permettono di disegnare un grafico approssimativo di f:

r=2-—12, COHf(Q_\/§>:1n(M>7

T =242, conf(2+\/§):ln<

Alk y X

Xv

Esercizio 3 L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili. Vi sono le soluzioni
costanti y = 0 (se si prolunga y Iny col valore 0 per y = 0) e y = 1, entrambe ininfluenti
ai fini del problema di Cauchy. Dunque si ha

dy
yIny

= xdx,

22
ln|lny|:7+c, ove ¢ € R,



352
|Iny|=ez* ove e > 0,
z2
Iny=Kez, ove K € R,
22
y:exp(K67>, ove K € R.

Ne segue
¢’ =y(0) = exp K,

da cui K = 2. Si conclude che la soluzione del problema di Cauchy e

22
y(x) = exp (2 e?> : z eR.

Prova scritta del 3 febbraio 2020

Esercizio 1 Satbilire il comportamento della serie

(1 n n
S (L)
—~\n 1+n2

al variarte del parametro z € R.

Esercizio 2 Si consideri la funzione di variabile reale x, definita da
f(z) =In(e® — x), z € R.

(1) Si verifichi che f ¢ di classe C*°(R) e se ne tracci un grafico approssimativo, speci-
ficando:
(a) i limiti agli estremi del dominio,
(b) gli asintoti, se esistono,
(c) gli intervalli di crescenza e decrescenza,
(d) i puntidi massimo o minimo relativo, se esistono,
(e) i punti di massimo o minimo assoluti, se esistono.

(ii) Si dimostri che f deve avere almeno un punto di flesso negativo ed almeno un
punto di flesso positivo.

Esercizio 3 Trovare la soluzione del problema di Cauchy

{ y =eY(1+ 2%
y(0) = —1.



Risoluzione

Esercizio 1 Possiamo meglio scrivere la serie come

o0 1 .

n=1

/ 1
li f—=1
nl—{{olo n(l + n2) ’

dalla teoria delle serie di potenze segue subito che la serie converge (assolutamente)
per |z| < 1 e non converge per |r| > 1: per la precisione, essa diverge per z > 1
ed ¢ indeterminata per x < —1. Inoltre, per x = 1 la serie ¢ a termini positivi e
converge, perché asintoticamente equivalente alla serie armonica generalizzata 31/n?;
di conseguenza essa converge (assolutamente) anche per z = —1.

Essendo

Esercizio 2 (a) La f ¢ definita per ogni = € R in quanto e® > x per ogni € R, ed &
di classe C"*° perché composizione di funzioni logaritmiche, esponenziali e polinomiali.
Risulta

lim In(e® —z) = +oo, lim In(e” — x) = +oo.
T—>—00 T—+00

(b) Per x — —oo0 si ha

Lol - [_1n(\x|—e—lw)] . [_m(t—e—t)] o

T——00 T T——00 ‘gj| t—+00 t

e dunque non ci sono asintoti per x — —oo. Per x — 400 si ha invece

i In(e” — x) — lim Ine” +In(1 —xze ) _
r——+00 T r——+00 T
In(l—ze™®
— lim [1+M] —140=1,
r—400 T
mentre
xEI—lI—loo In(e® —x) —x] = xgrfm [ —In(1—ze™®)—z] =0,

cosicché per z — 400 vi € 'asintoto obliquo di equazione y = .

(c) Essendo
f’(:v)ze -1 Vr € R,

et —x

risulta
et —1

et —x

f(z) >0 <= >0 <= €>1 <<= z>0.

Dunque f e crescente in | — 00, 0] ed ¢ decrescente in [0, 400 .



(d)-(e) Il punto x = 0 ¢ punto di minimo relativo ed assoluto per f, con f(0) = 0;
non vi sono punti di massimo assoluto né di massimo relativo.

Osserviamo che

g €€ —x)—(e" =1 (2—x)e" —1 . .
f'(x) = e — ) = Vz € R;

dunque, essendo f”(1) = é >0e f'(x) <0 per x> 2, vie certamente un punto di
flesso con ascissa z €]1,2[. Similmente, essendo f”(0) =1 e

3e 3 —1

f(=1) = RET=E <0,

vi ¢ certamente un punto di flesso con ascissa z €] — 1,0].

Le informazioni raccolte permettono di disegnare un grafico approssimativo di f:

by

Esercizio 3 L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili. Non ci sono soluzioni
costanti. Si ha allora
dy = V(1 + 2°)dx,
eVdy = (1+ 2%)dx
3

ey—x+x—+c
3 Y

23
yzln(x—l—g—i—c)

—1=y(0) =1Ingc,

e risulta

da cui ¢ = e~!. Si conclude che la soluzione del problema di Cauchy &

23
y(x) =In (33 + 3 + 6_1) :



Prova scritta del 24 febbraio 2020

Esercizio 1 Determinare il comportamento delle seguenti serie:
~In(n+1)—1Inn = n! —n?
(@) > co(b) Y

_ | 2

= vVn—n —~nl+n

Esercizio 2 Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

p?sinfr +1—v1— a2t (b) i f:oo e~
im

(2) lim S g

)
=0 cos?x — /1 — 222

Esercizio 3 Calcolare, se esistono, i seguenti integrali:

(a)/ 1+\/_ dx, (b) /llx arccos z dx.

Risoluzione

Esercizio 1 (a) Il termine generale della serie si puo riscrivere come

ln(l—i-%) .
n(—l—i—\%ﬁ),

1
lim —ln((l i ")

n—oo l
n

ricordando che

=1,

si deduce che esso si comporta come —n—12 per n — oo. Pertanto, cambiando la serie di
segno e applicando il criterio del confronto asintotico, ricaviamo che essa converge.

(b) Tl termine generale della serie si puo riscrivere come

n](l—z—?) 1_n_2

n! (1+2) 1+”2’

e dunque esso converge a 1 per n — 0o. Pertanto la serie non puo convergere, ed essendo
a termini positivi essa diverge a +00.

Esercizio 2 (a) Si tratta di una forma indeterminata del tipo 0/0. Utilizziamo la
formula di Taylor. Si ha per x — O:

sing =z — = 4 o(z?),

6

da cui

z! 8
r?sin® x = 2 (:102 Y + o(x5)) =2 — = +o(z").



Inoltre, sempre per x — 0,

cosicché il numeratore della frazione verifica per z — 0

)
xQSin2z+1—\/1—x4—%+ o(z”).

Poi, per z — 0,
R
_1__ _
CoS T 2—|—24+o( %),

da cui
4

cos’r =1—a%+ % + o(z?),

mentre, sempre per x — 0,
4

\/1—2x2:1—x2—%—1—0(x5).

Quindi il denominatore della frazione verifica per z — 0
4

o
cos?x — V1 — 222 = e + o(z).
Si conclude allora che
| w?sin®zr +1—v1— a2t i %‘FO(lﬁ) 3
111 = |lim-—-—- = —,
=0 cos?x — /1 — 222 @0 % +o(x?) 2
(b) Poiche entrambi gli integrali impropri presenti sono convergenti, si tratta di una

forma indeterminata del tipo 0/0. Conviene utilizzare il teorema di de L’Hoépital, che
fara sparire gli integrali. Poiché

d oo 2 2 d oo 2 2
el 67415 +t dt = _67413 +x> el eft +t dt = —2 67490 +2x’
dz [, dz
risulta
A [F0 4?4t gy 1 ¢4’ +a
lim 42’z = lim ———— = lim —-e*=0
T—>+00 di +o0 e—t2+t dt z—+o00 2 g4 +2z x—400 2 ’
X 2x

dal teorema di de L’Hopital si conclude che

f+00 e~ A+t 4

lim =2

5+ oo f+°° —t24t gy

Esercizio 3 (a) L’integrale esiste perché l'integrando ¢ continuo su [0,1]. Con la
sostituzione t = \/x si trova x = t?, dov = 2t dt e dunque

v ) _2/ Cht—t-141
0 1+\/_ 0 L+ 0 L+t

= (t—1+—> dt =2In2 — 1.




(b) L’integrale esiste perché 'integrando ¢ continuo su [0,1]. In questo caso conviene
integrare per parti: essendo
1

g MOOOST = ———s Vee]—1,1],

si trova

1 2 1 1 1 2
/ T arccos x dxr = [az_ arccos x} + = / _r dx
-1 2 —1 2 -1V 1 - :UZ

L’ultimo integrale ¢ improprio, ma esso ¢ convergente proprio in virtu dell’'uguaglianza
scritta. Si ha allora

/1 ; {:::2 ]1+1 1x—1+1
T arccosxr axr = —— aIrCCOS T
~1 2 B 1/1_372

= ————/ V1—a22de+ = /m

Il primo dei due integrali rimasti ¢ l'area del semidisco di raggio 1, moltiplicata per

—2, e quindi vale —7; il secondo integrale coincide con i|arcsinz]!; e quindi vale 5. In
definitiva

/1 d T 7T+7T T
rarccosrdr = —— — — + — = ——.
1 2 4 2 4



