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Introduzione

Lo scopo dell’elaborato e dare una rappresentazione delle soluzioni del classi-
co problema di Sturm-Liouville, ossia lo studio di certe equazioni differenziali
ordinarie del secondo ordine, soggette a particolari condizioni al contorno.
Dato un operatore di Sturm-Liouville L della forma Lu = —(pu’) + qu, con
p € C'a,b],q € Cla,b] e p > 01in [a, b], ci proponiamo di risolvere I’'equazione
Lu = f con u € ®, dove

D = {ue€ C'a,b] : I(—pu') € L*(a,b), Biu= Byu = 0},
¢ il dominio di L e
Biu = aqu(a) + f1u'(a),  Bau = asu(b) + Bt/ (b),

con ay, aa, B, By costanti reali tali che |ay| + |B1] > 0, |aze| + |B2] > 0 sono le
condizioni al contorno.

L’importanza di questo tipo di problema differenziale deriva da vari fatti,
dei quali due particolarmente significativi. Anzitutto, qualunque equazione
differenziale ordinaria del secondo ordine puo essere espressa, con un oppor-
tuno artificio, sotto forma di equazione di Sturm-Liouville; si tratta dunque
di problemi della massima generalita che comprendono in sé molti tipi di
equazioni utili in fisica matematica come le equazioni di Bessel, di Legendre,
ed altre. Il secondo fatto, conseguenza del primo, e che le proprieta spettra-
li dell’operatore di Sturm-Liouville e la sviluppabilita in opportune serie di
Fourier delle soluzioni costituiscono le basi del metodo di separazione delle
variabili, che permette di risolvere un buon numero di problemi ai limiti per
equazioni alle derivate parziali.

Piu precisamente, 1'operatore che rappresenta le soluzioni del problema di
Sturm-Liouville € un operatore integrale compatto e autoaggiunto nello spa-
zio di Hilbert L?(a,b), e le sue autofunzioni formano una base ortonormale
per L?(a,b); le soluzioni del problema ai limiti si rappresentano come somma,
delle loro serie di Fourier rispetto a tale base.

Il problema e descritto in dettaglio nel terzo e ultimo capitolo, dove si discu-
te in prima generalita la questione della risolubilita, utilizzando il teorema
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spettrale e il teorema dell’alternativa di Fredholm.

Per giungere a questo risultato occorrono alcuni prerequisiti di analisi funzio-
nale: nel primo capitolo vengono introdotte le definizioni e alcune importanti
proprieta degli operatori compatti tra spazi normati, in particolare tra spazi
di Banach; nello specifico si analizzano in dettaglio le loro proprieta spettrali.
Nel secondo capitolo sono state analizzate le proprieta degli operatori com-
patti tra spazi di Hilbert e sono stati introdotti gli operatori autoaggiunti,
con relative proprieta: la teoria spettrale in questo caso e completa, e gene-
ralizza direttamente quello che ¢ vero negli spazi euclidei per matrici reali e
simmetriche: un operatore compatto e autoaggiunto in uno spazio di Hilbert
possiede una base ortonormale composta solo da autovettori, corrispondenti
ad autovalori reali; inoltre vale il teorema spettrale, tramite il quale ogni ele-
mento dell'immagine dell’operatore ¢ somma di una serie di Fourier rispetto
alla base ortonormale di autovettori.
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Capitolo 1

Operatori tra spazi di Banach

Dedicheremo questo capitolo a introdurre le applicazioni lineari, dette ope-
ratori, tra due spazi normati; vedremo le loro proprieta soprattutto nel caso
in cui gli spazi siano, in particolare, spazi di Banach.

1.1 Operatori lineari

Definizione 1.1.1. Siano F ¢ F' due spazi normati reali (complessi).
Un’applicazione T" : E — F ¢ chiamata operatore lineare se verifica:
T(ae + pe') = aT'(e) + BT (e') per ogni e, ¢’ € E e per ogni o, 5 € R (per
ogni a, f € C).

Osservazione 1.1.2. La scrittura usata per indicare T'(e) sara Te.

Definizione 1.1.3. Un operatore lineare T : E — F' ¢ detto limitato se
esiste M positivo tale che ||[Te||r < M|le||g per ogni e € E.

L’insieme degli operatori lineari limitati da £ a F' € uno spazio vettoriale e
viene indicato con L(E, F).

Vediamo ora come, sugli spazi normati, la limitatezza di un operatore
lineare equivale alla continuita.

Proposizione 1.1.4. Se E e F sono spazi normati e T : E — F ¢ un
operatore lineare, i sequenti fatti sono equivalenti:

(i) T ¢ limitato,

(ii) esiste ey € E tale che T' é continuo nel punto ey,

(iii) T é lipschitziano: esiste K > 0 tale che | Te —Te'|r < K|le — €| g per
ogni e, e’ € E.

Dimostrazione. Che (iii) = (ii) ¢ ovvio, mostriamo quindi le altre implica-
zlonl.



Capitolo 1 1.1. Operatori lineari

(i) = (iii) Per ipotesi, essendo T limitato, esiste M positivo tale che
|Te|llr < M|le||g per ogni e € E.
Per linearita dunque:

|Te —Te||r=|T(e—¢€)||lr < Mlle—¢€|g Ve e €FE.
(ii) = (i) Per l'ipotesi di continuita per ogni ¢ > 0 esiste J > 0 tale che
le —eolle < 0= ||Te —Tegl|lr < ¢;

se £ = {0} per linearita "= 0 e la tesi & quindi ovvia.
Sia dunque e € E'\ {0}. Ponendo w = 2% si ha:

llell =

Te=Tw="T(w+ey) — Tey,
lell =

dato che ||[(w + eg) — eol| g = ||w||g = 0 allora ||Tw||r < . Quindi

el 3
ITellr = =~ Twllr < 5llells Ve € £\ {0}
T ¢ dunque limitato perché la disuguaglianza ¢ ovvia per e = 0. ]

Osservazione 1.1.5. Con la norma:

Te F
T () = sup I7ellr _ sup |Te|lr
e#0 ez Jep=1

L(E,F) & uno spazio normato. Quando F' = FE scriviamo L(FE) anziché
L(E,E).

Osservazione 1.1.6. Siano F e F' due spazi normati e sia T' € L(E, F),
allora se ,, -+ in £ si ha Tx,, — Tx in F.

Ricordiamo la definizione di spazio di Banach:

Definizione 1.1.7. Uno spazio normato (E, || ||) ¢ detto spazio di Banach
se ¢ completo rispetto alla distanza indotta: d(z,y) = ||z — y||.

Teorema 1.1.8. Siano E e F due spazi normati; allora L(E, F') é uno spazio
di Banach se lo ¢ F.

Dimostrazione. Siprenda {T,,} successione di Cauchy in L(F, F'), quindi per
ogni € > 0 esiste v € N tale che ||T,, — T,,||z(6,p) < € per ogni n,m > v;
dunque:

|The — Thellr <cllellpg Ye€e E Vn,m > .
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Capitolo 1 1.1. Operatori lineari

Ne segue che per ogni e € E la successione {T,,e} ¢ di Cauchy in F’; essendo
F uno spazio di Banach, la successione avra un limite, che chiamiamo 7'(e).
Osserviamo che T cosi definita appartiene a L(E, F'), ¢ infatti lineare ed &
un operatore limitato perché per ogni e € £

|Tellp = lim |[Tyellp < Lminf[||T, — T, || c.p)llelle + [[Toellr] <

< e+ 1Tllem]llels-
Ci rimane da verificare che T,, — T in L(FE, F'); si ha infatti che per e € F
con |lel|lg =1

|The —Tellr = Jim | The — Thellr < lim inf T — Tollzery <€ Yn 2w,

e quindi: |7, — T c(z.r) = sup|ejpet |The — Te|lp < e per ognin >v. O
Osservazione 1.1.9. Segue dalla definizione che dati due operatori lineari
T, T € L(E) vale: |TT'|| < | T|IIIT"||-

Un’algebra normata e completa in cui la precedente disuguaglianza ¢ soddi-
sfatta e chiamata algebra di Banach.

Non tutti gli operatori lineari fra spazi di Banach sono limitati. La situa-
zione tipica, dati E' e I’ spazi di Banach, e quella di un operatore lineare T,
definito su un sottospazio D(T") C E (dominio di T'), a valori in F, il quale ¢
chiuso, ossia il grafico di T" e chiuso come sottoinsieme di £ x F. Cio equivale
a dire che se {z,} € D(T), z, » x in E, Tx,, » y in F allora z € D(T) e
Tr =vy.

Esempio 1.1.10. Siano E = F = Cla,b], con ||f|[z = sup,c 4 [If ()] =
| fllc Per ogni f € E. Poniamo:

Tr=r
D(T) = C'[a,b]

E’ chiaro che T': D(T) C E — E ¢ ben definito. L’operatore 7' non ¢
limitato: non puo esistere alcuna M > 0 tale che

1/ le < M| fllse Vf€E.
Infatti, scegliendo f(t) = (t — a)", si ha
£ e =nb—a)" ™", [ fllec = (b—a)",

e dovrebbe risultare n < M (b — a) per ogni n € N, che ¢ assurdo. Tuttavia,
T ¢ chiuso: infatti se {f,} C D(T), f, — f in Cla,b] e f, — g in Cla,b], &
noto che risulta f € C'[a,b] e f' = g.



Capitolo 1 1.2. Operatori aggiunti

1.2 Operatori aggiunti

Definizione 1.2.1. Sia T' € L(FE, F), L’operatore aggiunto di T si indica
con T* € L(F*, E*), ¢ lineare ed ¢ caratterizzato dalla seguente relazione:

(I"®)(z) = ®(Tx) Veek, VOeF”.

Vediamo, senza dimostrarle, alcune facili proprieta dell’operatore aggiun-
to.

Proposizione 1.2.2. Siano E e F spazi normati. Se T € L(E,F), allora
T* € L(F*E*) e
1T\ e,y = T | (e -

Proposizione 1.2.3. Siano E, F e G spazi normati. Valgono le sequenti
proprieta:

(i) SeT,S € L(E,F), allora (T + S)* =T*+ S*.

(ii) Sea e CeT € L(E,F), allora (aT)* = oT".

(iii) Se T € L(F,G) e S € L(E,F), allora (TS)* = S*T* € L(G*, E*).

(iv) SeT € L(E), allora T* =T;

(v) SeT € L(E) ed esiste T~' € L(E), allora esiste anche (T*)™' € L(E*),
e vale: (T*)™t = (T71)*.

1.3 Teoria spettrale

Lo scopo di questo paragrafo e quello di introdurre e studiare la struttura
dell’insieme dei valori A € C tali che 'operatore A\I — T, con

T : D(T) C E — E operatore lineare chiuso e con E spazio di Banach, sia
invertibile con inverso continuo.

Definizione 1.3.1. Sia F uno spazio di Banach e sia data ’equazione

Tx = Axr+y; se per ogni y € E esiste un’unica soluzione per x allora il punto
A & detto regolare per T. L’insieme p(T') dei A regolari ¢ detto insieme
risolvente di 7'

Se T'x = Ax + y non ammette un’unica soluzione, A non e regolare; l'insieme
dei A non regolari per T viene indicato con o(7) ed ¢ chiamato spettro di

T.

Osservazione 1.3.2. Un numero complesso \ e regolare per T se e soltanto
se \[ =T : D(T) — E & un operatore iniettivo con inverso (A\[ — T)~' :
E — D(T) continuo. Sia infatti A un punto regolare per T per definizione
M —T : D(T) — E ¢ bigettivo, quindi I'inverso (Al — T)~! ¢ ben definito
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Capitolo 1 1.3. Teoria spettrale

da E in E. Esso ¢ anche chiuso, perche se {y,} C F, y, — y in E e
T, = (M —T) 'y, = x in E, allora risulta: =, € D(T), z, — z in E,
(M — Tz, =y, — y in E. Dunque (A —T)7'y = x, ossia (\[ —T)7!
¢ chiuso. Ma ogni operatore lineare chiuso, con dominio tutto lo spazio, e
continuo in virtu del teorema del grafico chiuso (corollario 1.3.11). Ne segue
la tesi.

L’operatore (A — T)~! si chiama operatore risolvente di T’

Osservazione 1.3.3. Un numero complesso ¢ regolare per T se e soltanto

e (M —=T): D(T) — E ¢ iniettivo con immagine R(A] — T') densa in E
e inverso (A\I —T)™!' : R(A\[ —T) — FE continuo. Per provare questo fatto
basta mostrare che se (Al —T') € iniettivo con immagine densa, allora ¢ anche
surgettivo. Sia infatti y € E; per densita, esiste {y,} € R(A —T) tale che
Yp — y in E. Poniamo x, = (Al — T)"'y,; x, ¢ ben definito, z,, € D(T) e
per la continuita di (Al — T)~!, {z,,} & di Cauchy in E, esiste quindi » € F
tale che z,, — x in E. Ma siccome (A — T') & chiuso, deduciamo x € D(T)
e M —T)x=uy,cioey e RN —T).

Esempio 1.3.4. Sia T : C* — C" un’applicazione lineare, in questo caso
I'equazione Ax — T'x = 0 ha x = 0 come unica soluzione se e soltanto se A
non ¢ un autovalore di T, per cui lo spettro o(T") & proprio 'insieme degli
autovalori di 7', e i vettori non nulli z € E tali che Ax — Tz = 0 sono gli
autovettori di T relativi all’autovalore .

Dimostriamo ora un risultato generale che ci permettera di studiare una
importante proprieta del raggio spettrale, grandezza fondamentale della teoria
spettrale.

Proposizione 1.3.5. Sia T € L(FE). Allora esiste

lim (|77 (5.

n—oo
Dimostrazione. Sia r := hmmeT"HlL/%) E’ chiaro che 0 < r < ||T||z(m)-
Siano € > 0 e m € NT tali che

”l/m

r—e<||T™ <r+e.

Per ogni n > m scegliamo k € N7 tale che km < n < (k + 1)m; allora:

nil/n mrn—kml/n mil/n nkmn
T 1y = T T < T | I T ™ <

m11/m 1mk/n nkmn mk/n nkmn
< T M IT N SS™ ™ < (r+ &)™ T Gy ™



Capitolo 1 1.3. Teoria spettrale

Dato che 1 g n=bm ¢ m o si ha che HT||L”E])m /™ tende a 1 per n che tende a

00; € p01che 1 — ™ L Em <1 i ha anche che (r + &)™/ tende a 1 + € per

n
n che tende a oo. Qu1nd1 per ogni € > 0

hmsupHT"Hl/n 7”—|—5—hm1anT"H1/" + .

]

Definizione 1.3.6. SiaT' € L(F). Il raggio spettrale di T, che indichiamo
con r(T) e
r(T) =sup{|A|: A € o(T)}.

Proposizione 1.3.7. Sia T € L(FE); il raggio spettrale di T verifica:

r(T) = lim |74

n—oo

Dimostrazione. Poniamo

- 1/n
o= lim 1T £y

Se |A| > o esiste 0 > 0 tale che || > o + J; per n sufficientemente grande si
avra |A|" > (0 4 0)" > ||T"||z(g)- Si verifica quindi che I'operatore

00 Tnk

s=3 o

¢ ben definito come elemento di £(E), e soddisfa
S\ T -T")=(\"I-T")S =1
e cioe S = (A" —T™)~!. Ne segue, posto

n—1
U = Z )\thflfh,
h=0

che U € L(F), US = SU e che US(\Ml = T) = (Ml —T)US = 1, ossia
US = (M —T)7!; inoltre

\ e 0 Tnk 0o n— 1Tnk+n 1-h
US = };)/\ T Z A\ \n(k+1) ; Z \nk+n—h -
oo n—1 Tnk+p e Tm
=D v Nokpl > AL
k=0 p=0 m=0



Capitolo 1 1.3. Teoria spettrale

Quindi, se [A| > o0, A € p(T) e (A\I —=T)' = ¥ 55, In particolare

o > r(T). Proviamo l'altra disuguaglianza: sia |[A\| > r(7T), allora, per
definizione, A € p(T) e la funzione (A\I — T')~! & olomorfa in p(T). Essa ha
dunque uno sviluppo di Laurent che converge in L(E) per ogni A € p(T).
Per unicita:

M -T)"' = Z_:O Y VA € p(T).

Quindi limy,, o0 || 7| () [A| 7™ = 0 per ogni |A| > r(T'). Fissiamo ¢ > 0 e
scegliamo A tale che |A| = r(T) + ¢, allora, per m grande si ha:

1T ey < ™ = (e + (7)™

e dunque:
o= lim [|T™|[ 45 <e+r(T) VYe>0.

]

Osservazione 1.3.8. Come diretta conseguenza della proposizione 1.3.7 ab-
biamo che, dato T' € L(E), se |\| > r(T) 'equazione Tz = \x + y & sempre
univocamente risolubile.

Prima di andare avanti con lo sviluppo della teoria spettrale enunciamo
alcuni risultati preliminari:

Teorema 1.3.9. L’insieme degli operatori di L(E) che hanno inverso limi-
tato e un insieme aperto.

Dimostrazione. Supponiamo che T abbia un inverso limitato. Cerchiamo ¢
tale che ||S — T'||g < § implica che S ha un inverso limitato. Scriviamo

S=T—(T-S)=TI—-T YT -89)).

Poniamo § = ﬁ . ||S=T|g < d implica ||T~(T — S)||g < 1, quindi la
serie formale di potenze:

d_THT - 9)"

n=0

converge in L(E) e definisce un’operatore U che inverte I — T—1(T — §);
quindi S ha un inverso limitato. O

Enunciamo ora un teorema fondamentale, chiamato teorema della map-
pa aperta (cfr [3]), grazie al quale risultera che in uno spazio di Banach
ogni trasformazione limitata invertibile possiede automaticamente un’inversa
limitata.



Capitolo 1 1.4. Operatori compatti

Teorema 1.3.10 (Teorema della mappa aperta). Siano E e F' due spazi di
Banach e siaT € L(E, F) un operatore surgettivo. Allora T & un’applicazione
aperta, cioé per ogni aperto I' C E linsieme T(I") é aperto in F.

Corollario 1.3.11 (Teorema del grafico chiuso). Siano F e F spazi di Banach
e sia T : F — F un operatore lineare chiuso. Allora T' € L(E, F).

Dimostrazione. Sia Gy = {(z,Tx) : © € E}; per ipotesi Gr ¢ un sottospazio
chiuso in £ x F', quindi € uno spazio di Banach. La mappa

FZGT—>E

(,Tx) —> x

¢ lineare e bigettiva. Dunque & aperta, ossia ['"! & continua. Percio esiste
¢ > 0 tale che ||z|| + [|Tz]] < ¢||z||, da cui segue che T & continuo. O

Corollario 1.3.12. Siano E e F spazi di Banach e sia T' € L(E). Se T ¢
iniettivo e surgettivo allora ¢ un isomorfismo e quindi 7! € L(F, E).

Dimostrazione. T—! & sicuramente lineare e, per il teorema precedente, ¢
un’applicazione aperta; dunque la controimmagine di un’aperto mediante
T—1 & aperta. Quindi, essendo continua, T-! € L(F, E). O

Osservazione 1.3.13. A maggior ragione se un operatore T € L(E) ¢
iniettivo e surgettivo 7! & continuo.

Vediamo adesso un’ultima proprieta che fa da corollario al teorema della
mappa aperta:

Proposizione 1.3.14. Sia T € L(E), allora lo spettro o(T') é chiuso.

Dimostrazione. Supponiamo che A € p(T'); T — Al ¢ iniettivo e surgettivo
e quindi, per il corollario 1.3.12, ha un inverso limitato. Dato che I'insieme
degli operatori che possiedono un inverso limitato € un insieme aperto, esiste
0 > 0 tale che |A — pu| < § implica che T' — p ha un inverso limitato, quindi
anche p € p(T), e dunque l'insieme risolvente, p(7'), & aperto e lo spettro e
chiuso. [

1.4 Operatori compatti

Introduciamo ora una classe di operatori, detti operatori compatti, che hanno
buone proprieta spettrali anche negli spazi di dimensione infinita, e che ci
permetteranno, nei prossimi capitoli, di studiare alcune applicazioni della
teoria delle equazioni integrali.
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Definizione 1.4.1. Siano E e F' spazi normati.

Un operatore lineare 7' : £ — F ¢ detto compatto o completamente
continuo se I'immagine tramite 7' di un insieme limitato di £ ¢ un insieme
relativamente compatto (cioe a chiusura compatta) di F.

Osservazione 1.4.2. Segue dalla definizione che gli operatori compatti sono
continui e che, se dim(F') = oo, non vale il viceversa, infatti [ : F' — F non
€ compatto.

Inoltre in uno spazio euclideo n-dimensionale ogni trasformazione lineare ¢
compatta.

Proposizione 1.4.3. Sia E uno spazio di Banach e sia T € L(E). Allora
Poperatore T é compatto se e soltanto se ogni successione limitata {x,} € £
possiede una sottosuccessione {x, } tale che {Tx,} e convergente.

Dimostrazione. Sia T compatto e sia {z,} € E limitata, allora {T'z,} ¢
relativamente compatto; dato che uno spazio di Banach e in particolare uno
spazio metrico, la compattezza equivale alla compattezza per successioni;
quindi {T'z,, } possiede una sottosuccessione {T'z,} convergente.

Viceversa supponiamo per assurdo che 'immagine tramite 7" di un insieme
limitato di E non sia relativamente compatta; allora esiste {T'z,,} C T(E) che
non ha sottosuccessioni convergenti, ma ogni successione limitata {z,} € £
possiede una sottosuccessione {x, } tale che {Tx,/} & convergente. Poiché
{Tx,} C{Tx,} cio & assurdo. O

Osservazione 1.4.4. Siano E, F' e G spazi normati, siano T' € L(E, F) e
S € L(F,G); se almeno una tra gli operatori T' e S & compatto, allora So T
€ compatto.

Vediamo ora alcune delle proprieta principali degli operatori compatti tra
spazi normati.

Proposizione 1.4.5. Sia T € L(E), con E spazio normato, tale che la sua
immagine R(T) sia di dimensione finita; allora T é compatto.

Teorema 1.4.6. Sia E uno spazio normato e F uno spazio di Banach. Sia
{1 }nen+ una successione di operatori compatti da E a F tale che T, — T
in L(E, F) (equivalentemente | T,, — T\ z(e,py — 0), allora T' é un operatore
compatto.

In particolare, se E ¢ uno spazio di Banach, il sottospazio degli operatori
compatti é chiuso in L(E).

Dimostrazione. Sia{z,} C E tale che ||x,||g < K per ogni n € N: dobbiamo
dunque provare che {T'z, } ha una sottosuccessione convergente in F'.
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Capitolo 1 1.4.1. Teoria spettrale degli operatori compatti

T & compatto, esistono quindi un elemento y; € F' e una sottosuccessione
{2} C {x,} tale che 1) — 41 in F per n — oo;

Iterando il procedimento, per ogni k € NT, essendo T}, compatto esistono un
elemento y;, € F e una sottosuccessione {x(¥)} C {z*=D} tale che Tjz*¥) — y;
in FFpern—>o00i=1,2,...,k.

Consideriamo la successione {2}, che & anch’essa una sottosuccessione di
{z,}, per la quale vale TZ-:U;”) — y; in F per n — oo qualunque sia 7 € N*.
Fissato ¢ esiste k. € N7 tale che | T — Ty || z(z.r) < &; dato che Ty, 2™ — y;_,
esiste v, € N tale che: ||T}. (2™ — 2(™)||p < & per ogni n,m > v.. Quindi
per ogni n,m = v,:

1Tzl = Tal | = IT2? — Tiea (V|| + | Te. (23 — 257) 7+

| T zl™ — T2 || p < 26K + €.

Abbiamo percid che la successione {Tx(M} & di Cauchy in F; essendo poi F
completo, essa sara convergente in F'. O

Come immediata conseguenza del precedente teorema abbiamo il seguen-
te:

Corollario 1.4.7. Sia E uno spazio normato e F' uno spazio di Banach.
Gli operatori che sono limiti in £(FE, F') di successioni di operatori ad imma-
gine finito-dimensionale sono compatti.

Osservazione 1.4.8. Il viceversa e in generale falso.

1.4.1 Teoria spettrale degli operatori compatti

Cominciamo col dire che se abbiamo una trasformazione lineare 1" da uno
spazio euclideo n-dimensionale in se stesso ci sono al pit n autovalori distinti
A, ed essi sono i A tali che 7' — Al ¢ non invertibile. Un z # 0 tale che
Tx = A si dice autovettore di T relativo all’autovalore A, e chiamiamo
inoltre autospazio di A Uinsieme : {x : Tx = Az} (cioe lo spazio generato
dagli autovettori relativi allo stesso autovalore).

Introduciamo la nozione di spazio duale:

Definizione 1.4.9. Sia E uno spazio normato. Il suo duale ¢ lo spazio
L(E,R) (o L(E,C) se E ¢ complesso) che si denota con E*. Gli elementi di
E* si chiamano funzionali lineari (continui) su E.

Osservazione 1.4.10. Dato che R e C sono spazi completi E* & uno spazio
di Banach per ogni spazio normato F.

10



Capitolo 1 1.4.1. Teoria spettrale degli operatori compatti

Per poter dimostrare un risultato che mettera in relazione compattezza e
dualita enunciamo le seguenti:

Definizione 1.4.11. Un sottoinsieme K di uno spazio normato F ¢ total-
mente limitato se per ogni ¢ > 0 esiste una famiglia finita {z1,...,zx} di
punti di K tali che K C U} B(z;,¢), dove B(zj,¢) ={z € E : ||z — xj]|p <

e}.

Osservazione 1.4.12. [ sottoinsiemi compatti di uno spazio normato E sono
totalmente limitati.

E’ importante la seguente

Proposizione 1.4.13. Se E ¢ uno spazio di Banach e Y C E ¢é un insieme
totalmente limitato, allora Y e relativamente compatto.

Dimostrazione. Sia {xp} C Y, proviamo che {z}} possiede una sottosucces-
sione convergente: cid implichera la tesi. Per ogni n € N, la totale limita-
tezza di Y implica che esistono yin), ey yﬁr’jz €Y taliche Y C U;@lB(y](-"), ﬁ)

2 $) conterra infiniti 2,
ossia esiste {:1721)} C {xz,} tale che ||£L‘§ll) - x,(:)HE < 1. Tterando, per ogni n
esiste {xﬁl")} - {:1:2"_1)} tale che ||x§1n) - x,(ﬁn)HE < L. Ne segue che per la
sottosuccessione diagonale {z{"} vale [|z{" — z(™||z < L per ogni n > m.
Quindi {z{™} & di Cauchy in E, e dunque converge. ]

Quindi, scelto n = 1, almeno una tra le palle B (yj(

Proposizione 1.4.14. Siano E e F spazi normati e sia T € L(E,F). Se
T ¢é compatto, allora T & compatto; viceversa, se T é compatto e F' é uno
spazio di Banach, allora T é compatto.

Dimostrazione. Sia T compatto. Per provare che T & compatto dobbiamo
dimostrare che se W & un sottoinsieme limitato di F* allora T*(WW) & total-
mente limitato in £*: dato che £* € completo, ne seguira, per la proposizione
1.4.13, che T*(W) & relativamente compatto in E*, e dunque la tesi.

Sia € > 0: posto S = {z € E : ||z||g = 1}, essendo T compatto I'insieme
T(S) ¢ totalmente limitato in F'. Quindi esistono x,...,z, € S tali che

min |7z — Tai||p <e VxeS.
1<i<n

Definiamo l'operatore G : F* — C™ ponendo Gf = (f(Tx1),...,.f(Tx,)) per
ogni f € F*. Allora

%‘* T||%(E,F)7

GIR =S 1f(Ta)? < nllf]

=1

11



Capitolo 1 1.4.1. Teoria spettrale degli operatori compatti

di modo che G € L(F*,C"). Dato che G ha immagine finito-dimensionale,
I'insieme G (W) e totalmente limitato in C": quindi esistono fi,..., f, € W
tali che

min |Gf; —Gf|,<e VfeW.

1<j<m

Quindi, fissato f € W, & possibile scegliere un indice jg tra 1 e m (dipendente
da f) tale che

|f(TCL’Z)—fJO(TZL'z)| <eg 1=1,...,n.

Valutiamo adesso la quantita

1" fso =T 11

e = sup |, (Ta) — f(To)]

Per ogni fissato x € S, sia iy 'indice tra 1 e n (dipendente da x) tale che
| Tz — Tx;, || < €; si ha

|fio(Tz) — f(T)| <

< |f5o(Tx) = fio(Tawio)| + | fio(Tiwig) — f(Twig)| + | f(Twi) — f(Tx)] <

F*) E.

F*)é? VfieW.

< (filler + 1 flle)e+2 < (1 2sup |f
few

Dall’arbitrarieta di x € S, segue che

min |7 f; = T" f|

1<j<m

g < T F = T ]| < (1 F2sup |f
few

Cio prova che T*(W) & totalmente limitato in £*.
La prova dell’'implicazione opposta ¢ analoga.
]

Proposizione 1.4.15. Sia E uno spazio normato finito-dimensionale con
dim E = d, allora E ¢ uno spazio di Banach isomorfo a R?.

Dimostrazione. Sia {uy,...,us} una base di E e sia E* il duale di E. Per
i=1,....,dsia p; € E* definito da ¢;(u;) = ;.

Allora per ogni z € E, x = Y°0_, aju;, si ha ¢;(x) = 9, a;0; = a;.

Cid premesso, poniamo I(ay, ...,aq) = >4, au;. I & un’applicazione lineare
surgettiva e iniettiva da R? ad E. Se mettiamo su R? la norma "¢, |a,|, si
ha

d d
IHor, el = | an] <3 lod (o ule).

E

12



Capitolo 1 1.4.1. Teoria spettrale degli operatori compatti

e d’altra parte se x = I(ay, ..., aq), si ha

d
tlls = (Zum
=1

d d d
> ail = lei(@)] <7 il -
=1 =1 =1

E*) HI(CLl, ...,ad)HE.

Cio prova che I : R? — E & un isomorfismo.
4 au;, allora

In particolare, se {z,} C E ¢ di Cauchy in F, e se z, = >¢ , al

{a?'} C R ¢ di Cauchy, quindi esiste a; € R tale che a — a; peri =1,...,d,
e dunque (af,...,a%) — (ai,...,aq) in R%. Ne segue che z, = ¢, alu; —
>4 au; in E, percido E & completo. ]

Proposizione 1.4.16. Sia F' un sottospazio chiuso proprio di uno spazio
normato E. Dato 6 > 0, esiste un x € E tale che ||z||p =1 ed(z, F') > 1-6.

Dimostrazione. Scegliamo un qualunque y ¢ F, allora d = d(y,F) > 0
poiché F e chiuso.
Esiste 2z € F tale che d < ||z — y[|[p < 1%. Poniamo:

<Y
r=—"
Iz = ylle
notiamo che se u € F,

Z—=Y —1
r—ullp=|7—"——ul| =llz—=vlgllz—v—1|z—ylru
o=l = | ZE0 =] ==l s == s = sl

con z — ||z — y||gu € F, quindi:
d
|z —ul|lg > >1-9
Iz = ylle

]

Proposizione 1.4.17. Sia T un operatore compatto e sia A # 0; allora
Uimmagine R(T — XI) ¢é chiusa.

Dimostrazione. Sia {(T — A )z,} una successione convergente e sia M > 0
tale che ||z,|| < M. Esiste una sottosuccessione {z, } tale che {T'z, } sia
convergente, dunque anche {(7'— AI)z, } & convergente. Pertanto {7 — (T —
M)}z = Az converge e, dato che A # 0, {z,} converge. Assumiamo
dunque che {(T"— Al)x,} converga a un certo elemento y, dobbiamo far
vedere che y € R(T — AI). Se ||z,|| < M per l'osservazione precedente esiste
{x,/} convergente a un certo z, quindi:

(T — M)z — (T — X))z =y.

13



Capitolo 1 1.4.1. Teoria spettrale degli operatori compatti

Rimane tuttavia la possibilita che {x,} sia illimitata. Per trattare questo
caso definiamo:
Ex={ue€ E:Tu= \u},

E) ¢ il nucleo dell’'operatore (T'— AI) ed ¢ chiuso perché T' ¢ continuo. Osser-
viamo che se, per infiniti indici, z,, € E), allora Tx,, — Az, — 0 € R(T — \I).
Supponiamo invece che, definitivamente, z,, ¢ F) e sia F,, lo spazio genera-
to da z,, e da E,; E), e un sottospazio chiuso proprio di F},, dunque, per la
proposizione 1.4.16, esiste z, € F, tale che ||z,]| = 1 e d(z,, Ex) > . Se
scriviamo z, = a,x, + u,, con u, € E), nessuna sottosuccessione di {a,}
converge a (; infatti se esistesse a,, tale che a,, — 0 avremmo:

(T — )\I)Zn/ = (T — )\I)(&n/l’n/) = an/(T — )\I)(En/ — 0,

perché per ipotesi (T'— A )x,, & convergente. Usando questa osservazione e il
fatto che esiste {z,+} C {z,} per la quale T'z,» converge, avremmo z,» — z
per qualche z; dunque (T'—AI)z = 0, da cui z € F). Questo ¢ assurdo perché
d(zy, Ey\) > % per ogni n. Di conseguenza possiamo concludere che {a, '} &
limitata e che quindi:

(T — X (a,'z) = (T — X))z — v,

con {a, 'z, } uniformemente limitata: possiamo quindi ridurci al primo caso
considerato. W

Proposizione 1.4.18. Sia T' € L(E) compatto, allora non possono valere
simultaneamente i sequenti fatti:

(1) {xn}2, sono vettori linearmente indipendenti;

(ii) Tz, = Az,

(iii) \, = A #0.

Dimostrazione. Supponiamo che valgano tutte e tre le condizioni. Sia F),
lo spazio generato da xy,...,x,. E, € chiuso ed ¢ un sottospazio proprio di
Ey,11; per la proposizione 1.4.16 esiste y,, = Y%, cjw; € E, con [ly,|lp=1e
d(Yn, En_1) > % Per m < n abbiamo Tyn—Tym = (Tyn MYn) =T Ym~+AnYn,
con

= (Tyn — Ma¥n) — Tym = Z ciTxy — Ay Z cjrj) = Ty =

n m

= ”)\ ST — Zc An;) c;-”ij =

J=1

<.
H,_.

3

m

n n m
Z ‘Nz — Z CiAnzi) = ) Ay,
J=1 J=1 J

1
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Capitolo 1 1.4.1. Teoria spettrale degli operatori compatti

che quindi appartiene a F,_;. Per n abbastanza grande si avra:

ZTLTTL
HTyn_TymHE: ”)‘nyn"’zanE: ‘)‘n| yn"’T =
n g
Anl o [A]
> >\n d n En— > > —.
> Al For) 2 00 > 1
Da questo segue che {T'y,} non puo avere una sottosuccessione convergente,
in contraddizione col fatto che T sia compatto. O

Corollario 1.4.19. Sia T' € L(E) compatto con S =T — Xl e A # 0, allora
il nucleo di S (e quindi 'autospazio di T relativo a A\) ha dimensione finita.

Teorema 1.4.20. Sia T € L(E) compatto, allora lo spettro o(T) ¢ una
sequenza di punti, diverst da 0, che hanno come unico limite possibile il punto
0; nel qual caso anche 0 € o(T). I punti della successione sono autovalori di
molteplicita finita.

Dimostrazione. Innanzitutto facciamo vedere che se A € o(T") , A # 0, allora
A ¢ un autovalore. Mostreremo quindi che se A # 0 non ¢ un autovalore
allora T" — AI e invertibile.

Sia E,, = R(T — AI)", proviamo che E,, & chiuso: poiché

(T — A" = znj (Z) Th(=1)" A 4 (1) =

n
= (X ()Tt ) = e - e,
h=1
dove G € un operatore compatto, dato che somma e prodotto di operatori
compatti sono operatori compatti. Dunque E,, = R(G — A"I) & chiuso per la
proposizione 1.4.17. Vale inoltre: Fy D F; D FEjs.... Osserviamo che esiste un
intero n tale che E,, = E, 1, perche se cosi non fosse potremmo trovare, per
ogni n, un x, € FE, tale che d(x,, E,11) > % e ||zn]|lg = 1. Avremmo quindi
che per m > n

Tw,—Tx, = (T — X))z, — (T — M)z — ATy + A1y = y + A7y

con y € E,yy. Ma allora ||Tz, — Tay|p > dAz,, Epy) > %", il che
contraddice la compattezza dell’operatore T'. Quindi vale definitivamente
E, = F, .1, e questo implica che F,,_; = FE,. Infatti, sia x € F,,_;; esiste

y € E tale che: x = (T — \I)" 'y, e dunque :

(T =Xz = (T = A)"y € E, = Epy1.
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Esiste quindi z tale che (T'— M)z = (T — M )" z; ma (T — AI) ¢ iniettivo
perché A non & un autovalore di T; quindi z = (T'=AI)"z € E,,dacui E,_; =
E,. Proseguendo in questo modo otteniamo che F; = Ej e che infine R(T —
M) = E, ossia T — Al & anche surgettivo come volevamo dimostrare. ]

In conclusione siamo arrivati a dire che ogni elemento non nullo di o(7")
¢ un autovalore; per la proposizione 1.4.18, ognuno di essi ha molteplicita
finita; e 0 e I'unico punto limite possibile degli autovalori di 7T'.

Corollario 1.4.21. Se T' e compatto e T" — A\I ¢ iniettivo, allora T" — A\ &
anche surgettivo.

Proposizione 1.4.22. Sia E uno spazio normato e sia T € L(E) compatto
e iniettivo. Allora 0 € p(T') se e solo se E ha dimensione finita.

Dimostrazione. Se E ha dimensione finita ogni operatore lineare da FE in
E ¢ continuo e compatto, quindi l'iniettivita assicura la surgettivita e la
continuita dell’operatore inverso, per cui 0 sta nell’insieme risolvente p(7T').
Viceversa se 0 € p(T) allora T & anche surgettivo e T-! € L(E), per cui,
dato che la composizione di due operatori compatti ¢ un operatore compatto,
I =T7'T & compatto e quindi E ha dimensione finita. ]

Corollario 1.4.23. Se E ¢ uno spazio normato di dimensione infinita e
T € L(F) é un operatore compatto, allora 0 appartiene allo spettro o (7).
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Capitolo

Operatori tra spazi di Hilbert

Lo scopo di questo capitolo e quello di studiare le proprieta degli operatori
compatti da uno spazio di Hilbert in sé, e di introdurre un’altra classe di
operatori, detti autoaggiunti, tramite i quali potremo studiare il teorema
spettrale negli spazi di Hilbert.

2.1 Sistemi ortonormali

Ricordiamo la definizione di spazio di Hilbert e di spazio separabile:

Definizione 2.1.1. Uno spazio di Hilbert ¢ uno spazio di Banach in cui
la norma e indotta da un prodotto scalare.

Definizione 2.1.2. Uno spazio topologico FE si dice separabile se esiste un
sottoinsieme D numerabile e denso in E.

In questo paragrafo cercheremo di scrivere ogni elemento di uno spazio di
Hilbert come combinazione lineare di elementi di una base fissata.

Definizione 2.1.3. Una famiglia {z,}aca di elementi di uno spazio di Hil-
bert H si chiama sistema ortonormale se:

1 =
== {22

{Ta}aca € detto completo se (z,x,)y = 0 per ogni « implica che z = 0.
Una base ortonormale ¢ un sistema ortonormale completo.

Va, B € A.

Esempio 2.1.4. (1) {ey,...,ex} ¢ una base ortonormale per R".
(2) 11 sistema trigonometrico

cos nx, sinnx;n € N*}

1
\/_
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Capitolo 2 2.1. Sistemi ortonormali

¢ una base ortonormale per L?(—m, 7).
Un’applicazione del Lemma di Zorn ci permette di dimostrare la seguente:

Proposizione 2.1.5. Ogni spazio di Hilbert H # {0} ha una base ortonor-
male.

Proposizione 2.1.6. In uno spazio di Hilbert separabile una base ortonor-
male {T4}aca € al pit numerabile.

2
sono tutte disgiunte. Sia D un insieme numerabile denso in H, allora A ¢

numerabile perché ogni palla B(z,, %) contiene un elemento di D. O]

Dimostrazione. ||z — x5|| = v/2 per ogni a # 3, dunque le palle B(z,, )
&

Dimostriamo ora un importante risultato:

Proposizione 2.1.7 (disuguaglianza di Bessel). Sia {4 }aca un sistema or-
tonormale in uno spazio di Hilbert H. Allora:
(i) per ogni x € H lUinsieme E, = {o € A : (x,2,)n # 0} € al pit numera-
bile;
(ii) risulta:

> @ za)ul* < 2l

a€EFE,
Dimostrazione. (i) Sia E,, = {a € A : |(x,z4)u| > %}, si ha allora che
E, = Upent B, p. E,, ha cardinalita finita; se cosi non fosse, scegliendo
Tays - Tay € Fyp con N sufficientemente grande si arriva ad un assurdo;
infatti:

N
Z T, Loy ) HE

N N
= [zl + >_ 1@ 2o )ul* =23 (2, 20 )n|* =

% k=1 k=1

N
= HleZLI - Z ‘<$7$ak)H
k=1

Poiché gli o, appartengono a E, , si ha:

Z v, 2o )ul” < ||2ll7

con N arbitrario, ma questo e impossibile.
(ii) Sia {ay, }neny = E,. Per quanto visto, per ogni N € N; si ha:

N

> 1@ 2o, )ul* < llollF;

k=1

per N — oo si ottiene la tesi. O
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Come abbiamo visto, dato un sistema ortonormale {x, }4ec4 Su uno spazio
di Hilbert H non separabile, I'insieme degli indici « tali che (z,2,)g # 0 €
al pitt numerabile; di conseguenza per ogni x € H la serie Y.5°, (2, Tq, ) H T,
converge. Infatti dalla disuguaglianza di Bessel si ha che:
2

N M N
Z<x7xo¢n)Hxan - Z(x7x04n)H$an = Z |(x7xan)H‘2 <€

per N > M > M., ed essendo {3V (7, %4,)n%a,} una successione di
Cauchy, essa converge in H.

Definizione 2.1.8. Sia H uno spazio di Hilbert, sia {z4}aca un siste-
ma ortonormale completo in H e sia x € H. Detti o, gli indici tali che
(, %o, ) g # 0, 1 numeri (z, z,, )n si dicono coefficienti di Fourier di z, e
la serie >°0° ((x, Ta, ) HTq, si dice serie di Fourier di z.

Teorema 2.1.9. Sia H uno spazio di Hilbert e sia {Tq}acr, un sistema
ortonormale. Sono fatti equivalenti:
(1) {za} € completo,
(ii) {z}*+ =0;
(iii) vale lidentita di Bessel:
S ((wa)ul = ol v e H:

O{GEI
(iv) wvale lidentita di Parseval:

(x,y)H - Z (:E,a:a)H(y,xa)H V%y S HJ

acENEy

(v) per ogni x € H la serie di Fourier di x, Y sep, (T, Zo)gTa, converge in
H e la sua somma ¢ x.

Dimostrazione. (i) < (ii) ¢ un’ovvia conseguenza della definizione di sistema
ortonormale completo.
(v) = (ii) Se z L {z,}, allora:

T = Z (T, To) T = Z 0-z,=0.

ack, acBy

(ii) = (v) Che la serie di Fourier di x converga in H abbiamo visto essere
una conseguenza della disuguaglianza di Bessel, dobbiamo provare che la sua
somma e x. Supponiamo quindi che la serie converga ad un elemento z. Per
ogni arbitrario § € E, e per la continuita del prodotto scalare si ha:

(z,28)m = < Z (x,xa)Hxa,x5> = Z (%, 20)H(Ta, 8)m = (T, 28)H

acl, ackE,
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per cui z — z € {z,}*, e quindi z = .
(iii) < (v) e conseguenza della seguente uguaglianza: per ogni x € H, per
ogni N € NT e per ogni ay, ...,ay € E,

N 2 N
=Y (2,20, 0%, | = 27 =D (@, 2a,)ul*.

(iv) = (iii) L’identita di Bessel si ottiene da quella di Parseval ponendo

T =y.
(iii) = (iv) Sapendo che vale:

lz +yll% = l2llE + lyllE + 2Re(z, y)u

e anche:
le+ylli = D @ za)u+ (v za)ul® =
acE, UE,
= > @ z)ul*+ > |, 20)ul> +2Re Y (v,20)u(y, 2a)u,
a€by acky acE.NEy

si ricava Re(z,y)y = Re (Yaep,np, (%, %a) (Y, Ta)n ). Per la parte immagi-
naria si opera in maniera analoga considerando x + iy. [

Completiamo questa sezione enunciando il noto teorema di rappresenta-
zione di Riesz.

Teorema 2.1.10 (teorema di Riesz). Sia H uno spazio di Hilbert e sia H*
il suo spazio duale, allora per ogni p € H* esiste un unico z € H tale che:
(i) vz = (z,2)g per ogni v € H,

(ii) 2l = llellm--

Osservazione 2.1.11. L’applicazione j : H* — H, definita da j(p) = z, &
un isomorfismo isometrico tra H* e H; j e in particolare surgettiva perché,
dato z € H, si ha j(¢) = z con pz = (z,2) .

2.2 Operatori autoaggiunti

Nella definizione 1.2.1 abbiamo introdotto la nozione di operatore aggiunto.
Nel caso di uno spazio di Hilbert questa nozione va precisata. Poiché H e H*
sono isomorfi, spesso tali spazi vengono identificati confondendo 1’elemento
z € H con il funzionale x — (z,2)y di H*. Cio semplifica molti discorsi,
ma comporta una modifica nella definizione dell’aggiunto di un operatore
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T € L(H). Sia j : H* — H lisomorfismo canonico fornito dal teorema
2.1.10 (teorema di rappresentazione di Riesz), vale:

or = (z,j(¢))y Vre H, Vo€ H".
SeT e L(H),sihaT*e L(H*) e
(@, 5(T"¢))n = (T"p)z = p(Tx) = (T, j(¢))n Ve e H, VpeH,
ossia, posto y = j(¢),
(2,575 ')y = (Tx,y)g Yo,y € H.

Cio premesso, nel caso di operatori T' € L(H), & consuetudine identificare
I'operatore aggiunto T* € L(H*) con l'operatore j7*J = € L(H). Pertanto:

Definizione 2.2.1. Sia 7' € L£(H). L’operatore aggiunto di 7" si indica
con T* € L(H), ed ¢ caratterizzato dalla relazione:

(Tz,y)u = (z,T"y)n Vx,y € H.

Osservazione 2.2.2. Con l'identificazione sopra descritta, le proprieta del-
I'operatore aggiunto in uno spazio di Hilbert sono le stesse espresse nella
proposizione 1.2.3; 'unica importante differenza ¢ che, quando lo spazio
di Hilbert ¢ complesso, I'applicazione da L£(H) in sé definita dalla mappa
T — T e antilineare, poiché:

(aT)* =al* VaeC.

Definizione 2.2.3. T' € L(H) ¢ detto autoaggiunto (o hermitiano) se
T =T, cioe se verifica:

(Tz,y)u = (2, Ty)n Vz,y € H.

Esempio 2.2.4. Sia T : C* — C™ un operatore lineare.

Se T si rappresenta con una matrice {a;;} m x n rispetto alla base canonica,
I'aggiunto 7™ si rappresenta con la matrice trasposta coniugata {a@;;}; in
particolare T : C" — C™ & autoaggiunto se e solo se la matrice {a;;} ¢ reale
e simmetrica, quindi gli autovalori di un operatore autoaggiunto sono reali.
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2.3 1l teorema spettrale

Il nostro obiettivo ¢ quello di dimostrare che in uno spazio di Hilbert H esiste
una base ortonormale composta solo da autovettori di un operatore compatto
e autoaggiunto 7" in L(H).

Ci servira la nozione di convergenza debole:

Definizione 2.3.1. Sia E uno spazio normato e sia {z,} C E. Diciamo che
{z,,} converge debolmente ad un elemento x € F se vale Fz,, — Fz in R per
ogni funzionale ' € E*. In tal caso si scrive z,, — x.

Osservazione 2.3.2. Si vede facilmente, come conseguenza della disugua-
glianza di Bessel, che se {z,} ¢ una base ortonormale per uno spazio di
Hilbert H, allora z,, — 0.

Proposizione 2.3.3. Sia H uno spazio di Hilbert e sia T € L(H). Allora T
¢ compatto se e soltanto se per ogni {x,} C H tale che x,, — x in H risulta
Tx, = Tx in H.

Come diretta conseguenza enunciamo la seguente:

Proposizione 2.3.4. Sia H uno spazio di Hilbert e sia T € L(H). Allora T
¢ compatto se e soltanto se per ogni {x,} C H tale che x, — x in H risulta
(Tzp, )y — (Tz,2)p.

Analizziamo adesso la struttura dello spettro degli operatori compatti e
autoaggiunti in uno spazio di Hilbert.

Lemma 2.3.5. Sia H uno spazio di Hilbert e sia T € L(H) un operatore
autoaggiunto. Allora:

(1) gli autovalori di T' sono reali;

(ii) autovettori relativi ad autovalori distinti sono tra loro ortogonali.

Dimostrazione. (i) Se Tx = Az con x # 0, allora
Mzl = (Tw,2)g = (2, Tz)r = M|z||%,

e quindi A € R.
(ii) Se Tex = r e T2’ = Na' con z,2’ #0 e X # XN, allora

Nz, 2 Vg = Tz, 2" )y = (2, T2 )\ g = N(z,2" )y = N (2,2 ) g,

per cui x e 2’ sono ortogonali. 0]
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Lemma 2.3.6. Sia T un operatore compatto e autoaggiunto nello spazio di
Hilbert H, allora almeno uno tra i due numeri £||T ||z € un autovalore di
T.

Dimostrazione. Se T = 0 allora ogni x # 0 e autovettore relativo all’au-
tovalore 0. Supponiamo 7" # 0 e scegliamo {z,} tale che ||z,|g = 1 e
Tl = || 1] 2(ay- Allora

0< (T2$n - ||Tan12LIme2xn - HTan%{xn)H =
= | T%2n |15 = 20T |5y + | Tnll3 <
<Nz I Tznllf = [Tzl — 0;

quindi:
Tz, — ||Txn||§{xn — 0,

di conseguenza
2wy — TN yzn — 0.

Essendo T? compatto, esiste {z,,} C {x,} tale che T?z,, converge.
Poiché 7%, — || T|7 gy — 0 possiamo concludere, essendo T' # 0, che
¢ convergente per qualche x € H con ||z||gz = 1. Ma,

T — HTH%(H)l’ = lim(Tan/ - HTH%(H):EH’) =0,
abbiamo quindi:

(T + 1T ey DT = T ey D = 0.

Se (T' = ||T|lzmyI)z = 0, = ¢ un autovettore di T relativo all’autovalore
|T'|| £(rry; altrimenti (T — || T'|| ¢yl )x € un autovettore di T relativo all’auto-
valore —||T'|| z(m)- O

Introduciamo ora il teorema che sta alla base di questo capitolo:

Teorema 2.3.7 (teorema spettrale). Sia T' € L(H) un operatore compatto
e autoaggiunto nello spazio di Hilbert H.

(1) Se l'immagine dell’operatore T' ha dimensione finitan, allora T possiede n
autovalori reali Ay, ..., N, diversi da 0 (non necessariamente distinti), piu [’au-
tovalore 0 quando dim H > n, ed esiste un sistema ortonormale {x1, ..., .}
di autovettori relativi ai N;, tale che

Tx = Z)\Z(x,:vz)Hxl Vr € H;

=1
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vale inoltre:

o(T) =

{)\i}lgign se dimH =n s
{)\i}1§i§n U {0} se dimH >n .

(i) Se limmagine di T ha dimensione infinita, allora T possiede un’infinita
numerabile di autovalori reali {\;}ien+, diversi da 0 (non tutti necessaria-
mente distinti), tali che |N\;| > |Xiy1| per ognii € Nt e N\; — 0 per i — oo,
ed esiste un sistema ortonormale {x;}ien+ di autovettori relativi ai \;, tale
che

(o)

Ty = Z)\l(x,:cz)Hxl Vo € H,;

i=1

vale inoltre:
o(T) = { i bien+ U {0}.

In particolare, ogni autovalore di T ha molteplicita finita e il sistema orto-
normale {x;} & completo in H (cioé é una base ortonormale di H) se e solo
se 0 non ¢ autovalore di T'.

Dimostrazione. Per T = 0 si ha che n = 0 e I'unico autovalore di T" e 0,
quindi gli enunciati sono banalmente veri. Sia T" # 0. Come giustificato dal
lemma 2.3.6 sia dunque A\; € R un autovalore di 7" con |A\i| = ||T||zm) €
sia x1 un corrispondente autovettore di norma unitaria. Chiamiamo M il
sottospazio generato da z; e notiamo che il sottospazio Mj- & invariante per
T perché:

y € M= (Ty,r)g = (y,Tx1))g = M(y,v1)g =0= Ty € M.

Si ha allora che la restrizione T| Mt ¢ un operatore compatto e autoggiunto
nello spazio di Hilbert Mi-. Sempre grazie al lemma 2.3.6 esiste un autovalo-
re Ay € R con [Ao| = [|T']| (art) < |1 e un suo corrispondente autovettore z;
di norma unitaria. Sia M, il sottospazio generato da M e z; M & ancora
invariante per 7', e quindi la restrizione T'| My ¢ un operatore compatto e
autoaggiunto nello spazio di Hilbert M. Iterando in questo modo il proce-
dimento si hanno due possibilita:

1. Se la dimensione dell'immagine di T ¢ finita, allora esiste n € NT
tale che T'|yr = 0; se dim H = n questo significa che M- = {0}, se invece
dim H > n allora M- = ker T', cio¢ tale sottospazio ¢ generato da autovettori
relativi all’autovalore 0;

2. Se la dimensione dell’immagine di 7" ¢ infinita, allora esiste una succes-
sione {\; }ien+ C R tale che \; ¢ autovettore non nullo di 7" e |A;| > |Ai41] per
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ogni i € NT. Inoltre \; — 0 per ¢ — oo, infatti i corrispondenti autovettori
x; formano un sistema ortonormale e quindi, in virtu dell’osservazione 2.3.2,
convergono debolmente a 0 in H; dato che T ¢ compatto, ||Tz;|| = [\ — 0,
grazie alla proposizione 2.3.3.

Da quanto detto segue in particolare che ogni autovalore ha molteplicita
finita. Proviamo ora che vale la formula di rappresentazione; per quanto
riguarda il caso 1 la verifica e banale:

n n

Tx = Z(Tx,xi)Hxi = Z(w, Tx)gr; = Z)\z(l’,ﬂh)lﬂ’z Vo € H.

=1 =1 i=1

Per la verifica nel caso 2 prendiamo = € H e poniamo y; = x—Z}:l(x, Tj)HT;.
Dato che y; € M si avra || Ty ||z < [Niall|vi | m; essendo:

%
luillts = 2% — 3 Iz, 25)u? < lloly Vi € N7,
j=1

si ha ||Tyl|lz < [Xig1ll|z]|z — O per i — oco. Osservando che

Tyl = Tr — Z(xaxj)Hij =Tx — Z)‘j<x7xj)ij’

j=1 j=1

si ottiene per ¢ — o0

Ty = ZAZ(QJ,:BZ)H@"@ Vo € H.

i=1

Adesso facciamo vedere che T" non ha altri autovalori A # 0 distinti dai \;;
infatti, se xy fosse un autovettore di norma unitaria relativo a A, per il lemma
2.3.5 avremmo che:

Arg =Tz = Z )\i(%,ﬂ?i)H% =0,

e cioe xg = 0 che ¢ assurdo.

Prendiamo ora A € C — {0} distinto dai \; e facciamo vedere che A\ € p(T).
Non e escluso che 0 sia autovalore di T": visto che T' ¢ autoaggiunto risulta che
la chiusura dell’immagine di T e 'ortogonale di ker T'. Sia y € H; I’equazione
Ar — Tz = y si scrive nel modo seguente:

Z(A — ) (2, ) nxi + APrer 7t = Z(% 7)) g% + Prer 1y

2 3
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da cui segue:
(A=), 2i)m = (y,2)n Vi,
ABerr® = Peerry-
Dunque l'equazione Ax — T'r = y ha come unica soluzione:

y,mz 1
- Z T; + kaerTy;

posto d = min; |A — \;|, valed > 0 e
‘ y7$z H|2 HpkerTyHH ( 1 1 ) 2,

quindi A € p(7T). Si ha dunque la tesi in virtu del corollario 1.4.23. O

Sia T" € L(H) un operatore compatto e autoaggiunto nello spazio di
Hilbert H, siano {\;} gli autovalori di 7" e {z;} la corrispondente base
ortonormale di autovettori. Fissato y € H vogliamo risolvere 1’equazione
Tz— N,z =y, dove \;, ¢ un autovalore di 7. Sussiste la seguente alternativa,
nota nella letteratura matematica come alternativa di Fredholm:

Teorema 2.3.8. Nelle ipotesi precedenti vale:
(i) se \i, # 0, allora l’equazione data ha le infinite soluzioni:

r= 3 W2, ¢, Eeker(T — A1), (2.1)
XiFNig )\Z - /\iO

se e solo se y € (ker(T — N\, 1))*.
(ii) Se A\, = 0, allora l'equazione data ha le infinite soluzioni:

r=> (y,x,)sz +¢&, fekerT,
i #£0 Ai

se e solo se y € (ker T')* werifica Y0 ‘(yylb)\iz)HF

(iii) Se \j, € R e se y ¢ (ker(T — N\, 1))+, allora l'equazione data mon ha
soluzioni.

< Q.

Dimostrazione. (i) Sia X\;, # 0 e sia {z;;}j=1,..m € {xi}ien una base di
ker(T'—\;,I). Allora essendo T'x = S22, \i(z, z;) yx;, equazione Tz —\;,x =
1y si scrive:

SNz mri — Nig (@ x) gws =Y (N — X)) (@, @) mws = (Y, ) g
=1 =1 =1 =1
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Dunque:
()\z — )\io)(fﬂ, xz)H = (y,sz)H Vi € NJr, (22)
e in particolare deve essere (y,x;) = 0 per i = iy, ..., i,,, mentre per \; # \;;:
_ (y,7i)m
(r,z;)g = N

Quindi le soluzioni dell’equazione Tx — \;;x = y sono tutti e soli i vettori
della forma (2.1).

(ii) Se A, = 0, vale quanto detto, ma affinché z = Y37, Wiﬁxl € He
)12

ovviamente necessario che 35 '(mfg)‘ < 00.

(iii) ¢ ovvia conseguenza di (2.2). O

Osserviamo infine che la rappresentazione fornita dal teorema spettrale
caratterizza gli operatori compatti e autoaggiunti, come mostra la seguente:

Proposizione 2.3.9. Sia H uno spazio di Hilbert e sia T € L(H) definito
da:
Tx = Z)\Z(x,xz)ﬂxZ Vo € H,

dove la somma puo essere sia finita che infinita, {\;} € una famiglia di
numeri reali tali che |N\;| > |Niy1] con \; — 0 e {x;} & un sistema ortonormale
in H al pit numerabile. Allora T é un operatore compatto e autoaggiunto, 1
Ai sono i suot autovalori non nulli e gli x; v corrispondenti autovettort.

Dimostrazione. T & autoaggiunto perche vale (T'z,y)y = (z,Ty)n per ogni
x,y € H.

Dimostriamo che T' & anche compatto: prendiamo {y,} C H successione tale
che y, — y € H; allora vale:

T(yn - y) = Z )‘i(yn - Y, xz)HIz

Dato che A\; — 0, per ogni ¢ > 0 esiste v € N* tale che |\;| < & per ogni
i > v. Vale inoltre che lim,, (v, — vy, x;)g = 0 per i = 1, ..., v; dunque dalla
disuguaglianza di Bessel (proposizione 2.1.7) e dall’ortonormalita degli {z;}
si ottiene:

limsup |T'(y, — y)||7r < limsup D [N (yn — y, 22) [+
n—oo n—oo i=1
+ lim sup252\(yn —y,2)g|? <04+ e2sup ||lyn — yll%,
P>V n
grazie all’arbitrarieta di € abbiamo che T'y,, — T'y. In virtu della proposizione
2.3.3 si ha la tesi. O
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Capitolo 3

Problemi ai limiti di
Sturm-Liouville

Lo scopo di questo capitolo e quello di applicare la teoria spettrale degli ope-
ratori per dare una rappresentazione delle soluzioni di un particolare proble-
ma detto problema di Sturm-Liouville, ossia lo studio di equazioni differenziali
ordinarie con certe condizioni al contorno.

3.1 L’operatore differenziale
Sia M un operatore differenziale del secondo ordine su [a, b]:
Mu = ou" + Bu' +yu, u € C*a,b), (3.1)

dove «, 8 e y sono funzioni reali continue in z, con a(x) # 0.
Dalla teoria delle equazioni differenziali € noto il seguente risultato:

Teorema 3.1.1. Data f € Cla,b] e due scalari A, B € C, nelle ipotesi
precedenti il problema di Cauchy

Mu=f in |a,b]
u(a) =A
uw'(a) = B

ha un'unica soluzione u € C*[a, b].

Un operatore come quello introdotto precedentemente puo essere sempre
semplificato e scritto nella forma:

Lu = —(pu') + qu, (3.2)
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con p € Clla,b],q € Cla,b] e p > 0 in [a, b]; infatti, moltiplicando I'equazione

Mu = f per la funzione
(R
e ([ ag):

e ponendo:

p(x) = exp (/x fgdé) , o qr) = —28 exp (/x ggdf) ,
si ricava facilmente

1 Iﬁ(f) o " 1 _ N
o) exp(/a a(g)d§> Mu = —pu” —u'p' + qu = —(pu') + qu,

e dunque, Mu = f se e solo se

Lu = — f(2)a(x) exp (- / ggdg) .

In questo modo lo studio delle equazioni differenziali del secondo ordine, a
coefficienti reali, puo essere ricondotto allo studio di operatori differenziali

della forma (3.2).
Consideriamo adesso [’equazione di Sturm-Liouville:

Lu =,

con L operatore del tipo (3.2) e u soggetta a condizioni agli estremi diverse
da quelle di Cauchy, sara percio necessario restringere il dominio di L.
Definiamo dunque

D = {u e C'a,b] : I(—pv) € L*(a,b), Byu = Byu = 0},

dove

Biu = ayu(a) + fru'(a),  Bou = agu(b) + fou' (D),
e ay, ag, O, B2 sono costanti reali tali che |aq| + |81] > 0, |as| + 52| > 0.
Osservazione 3.1.2. Possiamo vedere L come una trasformazione lineare
L:® C L*a,b) = L*(a,b).
La scelta delle condizioni al contorno By e By rende L autoaggiunto nello

spazio di Hilbert L?(a,b): risulta infatti, integrando due volte per parti e
ricordando che p e ¢ sono funzioni reali,

b
(L, v) r2(0) = / (—(pu') + qu)v dx =
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= [-p(u/'T — u?)]’ + bumd:ﬁ = (u, Lv)12(ap) Yu,v €D,
Ora notiamo che [—p(u'D — uv’)]® = 0, cioe:
—p(b)[t (b)v(b) — u(d)v'(b)] + p(a) [ (a)v(a) — u(a)v'(a)] = 0;
infatti il rispetto delle condizioni al contorno:

{ Biu = aqu(a) + B/ (a) = 0

Biv = ayv(a) + f1v'(a) = 0,

implica I'annullarsi del determinante u(a)v'(a) — u'(a)v(a) del sistema.

Chiameremo autofunzioni di L gli autovettori di L, cioe le funzioni
u € ® tali che Lu = Au per qualche autovalore \.

Proposizione 3.1.3. Sia L l'operatore definito in ® C L*(a,b) dall’equa-
zione (3.2). Allora:

(1) gli autovalori di L sono reali;

(ii) autofunzioni corrispondenti ad autovalori distinti sono ortogonali;

(iii) gli autovalori di L formano un insieme al pit. numerabile.

Dimostrazione. Gli enunciati (i) e (ii) si dimostrano come nel lemma 2.3.5.
Per dimostrare I'enunciato (iii) osserviamo che se l'insieme degli autovalori
fosse pitt che numerabile, allora lo spazio di Hilbert separabile L?(a,b) pos-
siederebbe un sistema ortonormale di autovettori piti che numerabile; questo
e assurdo per la proposizione 2.1.6. O

Dimostriamo adesso un importante risultato:

Proposizione 3.1.4. Sia L 'operatore definito in ® C L*(a,b) dall’equazio-
ne (3.2). Allora gli autovalori di L formano una successione inferiormente
limitata.

Dimostrazione. Sia v € % un’autofunzione relativa all’autovalore A, con
||u||L2(a,b) = 1. Si ha:

b
A=A [ullfa oy = (Lu, )2y = /a [—(pu)' + qulu dx =

= —pO)u (6)u0) + plaul (@) + [ (ol + alul)

Il nostro scopo ¢ quello di minorare gli addendi dell’ultimo membro. Notiamo
che essendo |u| una funzione continua in [a, b], ha minimo positivo in un punto
z € [a,b]: poiché ||u||r2(p) = 1, si ha

1= [ @) > 0 - a)lule),
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cosicché dobbiamo avere

1
= <
u()] = min Ju(a)] < ——

@ .

Di conseguenza, grazie alla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, otteniamo:
u(@)| < Ju(e) — ulz)| + uz)] = | ["a(y) dy | +]u(z)] <
< Vi—ay [ W) dy+

\/m YV € [a,b].

Notiamo adesso che se u(a) = 0 oppure u/(a) = 0, vale p(a)u'(a)u(a) = 0;
altrimenti, se u(a)u’(a) # 0, dalla condizione Byu = 0 otteniamo 5, # 0,
dunque:

pla)u(a)u(a) < [pll| 5 u(@)? <

Sc{\/b—a /ab|u’(y)|2dy+\/bl_—a}§cl /ab|u’(y)|2dy+02.

Con una stima analoga:
)T b
PO ) < 1\ [ ) dy+ e

e infine:

lpla)u(@)ula]| — lp(O)u (@) + mmin p(e) [P dy

z€lab]

b b
>y [l dy = o [l dy— e =

ST —

Osservazione 3.1.5. Abbiamo assunto p > 0 in [a, b]; se fosse p < 0 in [a, b,
la successione degli autovalori di L sarebbe limitata superiormente.

]

Proviamo infine un’ultima proprieta dell’ operatore di Sturm-Liouville L:

Proposizione 3.1.6. Sia L ['operatore definito in ® C L?*(a,b) dall’equa-
zione (3.2). Ogni autovalore di L ha molteplicita 1.
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Dimostrazione. Siano v e v € © due autofunzioni non nulle di L relative
all’autovalore A. Allora:

Lu = A\u Lv = \v
Blu == BQ’LL == O, Bl’U == BQU = 0.
Vale in particolare:

aju(a) + B/ (a) = aqv(a) + B1v'(a) = 0,

essendo «y e 1 non entrambi nulli, deve essere

(1) o) o

Le colonne della precedente matrice sono dunque linearmente dipendenti;
esistono quindi ¢ e v € C, non entrambi nulli, tali che:

u(a) v(a)\ (0
(i) + (Vi) = (o)
Otteniamo di conseguenza che la funzione du + v risolve:

{(L — A)(6u+yv) =0 in [a,b]
(0u +7v)(a) = (6u +v)'(a) =0,

e grazie al teorema 3.1.1 otteniamo la dipendenza lineare di u e v, cioe
u+yv =0 in [a,bl.
O]

Osservazione 3.1.7. Dalla proposizione 3.1.4 segue che esiste N € R tale
che A > N per ogni autovalore A\ di L. Pertanto, 'operatore

LOU': _(pul)/+(q_N)u7 u 697
e ancora di Sturm-Liouville e ha tutti gli autovalori positivi: infatti
Lou—pu=0<%< Lu— (u+ N)u=0,

e questo implica
w+N>N&Spu>0.

In definitiva, nello studio delle proprieta generali degli operatori di Sturm-
Liouville, non e restrittivo supporre che 0 non sia un autovalore.
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3.2 Operatori integrali

In questo paragrafo studieremo le principali proprieta degli operatori inte-
grali nello spazio di Hilbert L?(a,b), che ci serviranno per dimostrare alcuni
risultati relativi all’inverso di un operatore di Sturm-Liouville.

Sia T 'operatore integrale definito da:

b
Tf@) = [ K@yfdy, o ead]
dove K :|a,b[x]a,b[— C ¢ il nucleo di T

Osservazione 3.2.1. Si verifica facilmente, usando la disuguaglianza di
Holder, che se

b b
1 K || L2 1a,bx]a,b]) :/ / |K (z,y)|*dedy < oo,

allora T' € L2(6L, b) e ||Tf||[,(L2(a,b)) < ||K||L2(]a,b[><]a,b[)||f||L2(a,b) per ogni f €
L?(a,b).

Vediamo ora cosa possiamo dire sul prodotto di operatori integrali di
L?(a,b).

Siano T,T" : L?(a,b) — L*(a,b) operatori integrali con nuclei rispet-
tivamente Ke K'; consideriamo l'operatore prodotto (TT") : L*(a,b) —
L*(a,b).

Proposizione 3.2.2. Il nucleo dell’operatore integrale (TT') : L*(a,b) —
L?(a,b) ¢ dato da:

b
K'(x,y) = / K(z,2)K'(z,y)dz.
Dimostrazione. In virtu del Teorema di Fubini abbiamo:

(TTH)w) = [ Kl )T fE) = [ K2z [ K) flu)dy =

~ [ (10 [ K@K naz) dy = [ K@y
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Osservazione 3.2.3. Se T' = T", il nucleo dell’'operatore T2 ¢ dato da:

Ky(z,y) = /b K(z,2)K(z,y)dz.

In generale il nucleo dell’operatore T™ é:

K,(x,y) = /b K(z,2)K,_1(z,y)dy.

a

Veniamo ora ad un importante risultato di questo paragrafo:

Teorema 3.2.4. Sia K € L*(|a,b[x]a,b]). Allora l'operatore integrale T :
L*(a,b) — L*(a,b) che ha K come nucleo ¢ compatto in L*(a,b).

Dimostrazione. Proviamo che 1'operatore T ¢ il limite in £(L?*(a,b)) di una
successione di operatori 7T, ad immagine finito-dimensionale. Poiché, per il
teorema di Weierstrass, ’anello dei polinomi in due variabili K[z, y] ¢ denso
in C([a,b] X [a,b]) in norma uniforme, esso ¢ denso anche in L?(]a, b[x]a, b]).
Pertanto esiste una successione {K,(z,y)} di polinomi tali che, detto T,
I'operatore integrale di nucleo K, in virtu dell’osservazione 3.2.1:

|Tn = Tllez2(apy) < 1Kn — Kl L2gapixjasy — 0-

Notiamo che, per ogni f € L*(a,b), la funzione T, f(x) ¢ un polinomio;
quindi ciascun 7T;, & un operatore ad immagine finito-dimensionale (& lo spazio
generato da {1, z, 2%, ..., 2%} per un opportuno k = k(n)) e quindi & compatto
per la proposizione 1.4.5. Dato che T,, — T in L(H), il teorema 1.4.6 ci dice
che T' e compatto. O

L’ultimo obiettivo di questo paragrafo ¢ quello di enunciare e dimostrare
il teorema di Mercer.
Iniziamo con alcuni risultati preliminari:

Definizione 3.2.5. Un operatore integrale T' : L*(a,b) — L*(a,b) il cui
nucleo K (x,y) € L*(]a, b[x]a, b]) soddisfa la relazione:

K(x,y) = K(y,z),

e detto operatore Hermitiano.
Il nucleo di un operatore Hermitiano si chiama nucleo di Hilbert-Schmidt.

D’ora in poi consideriamo un nucleo K di Hilbert-Schmidt. Siano ®;(x)
le autofunzioni ortonormali del corrispondente operatore Hermitiano 7', il
quale, per il teorema 3.2.4, ¢ compatto nonché autoaggiunto; vogliamo far
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vedere che il suo nucleo K (z,y) ¢ limite in L?(a, b) di prodotti di autofunzioni
della forma ®;(z)®;(y). Avremo dunque che:

K(z,y) = iaiq)i(x)@i(y) in L*(]a,b[x]a, b)),
e risultera quindi:
[ K@y =200 = [[(3 a0, 0)800)0 0y = ).

ovvero i coefficienti a; risulteranno essere proprio gli autovalori \; dell’ope-
ratore 7.

Teorema 3.2.6. Sia K un nucleo di Hilbert-Schmidt, allora la serie
D X®i(x)Pi(y),
i=1

dove i \; sono gli autovalori non nully dell’operatore integrale T indotto da K
e le ®; sono le corrispondenti autofunzioni ortonormali, converge a K(x,y)
in L?(a,b) rispetto a y per quasi ogni x e in L?(a,b) rispetto a x per quasi
ogni .

Dimostrazione. Per quasi ogni z si ha:

b
/ |K (2, y)]*dy < o.

Sia {t¢;} una base ortonormale per kerT. Allora il sistema ortonormale
{®;(y),vi(y)} ¢ completo in L?(a,b), dunque K ¢ somma della sua serie di
Fourier rispetto al sistema {®;(y),;(y)}. Si ha allora:

e dunque:
K(z,.) = Z(K(x, .),@)LQ(M)@ = Z \i®; (7).
i=1 i=1

In modo del tutto analogo si verifica che per quasi ogni y, nel senso di L?(a, b),
si ha

Ky, ) = >_(K(y, ), ®i)r2an®i = 3 \idi(y) @
i=1 =1
Ne segue la tesi essendo K (y,z) = K(x,y). O
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Ci occorre adesso la proposizione seguente

Proposizione 3.2.7. Sia {gn} una base ortonormale in L*(a,b). Allora
{gn(x), gx(y)} ¢ una base ortonormale in L*(]a, b[x]a,b]).

Dimostrazione. Dobbiamo provare che le combinazioni lineari finite di
{gn(x), gx(x)} sono dense in L?(]a, b[x]a, b]).

Sia dunque K € L?*(Ja,b[x]a,b]). Dato € > 0 esiste una funzione costante a
tratti:

@ (, Zc Xrzx e (2, y) Zc Xz ()X (y)

tale che ||K — %HLZ(]a,b[x}mb[) < e. Sceghamo ora per i = 1,..., N. (avendo
posto C: = maxj<;<n. |¢])

ke he
= Dok Y=Y dan
k=1 h=1

tali che:
€
NECE ’

”Xff - 77§||L2(a,b) < ||XJ€ ’(/J ||L2(a b < A

NC

e consideriamo

1,y) = z Ent@)i(y) =35 epigion(@)gn(y).

i=1 k=1 h=1

Si ha, notando che, per ¢ sufficientemente piccolo, [|9f|lze@py < ¥ +
X1l z2(ap) < 2Vb — a e analogamente [[¢5]|2(0p) < 2Vb — a,

b b 3
|1905—195||L2(}a,b[x]a,b[)—(/a /a |0=(,y) — V(2. y)|*dz dy) <
Ne b b ) 3
<3kl ([ [ i) - s s )P dy) <
<SSt ([ liPay [ i) - (o) +
€ b 9 b 9 %
>l ([ 10— Py [ e Par) <

i=1 @ a

€
< = — a.
2v'b NC(NC’ NC) 4erv/b — a

Si ha dunque la tesi, infatti || K — 0. 22(jap[xa ) < CE- ]
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Teorema 3.2.8. Sia K un nucleo di Hilbert-Schmidt, allora la serie

i)\i@i(x)q) (y)

dove 1t \; sono gl autovalori non nulli dell’operatore integrale T indotto da K
e le ®; sono le corrispondenti autofunzioni ortonormali, converge a K(z,y)
in L*(]a, b[x]a, b]).

Dimostrazione. Sia {1;} una base ortonormale di ker 7". Allora, indicando
con {gp} la famiglia {®;,;}, il sistema {gn} € ortonormale completo in
L?(a,b); quindi anche {g;} ¢ ortonormale completo in L?(a,b). Ne segue che
il sistema {gx(x), gx(y)} & ortonormale completo in L?(]a, b[x]a,b]) in virtu
della proposizione 3.2.7. Osservato che

(I, ¥it5) L2 apixiap) = I Pi;) L2 gapixas) = 0,

gli unici coefficienti non nulli di K rispetto al sistema {gn(z), gx(y)} sono
quelli relativi a ®;®;, per i quali

(K, QP )L2 (Ja,b[x]a,b]) / / (p i(y) dr dy =

:/ab(/abK(x,y A )dy> dm_/ N @, (2):(x) do = 6,5,

Essendo K(z,y) = Y551 (K, ®:®;) £2(jabxa,ep Pi (2 )®;(y) in L*(Ja,b[x]a, b]),
si ottiene dunque la tesi:

= A Z i
=1
O]
Osserviamo adesso che se I'operatore integrale T' ¢ Hermitiano anche 7™
lo &; il nucleo di T™ ¢ il nucleo iterato K,,, ed e ancora di Hilbert-Schmidt, con
le stesse autofunzioni di 7" e con autovalori A", dove i \; sono gli autovalori
di T. Per n > 1 abbiamo dunque dal teorema 3.2.8 che:

T, y) = Z)‘?(DZ(ZE)(D
i=1
con convergenza in L*(]a, b[x]a,b[). Se supponiamo in pit K € C°([a,b] x

la,b]) abbiamo che K, € C°([a,b] x [a,b]) per ogni n. Per n > 1 ¢ dunque
lecito scegliere x = y ottenendo:

Ko(o2) = [ K)o (va)dy = 3 X
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Se n e pari si puo integrare termine a termine in virtu del teorema di
Beppo Levi. Se n e dispari, ricordando che A\; — 0 e quindi |\;| < 1 per ogni
1 > 1, Si puo scrivere

N [e%s)
S Ri()]? < D0 N ®i(x) P = g(z) € L' (a,b) VYN > i,

=10 =10

e dunque, per il teorema di Lebesgue, si puo ugualmente integrare termine a
termine ottenendo

b 00
/Kn(x,:v)d:v:z/\?<oo Vn > 1.

=1

Dimostriamo ora un risultato generale:

Teorema 3.2.9 (teorema del Dini). Sia {f,}nen una successione di funzioni
a valori reali continue su un insieme compatto A tali che f, < f,i1. Se

fn — f puntualmente in A, e f & continua in A, allora f, converge a f
uniformemente in A.

Dimostrazione. Poniamo A,, = {x € A: f(z)— f.(z) < e}; poiche f, < fui1,
si ha A, C A,1. Inoltre, per ipotesi, A = U |; per compattezza esistera
m € N tale che A C U A = A,,,. Dunque risulta | f(z) — f(x)| < € per
ogni z € A, e per monotonia si ha |f(z) — f.(z)| < € per ogni x € A e per
ogni n > m. O]

Introduciamo adesso un lemma che ci servira nella dimostrazione del
teorema di Mercer:

Lemma 3.2.10. Sia K un nucleo di Hilbert-Schmidt e sia T [’operatore inte-
grale associato. Supponiamo K € C°([a,b] X [a,b]) e T semidefinito positivo;
allora

K(xz,xz) > 0.

Dimostrazione. Dato che K(z,z) = K(z,x), K & reale sulla diagonale del
quadrato [a,b] X [a,b].

Supponiamo che K (zg,xg) = —0 per qualche xy con § > 0, dalla continuita di
K deriva l'esistenza di un quadrato D = {(z,y) : |[t—xo| < €, |[y—yo| < €} nel
quale RK (x,y) < —0. Sia f = Xwo—cz0+e); €ssendo 'operatore semidefinito
positivo si ha:

0< /ab /abK(x,y)f(y)f(m)dydaﬁ = //[)K(x,y)dydx = 3“E//DK(ffﬁ,y)dydac,
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otteniamo quindi un assurdo:
0< // RK (z,y)dydr < —54e>.
D

]

Teorema 3.2.11 (teorema di Mercer). Sia K un nucleo di Hilbert-Schmidt
e sia T loperatore integrale associato. Supponiamo K € C°([a,b] X [a,b]) e
T semidefinito positivo; allora per ogni x e per ogni y si ha

z,y) = i)\i@i(:c)q)

e la serie converge assolutamente e uniformemente.

Dimostrazione. Per ogni n definiamo il nucleo:

KM (z,y) = K(x,y) — ZM‘I)?:(%)(D@'(Z/);

il quale & continuo, di Hilbert-Schmidt, ha autovalori A\, 1, A,12, ... e induce
I'operatore hermitiano 7™ che & compatto e autoaggiunto, con autovalori
non negativi essendo semidefinito positivo. Dunque, per il teorema 2.3.7
(teorema spettrale):

T f(z) /K (z,y)f(y)dy = i Me(f, Pr) £2(ap) P (2);

k=n+1

dato che A, > 0 per ogni k, Poperatore T ¢ semidefinito positivo. In virtl
del lemma 3.2.10, K™ (2, 2) > 0, ossia K (z,z) > 3%, \i|®;(x)|?. Per ogni
n — oo si ha quindi:
Ka,x) > 3 A (o)
i=1
Dalla disuguaglianza di Schwarz segue allora:

ZM‘P )iy I—ZA@ AT 1:(y)] <

=

max | K|.
 [a,b] x[a,b]

< (3 Aircbz»(x)\)% > M@(yﬂ)é < Ko, 0) K (y,y)* <

Quindi la serie 3%, A\;®;()®;(y) converge assolutamente; inoltre essa con-
verge in L*(Ja, b[x]a, b]) a K (x,y); Per quanto riguarda la convergenza unifor-
me osserviamo che Y292, \;|®;(z)|? converge a K (z, ) puntualmente, allora
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per il teorema 3.2.9 (teorema del Dini), 3292, \;|®;(x)|*> converge uniforme-
mente a K (z,z). Dato € > 0 esiste quindi ng tale che: 3%° \;(z)|®;(x)|> <
per ogni n > ng; ma allora, di nuovo per la disuguaglianza di Schwarz, per
ogni n > ng:

Zm ‘ (ZM@ )(ZM@ >1<25,

quindi 5%, A;®;(x)®;(y) converge uniformemente a K(x,y). O
Una diretta conseguenza del teorema di Mercer ¢ il seguente:

Corollario 3.2.12. Sia
b
Tf@) = [ K.y)f)dy.

Sia K € C%Ja, b] X [a,b]) e T semidefinito positivo, allora:

/ xxdx—Z//\@ )Pde ="\ < oc.
@ i=1

ossia, la serie dei \; converge.

3.3 L’operatore inverso

Il nostro prossimo passo sara quello di dimostrare che, sotto l'ipotesi che 0
non sia autovalore dell’operatore di Sturm-Liouville L, esiste un operatore
M : L?*(a,b) — D inverso di L, compatto e autoaggiunto nello spazio di
Hilbert L*(a,b).

Innanzitutto dimostriamo il seguente lemma preliminare:

Lemma 3.3.1. Sia L l'operatore definito in L*(a,b) dall’equazione (3.2), e
supponiamo inoltre che O non sia autovalore per L. Allora i due problemi al
bordo:

(3.3)

Luy =0 in [a,b Luy =0 in [a,b
B1u1 == 0, BQUQ == 0,

hanno rispettivamente soluzioni uy,us € C?[a,b] reali, non identicamente
nulle e tali che per ogni x € [a,b] i due vettori:

() )
ui(xz)) " \uy(z)
sono linearmente indipendenti in R2.

40



Capitolo 3 3.3. L’operatore inverso

Dimostrazione. uy e us risolvono rispettivamente i due problemi di Cauchy:

Luy =0 in [a,] Luy =0 in [a,b]
uy(a) = By us(b) = fo (3.4)
u)(a) = —ay, ub(b) = —ay,

che per il teorema 3.1.1 hanno un’unica soluzione reale non identicamente
nulla su C?[a,b]. Supponiamo ora per assurdo che <u/1 ($)> e (u;(m)) siano

uy (z) us ()
linearmente dipendenti per qualche punto di [a, b]; esiste quindi zq € |a, b
tale che u)(xg)ua(xo) — uy(zo)ub(zg) = 0. Osserviamo adesso che vale:

@)l (e ur() — (@i (@)]) =0 Ve € [, 8],
infatti p
) ()ua(r) — w (2)i(a))) =
= (P () () + L) (2)u) — (o)l () — pl ety ) =

(p(x)uy(z))us(z) — (p()us(2))us (z) =
q(z)ur(x)us(z) — q(x)u(r)ui(z) = 0.

Quindi p(ujus — uquf) € una costante in [a, b], ma tale funzione si annulla in
xp, e dunque ¢ identicamente nulla. Ne segue:

vy (2)ug(z) — uy(z)uy(z) =0 VY € [a,b)].

In particolare, scelti x = a e x = b, si ha immediatamente Bjus = Bouy = 0;
quindi uq e us risolvono il problema:

Lu=0 1in[a,b
Blu = BQU, = 0,
ma 0, per ipotesi, non ¢ autovalore di L, dunque si avra che u; = uy = 0, que-

sto e pero assurdo perché, sempre per ipotesi, u; e us non sono identicamente
nulle. O]

Proviamo adesso 'esistenza dell’operatore L~!:

Teorema 3.3.2. Sia L l'operatore definito in L*(a,b) dall’equazione (3.2);
supponiamo inoltre che 0 non sia autovalore per L e che valga p(ufus —
wuh) = —1 in [a,b] (essendo la funzione p(ujug — ujub) costante su [a,b] la
supposizione € giustificata), dove uy e ug sono le soluzioni dei problemi (3.3).
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Allora esiste una funzione G € C([a,b] X [a,b]) reale e simmetrica, tale che
per ogni f € Cla, bl il problema al bordo;

Lg=[ in [aa b]
Blg = B2g = O,

ha come unica soluzione:

o@) = [ Gl )iw) dy, e fa)

Dimostrazione. Cerchiamo una soluzione g per l'equazione Lg = f col me-
todo di variazione delle costanti arbitrarie:

9(x) = cr(z)ur(z) + ca(2)us(z),

dove uy () e ug(x) sono le funzioni introdotte in (3.4), e ¢1(x) e ca(z) risolvono
il sistema:

{c’lul + chus =0

/ol /o f
LUy + Gy = — 4,

3 / / _ =1 : : /o
che ha determinante uyuy — ujup = - 7# 0. Si ottiene dunque ¢ = —uyf,
¢y = uy f, e di conseguenza scegliamo:

@) = [ ) dy o) = [u)e) dy

Otteniamo quindi:

o(@) = wi(a) [ wao) ) dy +uata) [ i) dy = [ Gl 0)f) dy,

avendo definito G(x,y) nel seguente modo:

o) = ur(x)us(y) sex <y
Gz ) {ul(y)'uQ(x) se x> 1. (3:5)

Si ha cosi che g € C?[a, b] verifica le condizioni al contorno e risolve I'equa-
zione. Verifichiamo ora I'unicita; se g; fosse un’altra soluzione del problema
al bordo, allora g — g; verificherebbe:

L(g—91) =0 in[a,b]
Bi(g —g1) = Ba(9 — g1) = 0,

pertanto, siccome 0 non e autovalore per L, si ha g — g; = 0. ]
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Osservazione 3.3.3. Abbiamo appena fatto vedere che 'operatore integrale
f— Mf e cosi definito:

b
Mi@) = [ Glay) ) dy. o€ la],
agisce su Cla, b] a valori in ® ed inverte L, cioe ML = Iy e LM = Icqy)-

Definizione 3.3.4. Il nucleo di M ¢ la funzione G(x,y) definita dall’equa-
zione (3.5) ed ¢ chiamata funzione di Green associata a (L, D).

Andiamo ora ad analizzare le proprieta dell’operatore M visto come ope-
ratore integrale nello spazio di Hilbert L?(a,b); come vedremo M & un ope-
ratore hermitiano e dunque il suo nucleo, ossia la funzione di Green, e un
nucleo di Hilbert-Schmidst.

Proposizione 3.3.5. Sia L ['operatore definito in L?*(a,b) dall’equazione
(3.2), e supponiamo che 0 non sia un suo autovalore. Allora 'operatore M
¢ compatto ed autoaggiunto in L?(a,b).

Dimostrazione. L’operatore M e compatto per il teorema 3.2.4. Inoltre, gra-
zie al teorema 3.3.2, per ogni fi, fo € Cla,b| esistono ed uniche g; e g, € D
tali che Lg; = f1 e Lgs = f5. Essendo dunque L autoaggiunto si ha:

(flva2)L2(a,b) = (LglagQ)LQ(a,b) = (91, Lg2)L2(a,b) = (be f2)L2(a,b)-
Abbiamo la tesi perché Cla, b] ¢ denso in L*(a,b). O

Proposizione 3.3.6. Sia L ['operatore definito in L*(a,b) dall’equazione
(3.2), e supponiamo che 0 non sia un suo autovalore. Allora X # 0 é au-
tovalore per M, e h € L?(a,b) ¢ un’autofunzione per M relativa a X\, se e
soltanto se % e autovalore per L e h é un’autofunzione per L relativa a % In
particolare gli autovalori di M sono reali, non nulli e di molteplicita 1, e le
autofunzioni di M appartengono a ®.

Dimostrazione. Sia A € C — {0} tale che Mh = Ah con h € L?*(a,b) — {0}.
Per la continuitd di G(z,y) si ha h = $Mh € Cla,b], pertanto Mh € D,
da cui segue che h € ®; se ora applichiamo L troviamo Lh = %h. Notiamo
che in virtu del punto (i) della proposizione 3.1.3 segue che A € R. Vediamo
il viceversa, se ¢ € ® e Lg = %g, allora abbiamo che g € Cla,b] e, se
applichiamo M, otteniamo A\g = Mg.

Verifichiamo che 0 non ¢ autovalore per M. Supponiamo che f € L*(a,b)
sia tale che M f = 0, dobbiamo dunque provare che f = 0. Ricordando la
definizione di G(z,y), posto

@)= [(wwl) i o = [Tu) a,
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si ricava immediatamente:

c1(x)ur(x) + ca(x)uz(x) = /: G(z,y)9(y) dy =0, Vx € [a,b].

Derivando otteniamo
!/ !/ / / .
cruy + coub + (ug + chug) =0 q.o. in [a,b];
ricordando che:
cdur + chug =0
ciuy + chyuy = —%,
si ottiene:
cruy + couy =0 q.o. in [a,b].

Derivando ulteriormente troviamo:
" " /ol AN " " f - . b
cuy + couy + (quy + cyuy) = cruy + couy — = =0 q.o. in [a,b],
b

moltiplicando per p:
—f+p(ufer +uje) =0 q.o.in [a,b)].
Dato che valgono le relazioni Lu; = Lus = 0, otteniamo:
(qui — p'uy)er + (quo — pub)es — f =0 q.o. in [a, b,
cioe:
q(crur + caug) — p(cruy + cpuy) — f =0 q.o.in [a,b],
e dunque f =0 g.o. in [a,]. ]

3.4 Rappresentazione delle soluzioni

Dopo aver studiato le proprieta degli operatori L e M = L~! possiamo
finalmente, grazie al teorema spettrale, rappresentare le soluzioni del nostro
problema al bordo.

Iniziamo con l’enunciare un corollario delle proposizioni 3.3.5 e 3.3.6, la cui
verifica ¢ una diretta conseguenza del teorema spettrale (teorema 2.3.7).

Corollario 3.4.1. Sia L 'operatore definito in L?(a,b) dall’equazione (3.2)
e supponiamo che 0 non sia un suo autovalore. Allora gli autovalori di M
formano una successione reale {yu;}ien+ tale che |u;| > |pip1| > 0 per ogni
i € Nt e yu; — 0 quando ¢ — oo; ogni autovalore ha molteplicita 1, ed esiste
una base ortonormale in L?(a,b) di autofunzioni corrispondenti {u;};en+ C

D.
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Proposizione 3.4.2. Sia L ['operatore definito in L?*(a,b) dall’equazione
(3.2). Allora gli autovalori di L formano una successione reale {\;}ien+, tale
che |\;| — +o0 quando i — oo; ogni autovalore ha molteplicita 1 ed esiste una
base ortonormale in L?(a,b) di autofunzioni corrispondenti {u;}ien+ C D.

Dimostrazione. Se 0 non e autovalore per L, la tesi segue dal corollario 3.4.1 e
dalle proposizioni 3.3.6 € 3.1.3. Se 0 e autovalore per L prendiamo )y € R tale
che non sia autovalore per L; poniamo Ly = L — A\gI, 'operatore Ly appena
introdotto ¢ di Sturm-Liouville e non ha 0 come autovalore. Esiste quindi
un operatore My che inverte Lo; se {\;} ¢ la successione degli autovalori di
L,i {ﬁ}iel\ﬁ sono gli autovalori di My, i quali hanno come corrispondenti
autofunzioni esattamente le autofunzioni {u;};en+ di L relative ai {\;}ien+.
Applicando a My il corollario 3.4.1 si ha la tesi. [

Veniamo dunque al risultato principale di questo capitolo, il quale ci con-
sentira, tramite il teorema spettrale e le precedenti proposizioni, di rappre-
sentare le soluzioni del problema di Sturm-Liouville.

Teorema 3.4.3. Sia L l'operatore definito in L*(a,b) dall’equazione (3.2).
Allora valgono i sequenti risultati:
(1) Se 0 non ¢ autovalore di L, il problema al bordo:

Lg = f € L*(a,b) (3.6)
Big= Byg =10 .

¢ univocamente risolubile in D ; la soluzione ¢ somma in L*(a,b) della serie:

> 1
Z by (f UZ)L2(ab)uza

i=1

dove {\;}ien+ € la successione degli autovalori di L e {w;} € una corrispon-
dente base ortonormale di autofunzioni.
(ii) Se 0 ¢ autovalore per L, allora il problema al bordo (3.6) é risolubile
(non univocamente) se e soltanto se f € (ker L)*; in tal caso le soluzioni
sono tutte e sole le funzioni della forma:

+Z fauz L2(ab)uz( )

dove {\; }ien+ € la successione degli autovalori non nulli di L, {w;} una corri-
spondente base ortonormale di autofunzioni in (ker L)X, e ug ¢ un arbitrario
vettore di ker L, il quale ¢ un sottospazio di dimensione 1 di L*(a,b); la serie
converge in Lz(a, b).
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Capitolo 3 3.4. Rappresentazione delle soluzioni

Dimostrazione. (i) La tesi ¢ diretta conseguenza del teorema spettrale (teo-
rema 2.3.7), si ha dunque:

L'f=Mf= Z (f ui)r2@pwi  in L*(a,b).

’L

(ii) Prendiamo Ay € R tale che non sia autovalore per L; allora, come abbia-
mo gia visto, Ly = L — Ao/ non ha 0 come autovalore ed esiste My = Ly L
si ha pertanto che I'equazione Lg = f ¢ equivalente a g + \oMyg = My f, la
quale ¢ risolubile se e solo se Myf € [ker(I + A\gMy)]*. Inoltre, grazie alla
relazione:

(f,0) 2@ = —(f; AoMov) 20 p) = —Ao(Mo f, V) r2(ap) Vv € ker(1 + Ao M),
abbiamo:

Myf € [ker(I + NoMy)]= <= f € [ker(I + X\oMoy)]*.
Dato che M, ¢ invertibile abbiamo anche:

ker(I + \gMy) = ker L

questo perché:

v+ MMy = 0 <= (MO)_lv + v =0<= Lv=0.
Percid Lg = f ha soluzione se e soltanto se f € (ker L)*.
Prendiamo ora f € (ker L)+ e g € ® tale che Lg = f; se fissiamo un versore

up € ker L & possibile scrivere g = (g, uo)r2(ap)to + g1, con g; € (ker L)*
univocamente determinata dalla scelta di g. Vale in piu:

(fsui)r2ap) = (L9, i) r2(ap) = (L1, i) L2(ap) =
= (g1, Lus) r2(ap) = Ni(91, i) 12(ap) Vi € NT,

dunque:

< 1
Z)\— [iwi)2@pyts  in L*(a,b),
da cul deriva la tesi. O

Vediamo infine alcune applicazioni della teoria illustrata.
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Capitolo 3 3.4. Rappresentazione delle soluzioni

Esempio 3.4.4 (problema di Dirichlet). Sia Lu = —u” e consideriamo come
dominio di L:

D ={uecC0,n]: Iu" € L*0,n), u(0) = u(r) = 0}.

Scegliamo quindi p =q=0e a1 = as = 1, f; = B3 = 0 per le condizioni al
bordo.

Cerchiamo dunque gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni: la soluzio-
ne generale dell’equazione Lu = A\u e:

u(x) = acos Vxr +bsinvViz, a,beC,

e le condizioni al bordo implicano che a = 0 e che VA = n € N*; dunque
A = )\; = n?, e in particolare 0 non ¢ autovalore. Le autofunzioni di (L,D)
sono {\/g sinna }pen+ ed esse formano un sistema ortonormale completo su
0, 7].

Costruiamo adesso la funzione di Green associata a (L,®). Osserviamo che
le funzioni u(z) = cx e v(x) = ¢(m — x) verificano rispettivamente per 0 e per
7 le condizioni al bordo e sono entrambe annullate da L, cioe:

{_u//:() {—U”IO
u(0) =0, v(m) =0,

e vale che v'(z)u(z) — u/(x)v(x) = —1 se e soltanto se ¢ = ﬁ
La funzione di Green cercata ¢ dunque:
G(z,y) = T
y(r — )
—F sex>y.
T

Pertanto se f € L*(0,7) la soluzione del problema al bordo:

—g" = fin [a’ b]
9(0) = g(m) =0,

¢ la funzione:

2°°1

g(x) = /(: G(z,y)f(y) dy = = (/ f(t) sinnt dt) sin nx.

"2
1n

Esempio 3.4.5 (problema di Neumann). Consideriamo adesso lo stesso

operatore L dell’esempio precedente, cio¢ Lu = —u”, e modifichiamo le

condizioni al bordo prendendo come dominio:

D ={ueC0,n]:Iu" € L*0,n), v'(0) =u'(r) =0}
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Abbiamo allora p = —1,¢ = 0,07 = ay = 0 e 5, = B = 1; gli autova-
lori sono A = \; = n% con n € N. In particolare 0 ¢ autovalore, quindi
I'operatore L non ha una funzione di Green associata; possiamo dunque con-
cludere che il corrispondente sistema ortonormale di autofunzioni su [0, 7] &

{ﬁ} U {/2 cos n}pen+

Le soluzioni del problema al bordo:

{_g” = fn [0?77]
9(0) = g(m) =0,

con f € (ker L)*, dove
ker L = {c}ecc, (ker L)* = {u € L*0,7) : /7T u(z) doe = 0} ,
0

sono date dalla famiglia {g.}.cc con

2001
7r1n2

ge(x) = </ f(t) cosnt dt> cosnz + c.

Osservazione 3.4.6. Nei due esempi precedenti le serie di Fourier rispet-
tivamente dei seni e dei coseni convergono uniformemente e assolutamente
n [0, 7]; combinando i due esempi si conclude che {€""},cy ¢ un sistema
ortogonale completo su [—m, 7| e che, se f € C*(—m,7), f(—7) = f(7) e
f'(=m) = f'(m), la serie esponenziale di Fourier di f converge assolutamente
e uniformemente.
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