FACOLTA DI SCIENZE MATEMATICHE, FISICHE E NATURALI

CORSO DI LAUREA TRIENNALE IN MATEMATICA

TESI DI LAUREA TRIENNALE

Sull’interpolazione in spazi
misurati

CANDIDATO:
Francesco Sapio

RELATORE:
Prof. Paolo Acquistapace

ANNO AccADEMICO 2012/2013






A nonna Anna e zia Lina






Indice

Introduzione

1 Teoremi classici di interpolazione
1.1 Teorema di Riesz-Thorin . . . . . .

1.2 Applicazioni del teorema di Riesz-Thorin . . . . . . . .. . ..

1.2.1 Trasformata di Fourier . . .
1.2.2 Convoluzioni . .. ... ..
1.3 1l teorema di Marcinkiewicz . . . .
1.3.1 Spazi LP deboli . . . . . ..
1.3.2 Spazi LP" di Lorentz . . . .

1.4 Applicazioni del teorema di Marcinkiewicz . . . . . . .. ...

2 Trasformata di Hilbert
2.1 Punti di Lebesgue . . . . . .. ...
2.2 Funzioni armoniche su un semipiano
2.3 Stime per la trasformata di Hilbert

Bibliografia

32
32
36
43

48






Introduzione

La teoria dell‘interpolazione ha origine nella prima meta del XX secolo con
due fondamentali contributi: il primo ¢ dovuto a Marcel Riesz (1886-1969),
che intorno al 1920 pubblico il suo classico teorema di interpolazione, poi
ridimostrato ed esteso dal suo allievo G.Olof Thorin (1912-2004). II secondo
risultato che e alla base della moderna teoria dell’interpolazione, ¢ dovuto
a Jozef Marcinkiewicz (1910-1940), il quale nel 1939 lo comunico in forma
orale al suo maestro Antoni Zygmund, subito prima di partire per la guerra.
Purtroppo Marcinkiewicz mori in prigionia e il suo teorema venne pubblicato
da Zygmund solo dopo il 1950. Possiamo esprimere il significato di questi
due teoremi nel modo seguente: siano {A;}sci0,1) € { Bt }icpo,1) due famiglie di
spazi di Banach che dipendono in modo opportuno dal parametro t; se T" e
un operatore lineare che manda con continuita Ag in By e A; in By, allora T'
manda con continuita A; in By per ogni t €]0, 1[.

A partire dal 1950 la teoria dell’interpolazione ha avuto un enorme sviluppo,
ed e diventata una importante branca dell’analisi funzionale, con vastissime
applicazioni nell’analisi armonica, nella teoria delle equazioni alle derivate
parziali, nell’analisi numerica e nella teoria dell’approssimazione.

Questa tesi e dedicata all‘analisi dei due classici teoremi di Riesz-Thorin e
di Marcinkiewicz negli spazi LP rispetto a una misura finita o, talvolta, o-
finita. Le dimostrazioni, tutt’altro che banali, dei due teoremi sono riportate
in dettaglio.

In particolare, per il teorema di Marcinkiewicz e stato necessario descrivere
le principali proprieta degli spazi L? deboli, denotati con L2, e degli spazi di
Lorentz, denotati con LP", che ne costituiscono una generalizzazione.

La tesi descrive anche alcune significative applicazioni di questi due teore-
mi di interpolazione: mediante il primo si fornisce una dimostrazione della
disuguaglianza di Young, e grazie ad entrambi si possono provare alcune pro-
prieta di continuita della trasformata di Fourier in spazi LP(u).

Il secondo teorema trova poi una importante applicazione allo studio della
trasformata di Hilbert, che e 'oggetto del secondo capitolo: qui ne vengono
analizzate le proprieta e i legami con le funzioni armoniche su un semipiano.
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Capitolo 1

Teoremi classici di
interpolazione

Questo capitolo e dedicato alle dimostrazioni e ad alcune applicazioni dei
teoremi di Riesz-Thorin e di Marcinkiewicz, entrambi i quali riguardano
operatori lineari T" tra spazi di Lebesgue.

1.1 Teorema di Riesz-Thorin

Definizione 1.1.1. Sia X un insieme. Una o-algebra M su tale insieme &
una famiglia di parti di X, che rispetta le seguenti condizioni:

e M,

AeM= A e M,
{An}nzog/\/té UAnGM.

n>0

Definizione 1.1.2. Con spazio misurato si intende una terna (X, M, ) dove
X ¢ un insieme, M & una o-algebra su X e p: M — [0, 00] € una funzione,
chiamata misura, che rispetta le seguenti proprieta:

( Ell M,) = iﬂ(Mn)a {M,}rn>0 C M.

Definizione 1.1.3. Siano (U, M, ) e (V,N,v) due spazi misurati e consi-
deriamo f : U — V una funzione. Si dice che f ¢ misurabile se per ogni
N eNsiha f71(N)=M e M.



Capitolo 1 1.1. Teorema di Riesz-Thorin

Definizione 1.1.4. Sia X uno spazio vettoriale su R. Una norma e un’ap-
plicazione || - || : X — R tale che:

1. ||z|| > 0 per ogni z € X,

2. ||z]] = 0 se e solo se x = 0,

3. || Az]| = |A|||x] per ogni A € Re z € X,
4 le +yll < llzll + llyll per ogni z,y € X.

Definizione 1.1.5. Sia (U, 1) uno spazio misurato (per semplicita di scrit-
tura stiamo sottintendendo la sua o-algebra); definiremo .Z” lo spazio delle
funzioni a valori reali g-misurabili che soddisfano

Il = ([ 15@raz)’ < oc

con 1 <p<oo. Sep=o0o0

[f]lzee = sup | f(z)] < oo
zelU
Definiremo invece LP = £ p/N lo spazio costituito dalle classi di equivalenza
generate dalla relazione f ~ g <= f=gsu U\ A dove u(A) = 0.

Osservazione 1.1.6. I nostri risultati riguarderanno operatori lineari limi-
tati tra spazi LP, ossia
T:LP — L1

tali che

T(af+Bg) =al(f)+6T(g) Vf,gel? Va,feR,

||T|| = sup HT<f)”Lq < 00
20 ([ fllee

Teorema 1.1.7 (Teorema di Riesz-Thorin). Siano (U, u), (V,v) spazi misu-
rati di misura positiva e finita. Sia

T e LI (U), L™(V)) N L(LP=(U), L= (V)
con norme HTHﬁ(Lpl (U),L91(V)) = M1 € ||T||L(L1”2(U),L’12(V)) = M2 ove

2



Capitolo 1 1.1. Teorema di Riesz-Thorin

Posto allora
1 1—¢ t 1 1—t ¢t
- = +77 - = +77 te[()?l]
p b1 P2 q q1 q2

(quindi 1 <p <oo, 1<gq<o0), risultaT € L(LP(U),L1(V)) e inoltre

T cere@y,paqvy = M < M{" M.

Osservazione 1.1.8. Il teorema e valido anche nel caso in cui lo spazio V'
non abbia misura finita ma sia esprimibile come unione crescente di elementi
di misura finita (proprieta di o-finitezza); infatti se

V= U an Vo € Vn-‘,—la V(Vn) < 0

neN

allora per ogni n si ha

1T ()l vy < NT @ zet ) 1T @ s ) < NT @zt 1) 1T (@] a2 v
e per n — oo si ottiene la tesi utilizzando il teorema di Beppo-Levi.

Dimostrazione. Cominciamo con il caso in cui p; = ps = p. Allora se
u € LP(Q) si ha sicuramente T'(u) € L9V%2(Q) C L9(Q2) (dato che valgono ov-
viamente in generale le relazioni py Aps < p < p1Vpa, @AG < qg<qVe).
Inoltre

nﬂwmwp{AHwWWMwmw@ﬁ:M

Effettuando ora le maggiorazioni

MsUHMWMPT/WMWMQSMﬁm,
4 14

la tesi e provata in tale caso particolare.
Supponiamo percio ora p; # po; ne segue 1 < p < oo e 1 < ¢ < 0o, infatti

p=1l<=p =p =1,

P = 00 <= pP1 = P2 = OQ.

Da notare che le implicazioni <= sono ovvie, mentre le implicazioni —> di-
scendono dal fatto che 0 < 11 A pl < ]13 < pll \/ L < 1.
Nel corso della dimostrazione supporremo 1 < q < o0, sottintendendo le
ovvie modifiche necessarie nel caso ¢ = 1 oppure ¢ =
La dimostrazione inizia col seguente ben noto principio del massimo per fun-

zioni olomorfe su un disco:



Capitolo 1 1.1. Teorema di Riesz-Thorin

Lemma 1.1.9. Siano Q@ C C un aperto e u : Q — C continua su € e
olomorfa in Q. Allora

|u(2)] < max|u| Vze€ Q.
9%

Lemma 1.1.10. Sia S(a,b) ={z=z+iy:a <z <b} C C. Consideriamo
una funzione u : S(a,b) — C continua e limitata in S(a,b) ed olomorfa in

S(a,b), ed inoltre tale che |u(a+iy)| < M e |u(b+iy)| < M; allora si ha
lu(z)| < M Vze S(a,b).
Dimostrazione. Supponiamo dapprima che

|1‘im u(x +1y) =0 wuniformemente per x € [a, .
y|—o0

Allora esiste yo > 0 tale che
u(z)| <M Vz=z+iy: |yl >yo, Vo€ la,bl.
D’altra parte, posto @ = {z : |y| < yo,x € [a,b]}, la funzione u ¢ olomorfa
in 52 e continua in @), per cui dal lemma 1.1.9 segue
[u(2)] < maxful <M Vze€Q.
Dunque
lu(z)] < M Vz e S(a,b).

Vediamo ora il caso generale. Per ogni n > 1, poniamo

M

z

un(z) = u(z)ew Vz e S(a,b).

Allora u,, ¢ continua in S(a,b), olomorfa in S(a,b) e inoltre

22 g2 2,2
un(2)] = [u(2)le =~ < fu(z)|e =,

ove 2 = a? V b?; ne segue

lim u,(z) =0.

ly|—o0

2 . 2
Inoltre si ha |u,(a+iy)| < Mew, |u,(b+iy)| < Mew; dunque per quanto
visto nella prima parte della dimostrazione

2
lun(2)] < Mew Vz e S(a,b) Vn €N,

Ne segue che
lim |u,(2)] = |u(z)| < M Vz e S(a,b).

n—oo



Capitolo 1 1.1. Teorema di Riesz-Thorin

Lemma 1.1.11 (Lemma delle tre rette). Sia u continua e limitata in S(a,b)

e olomorfa su S(a,b), e tale che
u(a +iy)] < My, [u(b+iy)| < Mo.

Allora se z € S(a,b)
u(z)] < My™'M,

ove t € [0,1] é il numero tale che (1 —t)a + tb = Rez.

Dimostrazione. Si deve provare che

u(z)] |u(2)] _|ule) g
Ml—tMt - b—Rez Rez—a ~— b—z z—a | — -
1 2 Ml b—a M2 b—a Mlbfa MQb—a

Sia
Z/{(Z) = bELz(Z) z—a :
Mlbfa 2b7a

questa funzione ¢ continua e limitata in S(a, b) e olomorfa su S(a, b). Inoltre

. M1 . MQ
Ua+i) < 30 =1 U0+ < 37
La tesi segue allora dal lemma 1.1.10. O]

Possiamo ora passare a dimostrare il teorema. Poniamo

(h,g) = /V h(y)g(y)dv

e =1-— é. Dalla disuguaglianza di Holder, abbiamo

[|hllze = sup{|(h, g)| : [lg]l e = 1}

M = sup{[(T(f), 9)| - IIflle» = llgl L = 1}-

Dato che p < 0o, ¢ < oo possiamo assumere che f e g siano limitate a
supporto compatto. Poniamo ora

1 1—=2 z 1 1—2
— + —

Rez € [0, 1]




Capitolo 1 1.1. Teorema di Riesz-Thorin

/

V(y) = 97O g(y),  yeV.
Poiché f,g sono limitate e pu(U) < oo, v(V) < oo abbiamo

p. € LP(U)NLP2(U), b, € L5(V) N L%(V),

e di conseguenza

T(p.) € LU(V) N Le(V).

Dal momento che ¢,, 1, sono funzioni potenza nella variabile z, sono deriva-
bili e vale

d d / ,
—p, € LP(U)NLP*U), —, e L2Y(V)NL2(V
T € MU L), v € LH(V) N LE(V)

e di conseguenza

T(50.) = 4-T(0:) € L(V) N L2(V),

Questo implica l'esistenza di

F(z) = (T(p:) ) = | [T )= (v)dy

Inoltre F(z) ¢ analitica sulla striscia aperta 0 < Rez < 1 ed ¢ limitata e
continua sulla striscia chiusa 0 < Rez < 1. Successivamente notiamo che

D o £
lpullin@) = | [ [F@IF7da] ™ = 17117 =1

P L P
levsalzroy = | [ 1F@Ede] ™ = 1715 =1
e analogamente

’
q_
7

1
a4, | .
. / — q — 1 =
1Will .t [/V lg(y)| % dy] gl =1,

1 ’
gy w7
||1/}1+i6||L4/2(V) = [/V l9(y)| = dy] =gl =1

Dalle ipotesi fatte abbiamo quindi

FG0)] = | [ T @ba)dy| < Tl Wl ;< M.

L (V)

6



Capitolo 1 1.2. Applicazioni del teorema di Riesz-Thorin

|[F(14i6)] = ‘/V[T(%He)](y)¢1+ie(y)dy‘ < ||T(901+z‘9)||Lq2(V)||¢1+z'e||Lq'2(V) < M.

Notiamo anche che ¢, = f e ¥, = g, e quindi

Usando ora il lemma 1.1.11 otteniamo la conclusione
(T(f), 9)] < M{™" My,
o equivalentemente passando all’estremo superiore
M < M7 "M,

Questo conclude il ragionamento se f e g sono limitate. Se invece non lo
sono, possiamo trovare due successioni f,, g, di funzioni limitate tali che

f = falle =0, [lg = gnllrar =0,

e quindi
(T(fn), gn)) = (T(f), 9)

che implica la tesi. O

Osservazione 1.1.12. In modo del tutto analogo il teorema vale per fun-
zioni a valori vettoriali: ad esempio 1" puo essere un operatore che opera da
LP(U,H) a L1(V,Q) ove H,Q sono spazi di Hilbert. Le modifiche formali

sono ovvie, in particolare le funzioni ¢,, 1, si definirebbero in questo modo:

1 1

o) = W 1@ ) = lawler o).

Si pone poi

F(z) = [ (T()]w). v () ady.

1.2 Applicazioni del teorema di Riesz-Thorin

Ora illustreremo alcune delle applicazioni derivanti dal teorema di interpola-
zione di Riesz-Thorin.



Capitolo 1 1.2.1. Trasformata di Fourier

1.2.1 Trasformata di Fourier

Consideriamo U =V = R" e dy = dv = dx la misura di Lebesgue. Sia .# la
trasformata di Fourier definita da

(FDNE) = F(©) = [ fla)e = da,

dove

(x,&) = in@, r=(x1, ., Ty), &= (&,..,&).
i=1

Per le proprieta dell’integrale otteniamo

Fnel< [

Rn

F@)lle“Eda = [ |f()lde

e per l'identita di Parseval

L AF )P = ry [ |f@)Pde
Cio implica che
F: L' =L |Z|=1
F . LP = I |7 = (2n):
Usando il teorema di Riesz-Thorin concludiamo che
F o LP — 1

con
[ et S B e N SN
p 1 2" ¢ 2’ '

Eliminando t otteniamo }D =1- %; dunque g = p’ e p €]1,2[. Percio la norma

di .Z : LP — L¥ ¢ limitata da (27)% = (27)¥ . In tale maniera segue

Teorema 1.2.1 (Disuguaglianza di Hausdorff-Young). Se 1 < p < 2 allora

IF (F) o < )7 (|20

1.2.2 Convoluzioni

Sia ora T un operatore di convoluzione su R™:
T(f() = [ ke —9)f)dy = (k+ )(@)

8



Capitolo 1 1.3. 1l teorema di Marcinkiewicz

con k funzione fissata in LP(R™). Allora detto p’ I’esponente coniugato di p

J.

Vo< [ ][ k=gl wldy] de =

| k=) f )y

= [ L[ =l Ll ] e <

< [ [ e —wrirway] [ 1rwla]” ae= 1515 [ kg

S Jew
da cui ricaviamo

1Tz = NIk * Flle < AElze - [1F ]|z

Dalla disuguaglianza di Holder, invece, ricaviamo

1T )|z < (1Kl - (1 f 1| o
Sfruttando ora il teorema di Riesz-Thorin, poiché
T:L'— P,
T:L" — L™,

allora
T:L"— L9,
11—t I 1-t t

Y

T 1 P q P 00

Eliminando t otteniamo % =

dimostrato:

% —1e¢1<r <p. In tale maniera abbiamo

Teorema 1.2.2 (Disuguaglianza di Young). Sia k € L¥' (R"); se 1 <r < p/
allora per ogni f € L™(R™) si ha k * f € LY(R™) con % = e

1_ 1
p P

1K fllza < 1Rl - []f 1]z

1.3 1l teorema di Marcinkiewicz

1.3.1 Spazi L? deboli

Consideriamo (U, u) spazio di misura. Sia f : (U,u) — R finita quasi
ovunque; introduciamo la funzione di distribuzione m(o, f) cosl definita

m(o, f) = p({z : [f(2)] > o})

9



Capitolo 1 1.3.1. Spazi LP deboli

Essa ¢ una funzione di ¢ a valori reali definita su R, = (0,00). Se 01 < 09
allora si verifica facilmente che {z : |f(z)| > 02} C {x : |f(x)| > 01} da cui
si ricava, per le proprieta delle misure, m(os, f) < m(oy, f). Fissiamo ora
o* € Ry; se {0, }n>0 € una successione di numeri positivi tali che o,, = o7,
non ¢ restrittivo supporre che sia decrescente: infatti considerata {o7,},>0
definita da o}, = min{o, ..., 0, }, essa ¢ decrescente e vale o;, — ¢ e in piu

{z:[f(2)] > on} C{z: [f(z)] > 0.}
Allora detto M,, = {z : |f(x)| > o/,} risulta M,, C M, 1 per ogni n > 0, e
quindi

i ) = sl 15@) > b = (U 01 = Jsg o)

per l'arbitrarieta della successione vale allora

lim p(M,) = lim m(o, f)

n—oo
7+

e percio possiamo concludere che tale funzione e decrescente e continua a
destra. Inoltre

o= (o[ oo n™)" 1<pesor )

+

infatti per il Teorema di Fubini vale che

J, 1fldz = [ e, | )

e generalizzando

/U|f|”dx=/ m(t,|f|’9)dt=/R m(tr, | f])dt.

Ry +

Ora ponendo th =g sihat=oPecdt = poP~tdo, ottenendo infine
1y = [ 0 'm(o, f)do
+

Osserviamo poi che

[fllzes = inf {m(a, f) = 0}. (1.2)

10



Capitolo 1 1.3.1. Spazi LP deboli

Definizione 1.3.1. Gli spazi LP deboli, denotati con LP, sono costituiti da
tutte le funzioni f : U — R, misurabili, tali che

/]

1
1 = sup{om(a, )7} < oo
g
invece nel caso limite si definisce L2° = L.

Bisogna notare che || - |[z» per 1 < p < oo non ¢ una norma come mostra
il seguente controesempio:
Sia p = 2 e per ogni x € [0,1] siano f(x) = /z e g(z) = 1 — /x; quindi
(f+g)(x) = 1. Risultam(o, f+g) =1, m(o, f) = 1—02% m(o,9) = (1—0)%
di conseguenza

7120 = sup {1 — 0?3} =
lollzzqoy = sup {1 — o)} = 1.
1 +9llzony = supfo - 1} =1,
e quindi vale
1f + gllzzqoany > 1 2o,y + 91l 20,1

Definizione 1.3.2. Sia X uno spazio vettoriale sul campo R, definiamo
quasi-norma un’applicazione ¢ : X — [0, oo[ tale che

1. g(x) > 0 per ogni = € X
2. ¢(x) =0 se e solo se x =0,
3. q(Az) = |A|g(x) per ogni A € Re z € X,

4. q(x +y) < C(q(x) + q(y)) per una certa costante C' > 1 e per ogni
x,y € X.

Risulta che || - ||z & una quasi norma su L?; di fatto:

1. m(o, f) > 0 per ogni ¢ > 0 perché & la misura di un insieme, percio

/1

= sup{om(o, f)7} >0 Vf e L?
g
perché estremo superiore di quantita positive.

2. || fllzr = sup,{om(o, f)%} = 0 se e solo se om(o, f)% = 0 per ogni
o > 0, che & vero se e solo se m(o, f) = 0 per ogni o > 0, quindi se e
solo se, ricordando la definizione di m(o, f), u({z : |f(z)| > ¢}) =0
per ogni o > 0, se e solo se |f(z)| < o per ogni ¢ > 0, da cui f = 0.

11



Capitolo 1 1.3.1. Spazi LP deboli

3. Dal momento che

m(o, \f) = p({z : [(A)(@)| > 0}) = Ap({z - [f(2)] > o}) = [Am(o, f),

si ricava banalmente moltiplicando per ¢ e passando all’estremo supe-
riore

[Afl[ze = [ALILF]

4. Fissiamo o > 0 e poniamo
A=fa: |(f+9)@)] >0}, B={o:|f@)]>Z} C=fa:lgl)] >3}

Sia x € B°NC° allora | f(z)| < § e |g(x)| < §. Dato che vale

P YAeR Vfell.

(f+9)(@)] < [f(@)| + |g()] < %+ % .

possiamo concludere che x € A° e quindi BN C° C A°. Per le regole
di De Morgan otteniamo BUC = (B°NC¢)° D A ossia

{o:](f+9)@)| >0} S {:[f(@)] > YU {e: |gla) > T}

Per le proprieta delle misure, otteniamo

m(o, f+ g) §m<%,f)+m(%,g), (1.3)

e usando la disuguaglianza (a + b)% < ar + b%, valida per a,b > 0 e
p > 1, otteniamo

1 1
o 10 o o » o (O o (0 \»
gl s+t <5 (m (5 r) +m(5o0))" < G (5 ) +5m (50)"
2m(af+g)p_2m2f+m29 _2m2f tom (5.9
Passando all’estremo superiore per o > 0 otteniamo

1f + gl < 2(][ /]

Sep>1lepuU) < oo, L2(U) & uno spazio di Banach rispetto ad una norma,
la quale e equivalente alla quasi-norma prima definita. Nelle prossime righe
ci occuperemo di dimostrare tale affermazione.

D=

w2+ lglle)-

Definizione 1.3.3. Diremo che u : U — R & misurabile nello spazio M%(U)
con 6 € [0,1], se esiste K > 0 tale che per ogni £ C U misurabile con
p(E) < oo si ha

|, lu(@)lau(@) < Kn(E)

Posto ora

iy = sup { = [ (o)l du(o)

12



Capitolo 1 1.3.1. Spazi LP deboli

si vede facilmente che questa & una norma su M%(U) e che con tale norma
lo spazio risulta essere di Banach.

Proposizione 1.3.4. Sia p>1 e p(U) < oo; allora risulta

1 1
LoU) =M(U), O===1-—-,
p p
ed 1noltre esiste una costante per cui
-l < A1+ llaee <l - e

K

Dimostrazione. Sia u € LE(U), allora risulta m(o,u) < 5

e quindi se £ C U risulta

/E [uldp = /0+00 p{z - fu(@)| > o} N E)do = /OJFOO m(o, xpu)do <

ove K = HUHLZ(U),

di-p
<wuwE)d+ K Vd > 0,
p R
e minimizzando otteniamo
1-p
a K
[ luldp < p(B)ag + K7 ag =
d p= p(E)r
cioe K
[ luldi < Kp(E)' 5 + =
b (p—Du(E)™
Cio prova che u € M5 ¢ che
oot < gz

_1 . . . .
Viceversa, sia u € M" P(U); allora, in particolare, si ha per ogni o > 0

om(o,u) < / lu|dp < Km(o, u)l_%
z:|lu(z)| >0

ove K = HUHMl‘%(U” da cui m(o, u)l_% < £ per ogni o > 0.
Cio prova che u € LP(U) e che

Jallzzwy < ull pp g

]

Dunque lo spazio L?(U) & uno spazio di Banach con la norma || - HMl‘%(U)'
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Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

1.3.2 Spazi LP" di Lorentz

Gli spazi LP sono casi speciali di spazi piu generali chiamati spazi di Lorentz
e denotati con LP". Consideriamo una funzione f p-misurabile e definiamo
con f* il suo riordinamento decrescente cosi definito

f*(t) = nf {m(o, f) <t} (1.4)

Se t; < ty allora {o¢ > 0 : m(o,f) < t1} C {oc > 0: m(o,f) < ta} e
quindi passando all’estremo inferiore si inverte la disuguaglianza ottenendo
f*(t1) > f*(t2). Quindi questa funzione € non negativa e decrescente su R, .
Sia ora L = lim, .+ f*(t). Sia o > 0 tale che m(o, f) < ty. Allora a maggior
ragione m(o, f) < t per ogni t > ty; quindi, per definizione, si ha f*(t) < o
per ogni t > ty,. Passando al limite per ¢ che tende a ¢y da destra, si ricava
L < 0. Questo vale per ogni o > 0 tale che m(ao, f) < to, e cio ci garantisce
che L ¢ un minorante di tale insieme. Quindi L < f*({p). Quindi f* e
continua a destra. L’altra disuguaglianza L > f*(ty) segue dalla decrescenza
di f*. Inoltre f* possiede la proprieta seguente:

m(o, f) =m(o, f*) Yo > 0. (1.5)

Fissiamo ¢ > 0 e chiamiamo A = {a > 0: m(a, f) < m(o, f)}; allora o €
A, quindi f*(m(o, f)) = inf A < o e percio, dato che {t : f*(t) > o} C
[0,m(o, f)], vale m(o, f*) < m(o, f). Sia ora t > m(o, f*). Poiché sappiamo
gia che m(o, f) < m(o, f*), abbiamo anche t > m(o, f). Cio significa, per
definizione, che o > f*(t). Al limite per t — m(o, f*), otteniamo, grazie alla
continuita a destra, f*(m(e, f*)) < o, e quindi per lo stesso ragionamento
di prima m(o, f) < m(o, f*). La (1.5) si esprime dicendo che f* e f sono
equimisurabili. In tutti i punti dove f*(¢) & continua, o = f*(t) & equivalente
at=mlo,f).

Definizione 1.3.5. Sia r € [1, 0o]; lo spazio di Lorentz LP" ¢ lo spazio delle
funzioni misurabili f: U — R tali che

Osservazione 1.3.6. Valgono le seguenti affermazioni:

1.
v =[P

14



Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

Questa affermazione ¢ implicata da (1.1),(1.2),(1.4) e (1.5); infatti
risulta per p < co

1oy =P [ 0" mlo. fydo =p [~ 0" (o, *)do =

= [Tms e = [Tme = [P = o,

grazie alla sostituzione o? = t e quindi po?~'do = dt.

LP>® = [P,

Sia p € [1,00[. Fissiamo o € R, allora possiamo trovare t € R,
tale che f*(t) = o e dalla definizione di f* otteniamo m(o, f) < ¢.
Percio elevando entrambi i membri alla % e moltiplicando per o otte-
niamo om(o, f )% <t f*(t) e passando all’estremo superiore otteniamo
| flle < || flloeee. Viceversa, dato e > 0, possiamo scegliere ¢ per cui

valga || f|lzee < t%f*(t) +¢€; posto o = f*(t) allora m(o, f) = t, per cui

1 £l < 82 F5(0) 4+ € = omo, )7 < £z

Se p = oo, allora per la prima parte di questa osservazione risulta
L% = L*; dato che per definizione abbiamo L* = L*°, concludiamo
che L>* = [,

LrC 1>,
Sia p € [1,+o0[ e f € LP; allora

1
P 1
0> | fllr = sup | f@Pdn) " = sup (omio, 1)) = 1
o {z:|f(z)|>c} o
e quindi f € L2
Se invece p = 400 allora per definizione L™ = L.

Definizione 1.3.7. Sia T' : L? — L% operatore lineare, diremo che 7" &
limitato se | T'(f)||z2 < C||f||z» e la sua norma sara ’estremo inferiore delle
costanti C.

Teorema 1.3.8 (Teorema di interpolazione di Marcinkiewicz). Siano (U, p),
(V,v) spazi di misura finita. Posto A = {(%, %) 10 < % < % < 1}, siano p;, q;

per i = 1,2 tali che (i, i) €A conpy > pseq # qo; siaT un operatore

7 7
lineare tale che

TILpl(U,,LL) —>Lzl(‘/,l/), ||T||£(Lp17Lq1*) :Ml*,

15



Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

T:LP(U,p) = LEV,v), ||T g gy = Mo

Poniamo

1 1—t¢ t 1 1-—+¢ t
— + —, - + —;
p P D2 q q1 q2

allora

T: L(U, ) — LY(V,v)

e limitato con norma
M = [T g(zr,pa) < KMy M,

ove K; e una costante opportuna. Inoltre K; diverge pert — 0 se e solo se
q1 € finito, e diverge pert — 1 se e solo se qo € finito.

Osservazione 1.3.9. Osserviamo che nel teorema di Marcinkiewicz gli spazi
classici di Lebesgue, presenti nel teorema di Riesz-Thorin, sono stati sostituiti
con gli spazi deboli che come abbiamo visto sono piu grandi. Percio il teorema
di Marcinkiewicz puo essere usato in alcuni casi dove il teorema di Riesz-
Thorin non e applicabile.

Dimostrazione. Distinguiamo quattro casi.
(I) po < p1 <00 e g < q conisottocasi (a) ¢ < oo, (b) ¢ = o0

V7 AR S ‘
agfp----4---
A

! |
py 1lp,

(IT) pa < p1 < 00 € g2 > ¢ con isottocasi (a) g2 < 00, (b) ¢g =0

) [+ [ Sy
fa, o

|
Yapf---mola - beso-e
A

i
L !
1/py  1ip,

(IIT) p2 = p1 < 0 e ga < ¢1 con i sottocasi (a) ¢ < oo, (b) ¢4 =

16



Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

1/‘12 -------- .

VL) A -+

(IV)pa<pi=o00eq<q =00

Llg b ecesacay
la, -

1/p, 1/,

Dimostrazione (I)(a). Siamo nel caso py < p; < o0 e ga < q1 < 0.
Per ipotesi si ha, per u € LP*(U)

M* q1
Vo >0, m(o,T(u)) < { ! l|w|| Loy () Yu € LP1(U), (1.6)

MQ* q2
Vo >0, m(o,T(u)) < { . l|w|| Loz ) Yu € LP2(U). (1.7)

Sia u € LP(U), e poniamo per ogni o > 0
o\¢ 94— qip

ho)={—=) , = —, 1.8
0=(5) =" (L8)

ove N > 0 e un numero che determineremo in seguito. Notiamo che & > 0
poiché py < p < p1, ¢ < q < q (essendo t €]0,1[) e che

gqu_qql:ql_(l_tﬂgi):ql_gi:qqan—ql
pl=8 p1—(1-t+t2) pl=0 ppp-p

Per ¢ > 0 e u € LP*(U), poniamo u = uj + u3, dove

() = {u(m) | se [u(x)| < h(o)
! h(o)e*eu®@)  se |u(z)| > k(o)

uz () = u(x) — uf (x).

17



Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

E chiaro allora che |u| = [ug| + |ug]: infatti la cosa & ovvia se |u(z)| < h(o),
u

mentre se |u(x)| > h(o) si ha
_JJ | - ul —

Inoltre uy € L>*(U) C LP*(U) e u§ € LP*(U) e questo poiché la funzione ug
¢ tale che u§ =u —wuf € LP(U) C LP*(U)).

Infine ricordiamo che vale

h(o)

ug| = |u

T(w)| < e[| T(ul)] + [T (uz)]],

dalla quale segue

fo: T (@) > 0} € {o s T@i@)] > o} U{e: [T @)] > 5
e quindi
mme»gm(%quQ+m(%Jng. (1.9)

Valutiamo ora ||T'(u)||za¢v). Si ha:

1Ty =1 [, 0" mio T)do < (per (16). (L7), (19)

Mw

q (QC)qquZ/ ol™® mydo = (osservando che g > 1)
R

1 + Di

aq
N .
= aqp{’ (20" M [ 0T / pﬂl-lmmuaf)dp}“ dot
Ry R,

Q

2

2 P2
cap GomMg [ oot [ (o g)dp| do -
R, Ry
—P+Q.
(1.10)

Valutiamo separatamente i due addendi P e (). Poiché

h(o) h(o)
Lo tmp)dp = [ 0 g d)dp < [ mlp, u)dp
+

risulta
a1

p1
do =

a

h(o)
T A |
+

18



Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

a1

= ap}” 20" M [ [p(o)) du(o)

+

avendo posto du(c) = 071 o e (o) = [0 prr—Lm(p, u)dp.
Poniamo ancora per ogni n € N

nAh(o) .
en(0) = /0 P m(p, u)dp

allora ¢, < @11 € (o) — (o) per ogni o > 0; pertanto

lim [ (@) du(0) = [ [p(o)) dp(o).

n—oo R+ R+

Ora si ha

4 a
leal”y = [ Ten(@)) du(o) =
LP1 (1) Ry

nAh(o) 1
= { / p"m(p, u)dp
Ry [Jo

By

[ oo du(o) | dp <

[ ea@ B )[BT [, o)™

% (%)/ 1—1 & q—ql_l a
< “9071” a1 / pp m(/% U) / 10 do dp
LPI( Ry

) Np¢

< /R+ P tm(p, u)

Otteniamo allora

al

/Ool Uq_ql_lda} " dp. (1.11)

Npt

!
a a1 (Ll

lealPly < a0 [ ptimion
LPT () Loy Ry

m

Verifichiamo ora che [|@,]| o < oo:
LP1 ()

a1
a

o oo nAh(o) 1 P
feal”y <O [ {/0 > dp} dyu(o) <
1%

Lr1

00 p1 % 00
< C/ (WM> O-Q_QI_ldO- _ C// ~
0 0

- D1

aan
n A (ﬂ) } ol iy <

< C//

1 0
/ U€q1+q—q1—1da +/ ngl— 1145
0 1
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Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

1 _ u
ndt gd—a 1 ndt

:C/l +
Sn+q—a ¢ —q

+ lim
0 U—> 00

géata—a
< 00,

- :C”|:
San+tq—aq qa—q1 |;

equestoperchéq—ql<Oe§q1+q_q1:m>o_

p—p1
a [(a)
Dividendo entrambi i membri della disuguaglianza (1.11) per ||, || (5) ,
LPL ()
otteniamo

q 1-1 * a1 a
HSOTLHLP}( ) / pp ( ) {/Npé g dO} dp

Ne segue che
[Pl < g pa (20" M lgl| s I

LP1(p)

L P1
p1 —(Np&g)i—ar | 1
S qzi pl(QC)leﬁ/ ppl_lm(p, U) L dp =
Ry qa—q
o (4—491)
- ( : ) pr(2c)" MIIN" o / m(p,u)p" T dp =
q1—4q R,y

P1

- ( a ) p1(2¢)P M{EN
g1 —4q

m(q a1)

[ mipuyprtdp =
R4

(q q1)

- ( : ) B ey M N
q1 —q p

e quindi

q
a1 pay

q p1\ P v
P< () 2¢) 1 M NI~ || 22 1.12
()" @ el £y (112)

Il secondo addendo @ della (1.10) si valuta analogamente: osservando che

/R+ PP tm(p,ug)dp = /ﬂ§+ PP (p + h(o), u)dp =

B /h(a) [ = h(o)]™* " m(p, u)dp < /h(U) PP rm(p, w)dp,

si ottiene

2

Q < qp; (QC)QQM”/]R g™ Vh( )p’”‘lm(p, w)dp| "

+

do =

a2

= ap* (20" M [ [0(0)] dv(o)
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Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

avendo posto dv(0) = 0%~ %2"'do e Y(0) = [,y P>~ m(p,u)dp.
Posto poi per ogni n € N

bal)= [ mlp,u)dp,

nAh(o)

risulta v, < 1,41 definitivamente e ¢, (c) — ¥ (o) per ogni o > 0. Pertanto

Jm [ (o)) dv(o) = [ [w(0)]% dv(o).

Ora si ha “
nll = n p2 d =
Il = [ o)) dv(o) =

= V p’““"lm(p, u)dp
Ry |Y/nAh(o)

= [" o tmipw) [/oN'ﬁ [ (0)]72 " du(o)

< [ o) [/ONPS (o)) (5 1><Z?>'du<o—>}(2) -[/ON”g du<a>] dp <

[on(@)]72 " du(o) =

a2 N %
<||¢n|| ( )/Rﬁ”‘lm(pw [/0 ' 0"“’2‘16&7} dp;

otteniamo allora

1
H%!Zi% < H%H / PP m(p,u l/ oqq“da] dp. (1.13)

(v)

Verifichiamo ora che [[1),] = < oo
LP2 (v)

p2

oy < [T o] s
LP nAh(o

1 :
se h(o) < n cioe 0 < Nn¥, otteniamo

g2 Nn% %
|[Unl " < Cﬂ/ / pm} o2 s < C"/ / pr Uq @1y —
LP2 (1) 0 h(o)

1
! Nnt 1 1 1
=C / n?o?™ 2 do = C"(Nn&)T %2 < 0o
0
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Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

e questo e vero perché g — ¢ > 0.

a /(a2
Dividendo entrambi i membri della disuguaglianza (1.13) per |4, “e () :
L

) P2 (p)
otteniamo

Np%
[Pl 2 </R PP tm(p, u) [/0 Uq_qQ_ldU] dp.
+

L7 (v)

Ne segue che

P2 P2
QI < q=pa(2e)" MEYI| 22 <

1 P2

b2 Npe)i—a | 2

< pcrg: [ prtm(p ) | g,
Ry 49— q

P2

( ) -
- < : ) P20 MEEN / mlp, g dp =
q— Q2 R,

b2

— ( q )q p (2C)p2MP2N
q—q2

Pz(q q2)

/ m{p, )"~ dp =
R4

p2
q
:( q > 2P2(2C)
q—q2 p

a2

D2\ 72 a2 )\ 192 NJa—42 £y
Qﬁq_qQ " (20)2 MZNT®|ull 22 - (1.14)

In definitiva, dalla (1.10),(1.12),(1.14) segue che

e quindi

qz

21 (p
70y < 03 () ey

—lg—ql \p

pql

(1.15)

Prendiamo ora N = M7, M3, |lul|7, ;) con r,s, 7 tali che a secondo membro
le potenze di My, My, ||ul|zr@) abbiano esponenti uguali nei due addendi;
dovra essere
MQlJrT‘(iI*QI) _ MT(Q*QQ)
1% -

1x )

Mq2+8(q—qz) — pslaan)

2% )
Pl +7(q—q1) pq2+T(q q2)
IIUIILP(U) = |lull /7 ,
ossia q
1
a+ri@g—q)=rg—q) = r= )
g1 — g2
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Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

q
e+s(@g—q@)=s(¢—q) = s= 2 )
2 —q1

bq Y4 p q q
S trg—a) =4 — ) = T= (2—1>-
y4! D2 2 —q1 \P2 D1

Con questa scelta di NV, si ottiene che gli esponenti di M., Ma., ||u||Lr1r) sono
esattamente (1 — t)q, tq, q. Infatti, detti «, 5, tali esponenti, si ha

q1 { q192 g }
— Q2| =
q1 — g2 (1 - t)q2 +tq

=7(q—¢2) =

q192 (1 — t)(ql — q2) B 1 B
- {(1—15)([2—1—15%} =1t = =0-1g

B = S(CI - Ch) = &2 { N2> —q1| =
@ —q [(1—t)gp+tq
_ 142 { tq — q2) } _ 1 tq
- - Y 1—t t ?
@ —q [(1-t)g+tn qj+qf2
pq1
— 4+ 71(g—q) =
D1
_ P1D2 {% 1 1 q2P1 — P21 < 4142 ) )} -
_ @ . )| =
(1—=tpa+tp ;1 @—a P2p1 (1—=1t)g +ta
_ PiP2 {(]1 L er g (e — ) } _
(1 —=tpa+tpr ;1 pepi(@e —q1) (1 —1t)g2+tu
_ P12 {(1 —t)q1qap2 + t%ﬁle} _
(1—t)p2 +tp1 | pip2[(1 —t)g2 + tqu]

_ G1¢2[(1 — t)p2 + tp] _
(1 = t)p2 + tpa][(1 — t)ga + tqi]

Percio la (1.15) diventa

1T () |0y < KOME MG |4,

ove 4
pi\ 7
qz <p> ’

’q_Qz|
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Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

e cio conclude la dimostrazione del caso (I)(a).

Dimostrazione (I)(b). Siamo nel caso p; < p; < 00 € ga < ¢ = 00. Per
ipotesi vale la (1.7), mentre la (1.6) ¢ sostituita da

sup T (u)| < Mylul|pe@wy Yue LPH(U). (1.16)

Vogliamo ripetere il discorso precedente, con la sola modifica di rendere nullo
I'addendo P nella (1.10). Per ogni u € LP(U) si effettua la troncatura (1.8),
dove questa volta & = p L. Si pone cioe per ogni o > 0

h(o) = (;)£ €= plpip, (1.17)

pr
e si sceglie N = AMi,||ul|}} ). con A da determinarsi in seguito. Notiamo
che se mandiamo al limite per q; — oo gli esponenti r, s, 7 che apparivano
nella deﬁnizione di N nel caso precedente, si ottengono esattamente i valori
1,0, &

’ Pl
Posto, come prima, u = u{ + uJ, si ha ancora la (1.9); ora con un’opportuna

scelta di A si puo fare in modo che
o o)
m <%7T(u1)) = 0. (1.18)

Infatti poiché |uf| < h(o), si ha u] € L*(U), percio

sup [7(uf) < ME[uf 750y = ME2ps [ 0" m(p.uf)dp <
+

h(o)
< M{’ipl/o PP rm(p, u)dp < M{’ipl/R [h(o)]P* P p" " m(p, u)dp =

+

D1 _ o \P1
= M T ) Pl < (57)

pur di scegliere A in modo che

ML g, < (Z)"
p NP 2¢/

A > 20(p1>p1 .
p

24
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Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

1

Scelto ad esempio A = 2¢ (%)H, vale la (1.18), quindi si ha la (1.10) con
P =0. La (1.14) segue come nel caso precedente, e quindi si ha

1T ()| vy < KM M3, ||ull o

q2 9—a2

(5% ()"
p p ’

Q=

ove K = (2)7 (2% (2)7% (20)"F* (2) 7 = e (1)

Cio prova la tesi nel caso (I)(b).

Dimostrazione (II)(a). Siamo nel caso ps < p; < 0 e ¢ < ¢ < 0o. Si
ripete sostanzialmente la dimostrazione del caso (I)(a); valgono ancora la
(1.6), (1.7) e la (1.8) con la sola differenza che questa volta

q—CI2ZQ<O

b—DP24

§=

Si fa la solita scomposizione u = u+uJ e si arriva alla (1.10). Nel valutare gli
addendi P e () ¢’e qualche modifica dovuta al fatto che o — h( ) & questa vol-
ta una funzione decrescente; precisamente se ¢, (o) = f(;l Ao ppl 'm(p,u)dp,
si ha per ogni n € N

/OW(U) P lm(p, w)dp| [pa(0)] T d(o) =

(1) R

= [ tmipw {/OW (u(0)] 7 ™ dya(o)

BIE) [ N
<leal s\ [ e, | |
LP1 (p) Ry 0

dp <

da cui

=

P p
[P)% < qipy 20le“/ o mipu l/

1 PL
Np&gla—a | &
(Np?) dp =
9—q

P1 -
< qiipr 20 ME: [ mlp,u) [
+

r1
= ()" By
q9—q p
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Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

Analogamente se ¥, (0) = [\ P2 Im(p,u)dp, si ha

nll By = [ o i adp ()] dv(o) =
LP2 (v) Ry |/n

Ah(0o)

= [" o tmio.u)

a /()
<1l ) [ i,
L7P2 (v) Ry

da cui

QU < gBpa20p Mz [ 7 o)

b _(Npe)i—a |«
:w%x%WM%/’wrwmmw[('o)] dp =
Ry

q—qz

P2
_ ( q )QQ ]2(2 )p2Mp2NP2<q qz)HuH
q2 — ¢ p

Sostituendo nella (1.10) si ottiene come nel caso (I)(a)
1T ()l Loy < KMy My, lull ooy

con K’ = —K ove K ¢ la costante del caso (I)(a).

Dimostrazione (II)(b). Siamo nel caso p; < p; < © e ¢ < ga = oC.
Le ipotesi sono

m(o,T(u)) < (

sgp T (w)| < Mou||u|| e (U) Yu € LP2(U).

Ml*HUHLm (U)
g

q1
) Yu e LP(U),

Si ripete la dimostrazione del caso (I)(b), scegliendo la troncatura (1.8), con
e=-—"L2 <o
b2 —Pp

si fissa N = )\M2*||u||§(U con A da determinarsi. Il valore di N si ricava dal
valore di N del caso (I) ga) mandando al limite per g; — oo gli esponenti

r,s,t. Scegliendo A = 2¢ (pz) si ottiene

m (%,T(@)) —0
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Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

e quindi nella (1.10) il termine @ ¢ nullo. Si ha poi la (1.12) come nel caso
(I)(a), e si ottiene infine

1—t
1T () |4y < (B ME ul| 4, 0,

ove
a1

1 a1
o= () () ot
q—q1 p

Dimostrazione (IIT)(a). Siamo nel caso 1 < ¢ < ¢ < 0 el < p =
p = pg < 00. Per ipotesi si ha

M, p “
m(o, T(u)) < (”‘“HL(U)> Vu e LP(U),
g
Mo, p 2
m(o,T(u)) < (”'“”“”) Yu e LP(U).
g

Si ha allora

N [e%S)
IT ) = a | 0" 'm(o, T(w)do +q [~ o 'mlo, T(w)do <

N [e]
ME [l [ 07" o+ qME Julfg, [ ot o =

Ni— 2 Ni—a
= QEMQE ||u||qL2p(U) + qﬂMﬂ ||u||‘fp(U).

Scelto N = M7, M3, ||ul|75 ), siano 7, s, 7 tali che le potenze di My, Moy, [[ul|£e(o)
abbiano esponenti uguali nei due addendi; cosi si ottiene
4 a2

s = ,
2 — 1

r= 7—217

B C]1—C]2’

e quindi
1—t
1T )[40y < (K" ML M2 ul| %, 0

K”:q}z{ ! + ! }
g —1 q—q2

Cio conclude la dimostrazione del caso (IIT)(a).

ove
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Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

Dimostrazione (IIT)(b). Siamo nel caso 1 < p; = p =ps < o0 e 1 <
g2 < q1 = 00. Per ipotesi si ha

M. . » q2
m(o, T(u)) < <2||U||L(U)> Yu € LP(U),
o
sup T(uw)| < Myullprwy Yu e LP(U).

Allora

My |lullLp
IT@ ) =a [ o 'mlo, T@)do =g [ 0" (o, T(u))do <
R, 0

M |[ull pa
<aMElulpe [ o
0
e analogamente al caso (IIT)(a) si ottiene infine
1t
17Ny < VML M 0,
ove K" si ricava dalla K” del caso (III)(a) con un passaggio al limite per

q1 — o0; si ha cioe
1—t t

K”—( 1 >q1+q2
BN '

Dimostrazione (IV). Siamo nel caso p; < p1 = 0 e ¢a < ¢ = o0; in
particolare g—z = g. Per ipotesi si ha

sup [T'(u)| < My, sup [u| Vu € L>(U),
v U

Mo |lull Loy \*

m(o, T(u)) < < ) C vuerm).

Sia w € LP(U), allora facendo la solita scomposizione u = u{ + uJ, avendo
pero posto per ogni o > 0

g

o
o) =
(o) ML
si ha nel solito modo
ag J ag
1T @))% <q/ a1 —,T(ul))+m(2—c,T(u2)>} do.

Poiché u§ € L>(U), si ha

sup [T(uf)| < M. supuf| = Mi.h(e) = o
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Capitolo 1 1.3.2. Spazi LP" di Lorentz

e quindi analogamente a quanto visto nei casi precedenti

Ty < [ o (5. T05)) dor <

q
a2 2

< apf ME o) [ ore! U pmlm(p,ug)dp}” do —
Ry Ry

a . 2
—appugeon [ [ i) dvlo)
Ry [Yh(o)

Si potrebbe continuare la dimostrazione in modo del tutto analogo a quando
si ¢ valutato 'addendo @ nel caso (I)(a), ma esponiamo invece un procedi-
mento equivalente. Se ¢ : U — V & misurabile, si ha

ovdp|

¢l Ls(U) = sup

6l oy <1 U

ese @ & L*(U), i due membri dell'uguaglianza valgono infinito. Nel nostro
caso, posto

o) = /( P im(p,u)dp, s =L > 1,
h(o)

b2
si ottiene “ .
1T (W Loy < apz® M32(20)2 ([0l ™ =
LP2 (v)
a2
P2
=P MEe” s | [ plo)ulo)ano)|” <
”¢|I <q72)/ Sl R+
L\P2J) (v)
a . 2¢Mi.p e
< qp§? Mg (20)" [ tmew | [ wlo)ldvo)] do
<1 YRy

[l ( )/(u)

Utilizzando la disuguaglianza di Holder, otteniamo ponendo av = || || ()
P2 1/)

1T ()70 <

< gpl M (20)" sup / [ap’”‘lm(pw)
R+

a<l

a2 1 2cMi+p % P2
<t ag o | [ | [ o) dp| - -
+
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Capitolo 1 1.4. Applicazioni del teorema di Marcinkiewicz

92

/ ppsz(qfqz)%m(p’ w)dp P2
R4

I} 1
= gp{* MJ; M *(2¢)? ( )
q—qo

g2

q - P2\ 72
= () Comzmaag (%) g, =

17
= (K" MM [l 0

1

1 1

" o__ q a (p2\p

ove K" = 2c (—HQ)‘ (). |
Notiamo che K diverge per t — 1 cioe per ¢ — ¢.

Cio conclude la dimostrazione del teorema di Marcinkiewicz. O]

1.4 Applicazioni del teorema di Marcinkiewicz

Grazie al teorema di Marcinkiewicz possiamo dare una generalizzazione della
disuguaglianza di Young. Consideriamo (R", u) con p misura di Lebesgue,
e sia w una funzione positiva e misurabile su R™. Definiamo con LP(w) lo
spazio LP rispetto alla misura wdzx, la cui norma e

1w = ([ 1@ o))"
Teorema 1.4.1. Sia 1 < p < 2. Allora la trasformata di Fourier verifica

17 ()l Lo ey < Cpll fll e

Dimostrazione. Consideriamo la mappa

~

(T = [€]"f(E), &R
Grazie alla formula di Parseval otteniamo
IT(H) 22 = 1 Fllze < ClIF e
Dato che L2(|¢|7%") D L*(]£|7®") possiamo dire che
T: L* — L2(|¢]7°).
Vogliamo che sia ben definita
T: L' — Li(J]™); (1.19)

in questo caso, applicando il teorema di Marcinkiewicz, otteniamo che ¢ ben
definita
T:LP — LP(E|™™),
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Capitolo 1 1.4. Applicazioni del teorema di Marcinkiewicz

il che implica il teorema. Per dimostrare la (1.19) consideriamo l'insieme

~

Ey ={&: [€]"|f(E)] > a}.

Chiamiamo v la misura |£|72"d¢; possiamo assumere che || f||z1 = 1, cosicché

~

1f(6)] < 1. Se £ € E, abbiamo ¢ < |¢|™. Percid
= = ~2ng 24
mlo T(F)) =v(Ey) = [ Je[rde< [ el

Facendo ora il cambio di variabili £ = Rw con R > 0 e w € S"!, otteniamo

/ €7 dg = / / R—%R”—ldwdR:wn/l R R = "0"",
|€In>0 on Jgn—1 e n

dove w,, ¢ la misura (n-1)-dimensionale della superficie sferica.
Da cio ricaviamo

m(o, T(f)) < Co™!

da cui

om(a, T(f)) < C|[fllzr,
e quindi T'(f) € L,(¢]7*"). O

31



Capitolo 2

Trasformata di Hilbert

2.1 Punti di Lebesgue

Data una qualunque f sommabile su R", le sue proprieta di misurabilita e di
sommabilita non cambiano se essa viene modificata su un insieme di misura
nulla. In questo paragrafo ci poniamo il problema di trovare, se possibile,
una versione canonica di f, che ne ottimizzi la regolarita buttando via, ad
esempio, le discontinuita eliminabili. Cominciamo con la seguente

Definizione 2.1.1. Sia f sommabile in R™. Un punto x € R" si dice punto
di Lebesgue per f se f(z) e Re

li !
Tigl* m(BT)

Joo ) HO) = Fa)ldz =0

ove B(x,r) e la palla di centro = e raggio r in R™.

Osserviamo che se f e continua, allora ogni punto e di Lebesgue per f,
ma per una generica f solo sommabile non e detto a priori che i punti di
Lebesgue esistano. In effetti pero si ha:

Teorema 2.1.2. Se f ¢ sommabile su R™, allora quasi ogni x € R™ e punto
di Lebesque per f.

Dimostrazione. Per ogni x € R" introduciamo le seguenti quantita:

1

A@) = g L O = f@ld =0,

Ag(x) = limsup A, f(x),

r—0+t
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Capitolo 2 2.1. Punti di Lebesgue

1

Dobbiamo dimostrare che
m({zx e R": Af(z) >0})=0
ed a questo scopo bastera provare che la misura esterna
m*{x eR": Af(z) >t}) =0 vt >0,

in quanto da questo fatto e dalla subadditivita di m* segue che 'insieme

{zeR": Af(z) >0} = {xER”:Af(x)>;}

keNt

ha misura esterna nulla (e quindi ¢ misurabile, con misura nulla).
Sia dunque ¢ > 0. Fissato j € N, sia g; € C§(R") una funzione tale che

1
1f = gillc ;
Si noti che si ha Ag; = 0 in R™. Utilizzando il fatto che

Af(x) < A(f — g5)(z) + Agj(z) = A(f — g;)(v),

possiamo scrivere

Af() < AT =)o) <tmswp o [ 1 = gjlda 1 /(@) = g(0)] <

r—0+ m(Br> B

< M(f = gj)(x) + [ f(z) —g;(x)]  VjeNT.

Ne segue
m*({x e R": Af(z) > 2t}) <

<m({z € R": M(f —g;)(x) > t}) + m({z € R" : |f(z) — g;(x)| > t});

osserviamo che i due insiemi a secondo membro sono misurabili, il secondo
per la misurabilita di f e di g;, il primo perché ¢ addirittura un aperto.
Il secondo addendo si stima facilmente:

n 1 :
m({r € R [f(2) — (@) > ) < SIf — gl WjeN*.
Per maggiorare il primo addendo ci occorre un enunciato apposito.
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Capitolo 2 2.1. Punti di Lebesgue

Proposizione 2.1.3. Se p € L'(R") et > 0, allora
n 3”
m({z € R": My(z) > t}) < — |l

Dimostrazione. Sia K un arbitrario compatto contenuto nell’insieme {z €
R™ : My(xz) > t}. Ogni punto € K ¢ allora il centro di una palla aperta
B, = B(z, ;) tale che

/ lpldx > tm(B,).
By

Dato che le palle {B,},cx ricoprono K, esistera una sottofamiglia finita di
palle {B,,, ....... , By, } tale che

Proveremo ora che si puo trovare una ulteriore sottofamiglia { By, , ....... » Bz, }
contenuta nella sottofamiglia iniziale, ove Bxij = B(x;;,7;;) tale che:

1. le palle Bxij, 7 =1,....k, sono tutte disgiunte;
2. K C U, B(wy;,3r,);
3. m(k) < 3" Z?Zlm(Bxij).

Per provare cio, non ¢ restrittivo supporre che si abbia r; > ry > .7,
Scegliamo 7; = 1 e buttiamo via tutte le palle B, con ¢ > i;, che intersecano
By, . Sia ora B,,, la prima palla, secondo l'ordinamento degli indici, che ¢
disgiunta da B,, (ammesso che ci sia). Nuovamente buttiamo via le palle
B,,;, con i > iy, che intersecano B,, , e prendiamo come terza palla B,
la prima che ¢ disgiunta da B, . procedendo in questa maniera, dopo un
numero finito di passi esauriamo le palle a disposizione ed il processo si
arresta. Il risultato e la famiglia By, , ..., By, , che per costruzione ¢ fatta di
palle tra loro disgiunte. Dunque vale (1). Inoltre notiamo che se B,, € una
delle palle scartate, allora deve essere B,, N Bmij # () per qualche 7 =1,....k
con i > ij; in particolare si ha 7; < r;; e di conseguenza B,, C B(z;,,73,).
La stessa inclusione vale ovviamente se B, ¢ invece una delle palle B, . Per
larbitrarieta di B,,, si conclude che

p k
K C U le - U B(l’z‘j,g’l"ij),

i=1 j=1
ossia vale (2). Infine, (3) ¢ facile conseguenza di (2) in quanto

m(B(z;;,3ri;)) = 3"m(Bxij).
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Capitolo 2 2.1. Punti di Lebesgue

Dunque (denotando per semplicita con B; le palle Bxij)

k n k

ed essendo le palle B; disgiunte si conclude che

37’1
m(K) < gl
Questa disuguaglianza vale per ogni compatto K contenuto nell’insieme {x €
R"™ : My(x) > t}; dato che ogni chiuso F' di R” ¢ unione al pitt numerabile
dei compatti ' N B(0,k), k € NT, la stessa disuguaglianza vale per ogni
chiuso contenuto in {x € R™ : Mp(z) > t}. Poiché tale insieme ¢ misurabile,

ne segue la tesi. O

Torniamo alla dimostrazione del teorema. Per quanto abbiamo visto,
possiamo dedurre che

m*({x € R": Af(z) > 2t}) <

<m({z e R": M(f —g;)(z) > t}) + m{{z € R" : | f(z) — g;(x)| > t}) <
< 143
- t
e dunque per come si ¢ scelta g;,

1f = gille,

m*({z € R : Af(z) > 24}) <

Vj € NT,

Passando al limite per j — oo otteniamo
m*({x e R": Af(x) > 2t}) =0,
da cui la tesi del teorema. O

Corollario 2.1.4. Se f ¢ sommabile in R, e F(x) = [*_ f(t)dt, allora si ha
F'(x) = f(x) in ogni punto x di Lebesgue per f, ossia q.o in R.

Dimostrazione. Sia x un punto di Lebesgue per f. Per ogni successione reale
infinitesima {d, },>0, tale che 6,, # 0 per ogni n, si ha

—dim [ [ i ()| <

n—»00 5n =

li £+ %) = Fl2)

n—00 5n

- f(z)

35
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< gm [0 < gm0 ) sl =

n—00 (Sn n—00 ‘5n| —[6n]
2
lim — t)— f(x)|ldt =0
B T ey O~ 1)

in virtu della definizione (2.1.1). Per Parbitrarieta della successione si ha la
tesi. [

Corollario 2.1.5. Sef ¢ sommabile in [a, b], allora

d

4 /ax f(t)dt = f(x) per q.o. € [a,b].

Dimostrazione. Basta prolungare f a 0 fuori di [a, b] e applicare il corollario
precedente a fX(q.- ]

2.2 Funzioni armoniche su un semipiano

Definizione 2.2.1. Definiamo nucleo di Poisson e nucleo coniugato di Pois-
son per x € R e y > 0, le seguenti funzioni

L v Q(:v,y>=1 .

P(x’y):;ﬁ—i-yy ;xQ—l—yQ'

Osservazione 2.2.2. Valgono le seguenti uguaglianze:

/ P(z,y)dx =1 Yy > 0,
R

/ Qz,y)dr = +o0 Yy > 0.
0
Inoltre Q(-,y) € LP(R) per ogni p > 1, e

. 1 y+ix 1T — 7
P(x>y)+lQ(x7y):;$2+y2 :;x2+y2 = ’/T(:E—l—zy)

Se f € L*(R), le funzioni

u(z,y) = /RP(I —ty)ft)dt,  v(zy) = /R@(x —t,y) f(t)dt
sono armoniche coniugate in R x R™, il che significa:
Au =0, Av =0
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Capitolo 2 2.2. Funzioni armoniche su un semipiano

e u, v verificano le equazioni di Cauchy-Riemann
Uy = Uy, Uy = —Uy.

La verifica € banale dal momento che si puo derivare sotto il segno di integrale.
La u & detta integrale di Poisson di f.
Inoltre

lim v(z,y) =0

Yy—r+00

per convergenza dominata: infatti

Qe — t.)r )] < —— FO1 0] < Z1@] vz 1

lim Q(x—t,y)f(t)=0 vt € R.

Yy—r+00

Lemma 2.2.3. Valgono le sequenti affermazioni:

lim u(z,y) = f(z) per q.o. x € R; (2.1)

y—0t
esiste una funzione 0 tale che

lim v(z,y) = 0(x) per q.o. x € R. (2.2)

y—0t

Dimostrazione. Per mostrare la (2.1), si fissi y > 0, e si ponga

_ y .
allora si ottiene 5
/ ry
r) =———"—5=<0,
‘P( ) (TQ +y2)2 =

quindi ¢(r) decresce, e in particolare

gw(r) < /

2

T y ,r
T dw</ —~——dt = arctan —
SIx\gs@(l dx < ) Pt y

dunque

lim rp(r) =0

r—0t

e pertanto esiste A > 0 tale che

ro(r) < A Vr > 0.
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Sia adesso = un punto di Lebesgue per f. Sia 6 > 0 e sia > 0 tale che (per
definizione di punto di Lebesgue)

1/r o —t)— fo)dt <8 ¥r<n.

rJ—r

Valutiamo la differenza |u(x, y)— f(z)| scrivendo, grazie al fatto che [ P(x,y)dx =
1, per ogni y > 0,

uz,y) — f(z)| =

L ple—n- f(w)]dt‘ <

y P
qun m[f(x —1) - f(%’)]dt‘ = L+,

<|f_ &t [f(x—t)—f(rc)]dt‘Jr

<n 1* +y?
Si ha per r <n

Yy

B[ A = f@l gyt =2 [ =) = ) gt

[t]<n

posto G(r) = [y U\ﬂgs |lflx —t) — f(x)|dt] ds, integrando per parti si trova

I =

2G(n)y n Gty
AR 4/o (

dt <
2 y2)2 =

<2A/n53ds+4/n&Zydt<A52+45/n Y g =
~ o o @y o 2+y?

= Adn* + 46 arctan "< (An? 4 2m)é.
Y

Inoltre
I, =

Yy
Jyon =0 - f(x)]dt\ <

< [ Xt @PE I = ldt+ [ xguen OP(E IS @)dt <

< g PG o)l [LF e + [ @ge=m PG )l
D’altra parte,

lim su = lim ———— =

yR0% sy [P 32 o0t 1P+ 1
lim P(t,y)dt = lim 2 Y gt = Tim 2 {arctan } =
y—0F Jit|>n y—0t Sy 24y y—0F yl,

lim <7r— 2arctann> =1—7=0.
y—0+ Yy
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Quindi
y—0t
Percio
y—0t
ossia

lim |u(z,y) — f(z)] =0

y—0+
se z ¢ punto di Lebesgue di f. Cio prova (2.1).
Per provare (2.2) ci serve il seguente lemma:
Lemma 2.2.4. Sia g € L'(R). Allora, posto G(x,y) = e*@¥+w@y) - egiste
il limite
lim G(z,vy) per q.0. * € R.
y—0

Dimostrazione. Scrivendo
g=1(=9)" —(=9)”

possiamo supporre g < 0 e poi il caso generale segue banalmente per molti-
plicazione. Sia dunque g < 0, cosicché |u| < 1.

Sia a € R e poniamo 2

A=la,a+ 1] x RT By

D =[a,a + 1]x]0, 1|

1 1
Dj:[a,a‘l—l]x —,—+1|:
J J :
E =la,a+ 1] x {0}. y arl

Sia .
Gj(r,y) =G (%y + j> ;
notiamo che |G| <1 in R x R*, quindi |G;(z,y)| < 1. Posto ora
piley) = [ Pla—ty)xe(t)G(t, 0)dt
risulta |¢;(x,y)| < 1in R x R*. Siano ora
bi(w,y) = Gj(w,y) — @i(2,y),
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gi(7) = Gj(x,0)xx(r);

allora || g;||r2r) < Vm(E) = 1.

Quindi esiste una sottosuccessione {g;, } C {g;} tale che g;, — ¢ in L*(R),
da cui

l}LIgowjk(x,y): hm/P:z:—tyg]k /P:v—ty (t)dt =: p(z,y).

k—o0

Poiché G,(z,y) = G(z,y) per j — oo,

Vi (2, y) = Gy (2, y) — ). (2,y)

converge per k — oo a G(z,y) — o(x,y) =: Y(x,y).
Osserviamo che 1;, e ¥ sono armoniche in R x R* (sono integrali di Poisson).
Poi, grazie a (2.1),

lim o(z,y) = g(z) per q.o. z € R.
y—0t

Proviamo che
lim ¥(z,y) = g(z) per q.o. x € R.
y—0+

Notiamo che
;] < 1G]+ |pj| <2

e che per ogni xy € K

i o) = tm (6 (04 ) —pen) = @3)

(@,y)=(20,0) (@,y)=(20,0)

e <x0, ;) gi(w0) = G <x0, ;) e (IO, ;) (o) = 0.

Ora cerchiamo z(x,y) armonica in R x RT, tale che

2(z,y) >0 V(z,y) € R x R, (2.4)
z(z,y) > 2 V(z,y) € 0D\ E, (2.5)
lim z(xz,y) =0 per q.o. r € E. (2.6)

y—0t

Se la trovassimo, avremmo z(z, y)£¢;(x, y) > 0in 0D\ E; quindi risulterebbe
z £1; > 0 in D: infatti, altrimenti, il principio del massimo per funzioni
armoniche implicherebbe l'esistenza di una successione {(xx,yx)}eny € D,
tale che (zy,yx) = (Z,9) € E, e z(xk, yr) £ ¥;(vk, yr) < —€ per ogni k € N,
con € > 0 opportuno. Ma si e visto che ¢;(xy, yx) — 0 per k& — oo, in virtu
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di (2.3). Dunque per k grande avremmo z < 0, il che sarebbe assurdo.
Percio, passando eventualmente a una sottosuccessione, potremmo dedurre
per ogni (z,y) € D

lim [2(z, y) £ 4;(2, )] 2 0,

ossia |Y(z,y)| < z(z,y) per ogni (z,y) € D. Da (2.6) avremmo allora

lim ¢(z,y) = 0.

y—0+

Costruiamo allora la z. Poniamo per y > 0

cy xr\£(t)
) —/ _Xep\)
(2, 9) v+ T Jr (x — )2+ 92

con ¢ costante da determinare. Allora vale (2.4) e vale (2.6), perché se = €
[a, a + 1] integrando non ha singolarita e quindi al limite per y — 07 tende
a 0. Proviamo che vale (2.5). Se (z,y) € 9D con y = 1, allora

2z, y) > 2y = 2.
Se (z,y) € 0D con 0 < y < 1, allora x = a oppure x = a + 1.

Consideriamo il caso © = a:

cy 1
z2(x,y) > — ———dt =
(z.9) 2 T JrRE (x—t)? + y?

cy /‘1 1 cy [ 1
S T N .
N P PRy R S pra F R

00 1 1 1
= as+ 2 [ s>
mJo 824y T Jooo 82+ 12

Z%/ 2y dSICy{arctans
T Joo 82+ 92 T y

= C.

—0o0

Con =z = a + 1 il conto & analogo.
Quindi, scelta ¢ > 2 si ha z(x,y) > 2. Come si ¢ visto, cio implica che

lim ¢(z,y) = 0.

y—07t

Si conclude allora, per I'arbitrarieta di a, che esiste

lim G(z,y) = lim p(z,y) = g(x) per q.o. x € R,
y—0t

y—0+
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Torniamo allora alla (2.2).
Come si e visto, esiste

lim G(z,y) per q.o. ¥ € R,

y—07t

e tale limite & diverso da 0 essendo |G(z,y)| = e“®¥) — /@) per (2.1).
Percio esiste anche
lim @Y = cos(x) 4 isinf(x),
y—0t
ove # ¢ una funzione definita solamente modulo 2x. Tuttavia, essendo v
continua in R x R*, se per due successioni infinitesime {yx}ren,{y} tren
avessimo
lim v(z, yx) = a,
k—o0
lim v(x,y,) = b= a+ 2mmn, m # 0,
k—o0

allora per continuita tuttii punti fra a e b sarebbero punti limite di successioni
v(z,g) con yp — 0. Quindi #(x) non sarebbe ben definita neanche modulo

27,
Poiché invece # € ben definita modulo 27, deve esistere

limv(z,y) = 0(x) per q.o. x € R,
y—0
[
Lemma 2.2.5. Se w(x,y) é armonica in R x Rt e limitata in ogni {(z,y) :

Yy > yo} con yo > 0, allora per ogni y1,y2 > 0

w(z, Y1+ ya) = /RW(t, y1) Pz — t,y2)dt.
Dimostrazione. Sia yy > 0, sia

2z y) =w(z,y+y)  y=0.
Sia poi per ogni (x,y) € R x R*

z(z,y) = /Rw(t,yo)P(x —t,y)dt.

Vogliamo provare che z = 2.

La w ¢ armonica in R x R*, nonché limitata e continua in R x R+. Possiamo
estendere z; a R x R, ricordando il lemma 2.2.3, ponendo 2 (z,0) = w(z, yo)
e in questo modo abbiamo una funzione continua e limitata su R x R+, ar-
monica in R x R*.

Allora h = z; — z € armonica in R x RT, continua e limitata in R x R*, e
nulla su R x {0}. Ne segue che h = 0 (estendendola per riflessione dispari su

R x R, essa resta armonica e limitata su R?, quindi si applica il teorema di
Liouville). O
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2.3 Stime per la trasformata di Hilbert

Definizione 2.3.1. Sia f € L?(R). Definiamo la trasformata di Hilbert H f
nel seguente modo:
1 _
Hf(z) = — lim fle—y)

L dy, reR
T =0T JJy|>e} Yy

Definizione 2.3.2. Lo spazio di Schwartz S(R") ¢ 'insieme
S(R™) = {p € C°(R")|z — 2°D"(p(x)) € L°(R™) Vo, € N"}
A priori H f(z) potrebbe non essere ben definita. Pero si ha:

Proposizione 2.3.3. Sia .Z : L*(R) — L*(R) la trasformata di Fourier.
Allora se f € S(R) si ha

Hf(x)= F7 [~i sgn()Ff)()] (@) Ve eR.

~

Dimostrazione. Scriviamo, come ¢ d'uso, Z f(§) = f(£). Se f € S(R), allora
f € S(R) e la funzione f(-)sgn(-) pur essendo (possibilmente) discontinua in
£ =0, ¢ certamente in L'(R) e questo ci servira per scrivere esplicitamente
Z1(f(-)sgn(-)) come un integrale su R.

Posto
1

(2) = selr|>e¢
e\&r) =

g 0 selz|<e
si ha g. € L*(R) e

Iy pew e cmnem)

per il teorema di Young; ricordando che

fra=T-a (f € S(R) = [ *g. € L'(R))

si ha X P )

1,7~ T—y

F N0 (x) == ——dy.
T J{ly|>€} Yy
Calcoliamo g.:
g.(§) = lim " g (z)dr = lim cosx — isin xfdx =
R—oco J{|z|<R} R—00 J{e<|z|<R} T

= —¢ lim <O — sinxg) dr = _Z/ Sinx’é:ldx.
R—oc0 {e<|z|<R} T T J{|z|>e} X
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Smfé dz ¢ dispari, quindi coincide con

La funzione & — %f{xe[@:‘ﬂze}

1 .
sgn(f)—/ s1nx£d
T J{zeR:|zx|>e} T

Pertanto .
sint

_ : 1 /
(2) = —i sqn(e)L o dt
ge() 9 @W {teRift|>cle]}y T

e in particolare

i :(6) = i sgn(@)~ [ e = ~i sgn(©)
Percio otteniamo
1 - s |
™ Hylze) ﬂxyy)dy:yﬂ(f'ga(x) 271'/ IO =

T o / fof(f)sgn(f’) Llr /{ItZEIE} Si?tdt} «

e per € — 0, grazie alla convergenza dominata (ricordiamo che fes (R)), si
ha

Hi) =ty o [ s fi@sgnie) | [ Tt -
= [ e @sgn(ehde = F (~i sgn()]() (0)
O
Di conseguenza si ha:

Teorema 2.3.4. La Trasformata di Hilbert H verifica:
H e Z(L*(R)),
15 2(z2m) = 1.

Dimostrazione. Se f € S(R) si ha

||Hf||L2(R) = ||§_1 (—if(-)sgn(-)) ||L2(R) = \/12—7r||f||L2(R) = Hf”L?(IR)
Per la densita di S(R) in L*(R) si ottiene la tesi. O
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Come abbiamo visto, la trasformata di Hilbert ¢ lineare e limitata da
L*(R) in sé, con |H| 2wy < 1. Mostreremo ora che la trasformata di
Hilbert, opportunamente estesa a L!'(R), ¢ lineare e continua da L!'(R) a
Li(R).

A questo scopo consideriamo la funzione,

O(x) = lim v(x,y) = hm/Qm—ty f(t)dt

y—0t y—0t

definita da (2.2)per ogni f € L'(R). Osserviamo che se f € L?(R) si ha
0 € L*(R), poiché per il Lemma di Fatou

/\9 |dw<hm1nf/]U:cy|dx——hm1nf/\v§y\d§,

essendo (¢, y) = Q(&,y)f(€) = —isgnée ¥l f(€), segue che

/R|H( )*dz = lim 7/’ vl f(¢) d§= 217T/R’f(§)’2d§ < 0.

y—0t 27

In particolare, esiste {yx }ren infinitesima tale che

v(bye) ~w o in L*(R);

ma poiché

v(x,yg) — 0(x) q.o.,
si ha

(k) — 0 in L*(R).
Dunque

o(oye) =60 in L(R);
ma (€, yp) = —i sgn(&)f(€) q.0., e quindi
0(6) = =i sgn(€)£(¢).
Dunque, se f € L*(R) si ha

~

0 =7 (—isgn()f()=Hf.

Osservazione 2.3.5. Quindi possiamo estendere la definizione di Hf a
L'(R), ponendo

Hf(z) = lim v(z,y) = 0(x) Vf e L'(R), (2.7)

y—0t
ove v(z,y) = [p Q(z —t,y) f(t)dt.
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Proposizione 2.3.6. Se f € L'(R) allora per ogni o > 0
m{z € R: |Hf(z)| >0} < <,
o

ossia Hf € LY(R) e H ¢ un operatore da L*(R) in LL(R) limitato.

Dimostrazione. Decomponendo f = f* — f~, possiamo limitarci al caso
f=>o.

Per s > 0 sia w(z,y) = log |1+ s[u(x, y) +iv(z,y)]|; allora usando il fatto che
u, v verificano le equazioni di Cauchy-Riemann si vede che w & armonica in
R x R*, ed inoltre w & limitata in ogni semipiano del tipo {(z,y) : ¥y > yo}
con yo > 0: infatti, dalla maggiorazione log |1 + z| < log(1 + |z]) < |z| segue

|M%w§/%’uwm+é(ﬂ%w

2s
— | f(t)|dt < — .
N Py P e e LG s 1) 1

Applicando il lemma 2.2.5, si ha per n €0, y|

log |1+s[u(z, y)+iv(z,y)]| = /Rlog |1+8[U(t,y—n)+iv(t,y—n)]\mdt;
se n — y~, il lemma di Fatou implica
log 1+ s[u(z, y) + iv(z,y)]| =
: . n
=1 log |1 ty — ty — dt >
Jim J log |1+ slu(t,y —n) +iv(t,y 77)]|(3,3_75)2 e
. Y
> [ log|l t 0(t)||—————=dt.
> [ Jog |1+ slf(0) + 00l s
Da qui ricaviamo, moltiplicando per vy,
y?
— 1 1 t)]? 0(t)]2dt <
Jo oy e VI TP + o0 <
< ylog |1+ s[u(z, y) +iv(z,y)]| <yslu(z,y) +iv(z,y)l.  (28)
D’altra parte, si ha, per convergenza dominata,
2 2
. . L y - (z—1)%y _
Jim y(u(z, y) + (e, y)) = lim | f(?) {(m IR R s

= [ f@®dt = |l
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perché f > 0. Percio se y — oo in (2.8) otteniamo

[ 108 T+ sFOF + 600t < 51| fluss

Dunque, posto E, = {t € R:|6(t)| > o}, si ha

(tog som(E,) < [ log|so(®)ldt < [ log /[T +sf(OP + [OOPdt < 51| 13-

Scelto s = £, si ha infine

m(EJ) S erHLl(R)‘
g

]

Applicando il teorema di Marcinkiewicz, concludiamo con questo risulta-
to:

Teorema 2.3.7. La trasformata di Hilbert, definita da (2.7), ¢ lineare e
limitata da LP(R) in LP(R) per ogni p €]1,2].

Osservazione 2.3.8. L’aggiunto H* dell’'operatore H in L*(R) ¢ —H: infatti

(o HI) = (o, P (=i sgn()f())) = 5-(8, —i sgn()fy =
= o [ @(€) sgn@) € = 5 [~ sgn(@p€) ()it =
—on 2w [ 77 (i sgn()0)] (€T € = (~Hep, ).

Allora per ¢, in S(R) si ha

(o, HY)| = [(Heo, )| < |Holl o [¢l|e < 1 H Lz [l o 9] 2o,

da cui

(s, Hy)|

ol = Hlzanl¥s

N 1,1 _
Percio se ’ + i 1
I HY|| ey = | HY |l o < | HI| 2oyl ze,

e dunque H si estende, per densita, a un operatore continuo da L7 in sé per
ogni q € [2,00[, con
| H|| .2y < [[H|| 2 (Lr)-
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