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Introduzione

Sebbene il mondo dei numeri interi fin dall’antichita abbia affascinato 1'u-
manita, e molti importanti risultati siano stati ottenuti in particolaredalla
scuola greca e dai Pitagorici, dopo le fondamentali opere di Euclide e Diofan-
to di Alessandria lo studio dei numeri interi e delle loro proprieta ¢ caduto
nell’oblio.

Si suole dire che il padre della moderna teoria dei numeri sia Fermat
(1601-1665), che per primo dopo molti secoli raggiunge significativi pro-
gressi in vari settori. Nel secolo successivo Eulero (1707-1783) studia, fra le
moltissime altre cose, la distribuzione dei numeri primi attraverso la funzione

m(x) = Z 1, p primi,

p<x

scoprendo la fondamentale identita

H (1 —p*s)fl = Zn*‘g, Re(s) > 1,
n=1

P primsi

che lega i numeri primi a quella che viene chiamata, dopo che Riemann
(1826-1866) la analizzo a fondo, funzione ( di Riemann.

(s)=3 ni Re(s) > 1.

n=0

Nell’articolo “Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen
Grosse”, pubblicato nel 1859, Riemann si propone di studiare la funzione
7(x) e scopre lo stretto legame tra la funzione ¢ ed il teorema dei numeri
primi, che stabilisce il comportamento asintotico di m(z).

Nello stesso articolo viene formulata ’ipotesi di Riemann riguardante la
disposizione nel piano complesso degli zeri della funzione (, che & ancora
oggi un problema irrisolto.

In questa tesi ci si propone di introdurre questo argomento e illustrarne
alcuni risultati importanti, mettendo in evidenza il legame con il comporta-
mento asintotico della funzione 7(z). Vediamo in dettaglio il contenuto dei
capitoli.



6 INDICE

Nel capitolo 1, dedicato alle premesse, introduciamo e dimostriamo al-
cuni risultati, che utilizzeremo nei capitoli successivi, riguardanti i polinomi
di Bernoulli e la funzione I' di Eulero

Il v v+1\°
I'(s) = - .
() SVI_I1V+S< v )

Nel capitolo 2 ci si occupa per prima cosa di estendere la definizione
di ¢ a tutto il piano complesso, facendo uso dei polinomi di Bernoulli. Si
osserva che ( e olomorfa su tutto C, ad eccezione del punto s = 1 che € un
polo semplice. Successivamente grazie alla funzione I'(s) si arriva a scrivere
I’equazione funzionale

i (5) e =n T (5 ) -y

che garantisce la simmetria degli zeri di { rispetto alla retta di ascissa %, ad
eccezione eventualmente dei poli di I'(s).

I1 capitolo 3 inizia con lo studio della disposizione degli zeri di ((s): si
scopre che non vi sono zeri di ¢ nel semipiano Re(s) > 1 e che nel semi-
piano Re(s) < 0 gli unici zeri sono in corrispondenza dei punti s = —2n,
n € NT. Questi ultimi, poiché si determinano in maniera relativamente
semplice, sono detti zeri banali di (. E invece molto difficile determinare
la disposizione degli zeri nella regione di spazio 0 < Re(s) < 1, che per
questo viene denominata striscia critica. Una semplice osservazione, che si
puo fare immediatamente a partire dall’equazione funzionale, & che gli zeri
nella striscia critica sono simmetrici rispetto alla retta verticale di ascissa %,
grazie all’assenza in essa di poli della funzione I'(s).

La congettura di Riemann afferma che tutti gli zeri non banali di ¢ si
trovano esattamente sulla retta Re(s) = 3.

I risultati finali di questo capitolo sono la dimostrazione del teorema de:
numeri primi, che afferma

lim @ =1,
—00 Togz

e la dimostrazione dell’esistenza di infiniti zeri nella striscia critica.



Capitolo 1

Premesse

In questo capitolo definiremo i polinomi di Bernoulli la funzione I' di Eulero,
ed esporremo alcune delle loro proprieta che ci saranno utili per lo studio
della funzione ¢ di Riemann.

1.1 Polinomi e numeri di Bernoulli

Definizione 1.1. Per ogni x € C e n € N la funzione B,(x) ¢ data
dall’equazione

Tz

o0
B
- Z n('x)z”, |z| < 27,
n=0 ’

er —1 n

I valori B, (0) = B, sono chiamati numeri di Bernoulli, e sono determinati
tramite

z > B, ,
n=0

Proposizione 1.2. Le funzioni B,(z) sono polinomi in x dati da

Bua) = Y (1) B

k=0

essi vengono chiamati polinomi di Bernoulli.

Dimostrazione.
o0 (o) o0
Bn(l‘) n < xz Bn n l,n n
P Ll D D=l I D D=l
n=0 n=0 n=0
S(nen)
| _ |
=\ k! (n — k)
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Uguagliando i coefficienti di 2™ otteniamo percio

B, (x) "B, z"k

T E (n— k)
n! — k! (n — k)!

da cui segue la tesi.

O
Corollario 1.3. Si ha B),  (x) = (n + 1)B,(z) per ognin € N.
Dimostrazione. Semplicemente derivando si ottiene
d (2 (n+1 _
nt1(2) = (Z( k )Bkzﬂcn M =
k=0
" /n+1
B < " )Bm — k4 12"k = (04 1) Ba(a).
k=0
O
Proposizione 1.4. [ polinomi di Bernoulli soddisfano ’equazione
Bp(z+1) = Bp(z) =na™t Vn>1;
di consequenza
B,(0)=B,(1)=B, VYn>2.
Dimostrazione. Abbiamo la seguente identita
Ze(erl)z 2T
- = ze"?,
er —1 er —1
da cui ricaviamo
[e.e] oo o0
Bn(l‘ + 1) B Bn(l‘) n z" n+1 xn—l n
> m S= =
n=0 n=0 n=1
Uguagliando i coefficienti di 2™ otteniamo la tesi.
O

Questa proposizione puo essere generalizzata: fissati due interi M, N,
M < N, si ha

By(N) — By(M) = [B4(N) = Bg(N = 1)] + -+ + [By(M + 1) — By(M)] =
N

-1
Y
n=M
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percio abbiamo 'equazione

N-1 1
D = g By (N) = By (M)} (1)
n=M

Corollario 1.5. Per ognin > 2 si ha

B, = i <Z>Bk.

k=0

Dimostrazione. Questa si ricava semplicemente dalle proposizioni 1.2 e 1.4.

O]

Abbiamo ottenuto una formula ricorsiva per calcolare i numeri di Ber-
noulli. Dalla definizione 1.1 segue che By = 1, dunque tutti i numeri di
Bernoulli sono reali e i polinomi di Bernoulli sono a coefficienti reali. Questi
sono i primi dieci numeri:

1 1 1
By=1, Bi=—-, By=—-, B3= By — ——
0 ) 1 9’ 2 6’ 3 07 4 307
1 1
Bs;=0, Bs=-—, Br=0, Bg=-—, By=0.
5=0, Bs 12’ 7 =0, 8 30’ 9=20

Osserviamo che i numeri di indice dispari maggiore di 1 sono nulli; vale
infatti la seguente

Proposizione 1.6. Per ogni n > 1 i numeri di Bernoulli di indice dispari
Boni+1 sono nulli.

Dimostrazione. Dall’equazione (1.1) otteniamo che

N-1 1

ni = q—i—il {Bg+1(N) = Bgp1 (1)},

n=1

-1 N-1 1
St = (10 Y 0t = —— By (0) — Bpa(1— M)}
n=1

n=—N+1 q+ 1
Percio se ¢ > 1

[Bq-i-l(N) - Bq-i-l] = (_1)q+1[Bq+1(1 - N) - Bq-i-l]-

Poiché questi due polinomi coincidono per ogni intero positivo IV, devono
coincidere per ogni valore di z € R:

[Bg+1(x) — Bgy1] = (*1)q+1[Bq+1(1 — ) — Bgt1].
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Derivando entrambi i membri dell’equazione si ha, dal corollario 1.3,

By(x) = (=1)"B,(1 - 2);

percio se ¢ = 2n + 1, con n > 1, valutando in x = 0 si ottiene, in base alla
proposizione 1.4

B2y +1(0) = —Bop41(1) = =By 41(0) = 0.
]

Proposizione 1.7. (Sviluppo in serie di Fourier dei polinomi di
Bernoulli) Per ogni k € Nt

(

ad sin (27wnt)
BQk—l(t - { ]) = ( 2k '2:1 27m ok— 17
n=

cos (2mnt)
(27n) “(2mn)2k

Bo(t — [1]) = 2(=1)*"1(2k)! Z

\

Dimostrazione. Per ogniq € NT la funzione By (t—|t]) & periodica di periodo
1 e, ad eccezione di By (t — [t]), & pure continua, grazie alla proposizione 1.4.
In ogni caso essa ¢ limitata, questo permette di farne lo sviluppo in serie di
Fourier:

B,(t—[t]) = —— + Z (a%q) cos(2mnt) + b9 sin(27mt))

con

1
ald) = 2/ By(x) cos(2mnz)dz,
0

1
b = 2/ By(x)sin(2mnz)dx.
0

Calcoliamo per primo aq trattandolo separatamente dagli altri a,:

G,O _2/B d.ﬁU—m q+1( )d.’E—

= o Ben() = Bpua(0)) =0, V=1

Invece nel caso n > 0, integrando per parti e ricordando il corollario 1.3,
otteniamo
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S — — | Bj(z)sin(2rnz)dr =

y 1 1
a®) 2 [Bq(x)bm(anx)] 1
0

™ Jo
q [

=—— [ B, in(2 d
p—- ¢—1(z) sin(2mnz)dz,

ovvero

dove nel secondo caso si usa il fatto che By(x) = 1.
In maniera analoga, calcoliamo

cos(2mnz)]t ¢ [*
} + — | By-1(z)sin(2mnz)dz,
0

n

b = —2 [Bq(:c)

2mn ™ Jo
da cui
4 (a1 1
byl = )
) q= 17
™

dove il secondo caso segue dal calcolo diretto, osservando che Bi(z) = z— 3,

come si vede facilmente dalla proposizione 1.2.
Combinando i due risultati si ottiene la tesi.

11

1

O

Proposizione 1.8. (Formula di Eulero-MacLaurin) Sia f(x) una fun-
zione di classe CP, con p € N*; per ogni a,b € Z cona < b e per 1 < q < p,

vale

|
T
n=a-+1

dove

B b
S0 [ Buta - s @y,

b b q B
S fn) = / F@)de+ 3 (=17 22 (D) — 1D (a)) + Ry,
a r=1
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Dimostrazione. Poiché Bi(x) =z — %, integrando per parti si ha

1 1 1
/U f(e)de = /O F(2) B} (x)d = [f(2) By ()]} — /0 By(2) f'(x)dz.

Possiamo continuare ad integrare per parti finché la regolarita della funzione
f ce lo permette, ottenendo, in base al corollario 1.3,

r!

! eyt [Be@) ey 1L e [ Ba®) )
[ s =St [P0 s [P0

Isoliamo il termine r = 1: osservando ora che By(1) =1+ B;(0) =1+ By,
e sfruttando per i valori di r diversi da 1 la proposizione 1.4, risulta

1 q B
/0 fla)dz =f(1)+Bi(f(1) —f(0>)+;(—1)7”‘1J(f”‘”(l)—f(“”(O))ﬂL
! By(x)
—1)4 AN () .
+ (1) [ 20 0 @)
dunque,
1 q B
_ )2 =Dy - -1
F0) = [ e+ > U (F70 - ) +
. [t B,(x)
—1)¢1 Za\") r(9)
+(=1) /0 250 @)
Sostituendo ad z il valore n — 1 + x si ha
! ’ BT r— r—
o = | fln= L ade 4 2 (70700 = 1)+
1 [t B,(x)
+ (=) 1/0 Zilfq(n — 14 z)dz.
Sommando infine per n = (a + 1),...,b i valori f(n) si ottiene la tesi.

O]

1.2 Funzione Gamma di Eulero

Sia x un intero non negativo. Si puo osservare che per ogni n € N
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- (x +n)! (x +n)!

(x4+n)...(z+1) (x+1),

dove definiamo
() = 1 sen=0
" lala+1l)...(a+n—-1) sen>0

e osserviamo che questa definizione si puo estendere a tutti gli a € C.
Possiamo inoltre osservare che

. nl(n+1), _ nln®  (n41), WneN,
(+1)n (x+1), n®

e tenuto conto del limite

lim =1,
n—oo n¥
possiamo concludere che
nln®
zl=lim ——— VreN
n—00 (:p + 1)n

Questa sara la definizione estesa del fattoriale per z € C, —x ¢ NT; dobbia-
mo pero dimostrare che il limite esiste anche per tali valori.

Proposizione 1.9. Per ogni v € C, a meno che —x € NT, esiste il limite

. nln®

lim ————.
Dimostrazione. Prima di tutto mostriamo la non esistenza del limite per x
che assume valori interi negativi. Questa si puo immediatamente dedurre

dal fatto che se x = —k, definitivamente il denominatore
+1D)p=(x+n)...(x+1)

¢ nullo, quindi I'argomento del limite & indefinito.
Possiamo poi osservare che

r n -1 x
n!n® n T 1
:< > (”') '(“') |
(z+1Dn  \n+1/ 25 J j

J

infatti

nln® s - < $>1
=N - =N L+—]
(z+ 1)y jr[1z+j jl_[1 J

si arriva, poi, al risultato semplicemente perché
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n .

1
Hizn—l—l.
=1 7

Inoltre possiamo osservare che

-1 T
x 1 x(x—1) (1)
L4 = N1+~ =14+ —F5—+0(—=3);
< J> < J> 25° 7

questo si puo dimostrare facendo lo sviluppo in serie di Taylor del primo
membro, come funzione di %, fino all’ordine 2. Percio per ogni x fissato, nel
dominio dell’ipotesi, il prodotto

converge; infatti

115207

j=1

converge se e solo se converge la serie

> o (5)

j=1
che ¢ evidentemente convergente. O
Definizione 1.10.
Elgr—1
I'(z) = lim .
Questa funzione ha poli nei punti z = 0,—1,—2..., ed ¢ immediato
osservare che
T(n+1)=n! (1.2)
e che
') =1. (1.3)

Inoltre dalla definizione possiamo dedurre che

Iz +1) =2I'(z), (1.4)

infatti
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k12
I 1) =1 =
@+ 1) = lim e k=1 . @tz

k k=1
= lim o | —— = z[(x).
k—oo \z+k/) (x)
Proposizione 1.11. Per ogni x,y con Re(x) > 0, Re(y) > 0

F(.%')F(y) _ ! =11 _ \y—1 g4 _. T
T _/0 11— () ldt = Bz, y).

Dimostrazione. Per prima cosa osserviamo che

B(z,y+1) = /01 "Y1 —t)(1 —t)"Ydt = B(z,y) — Bz + 1,y);

inoltre, integrando per parti,

1 ! 1
B(z,y+1) = [xtm - t)y] + y/o t(1 —t) o = %B(x +1,y).

0 T

Mettendo insieme le due cose abbiamo

T+

Iterando I'ultima uguaglianza

B(z,y) = (x+zz:(f++1‘7§ * 1)B(z,y—|— 2) == WB(m,y—i—n) =
(z+y

— (y))" /1 "1 — )t
n 0

Cambiamo variabile e moltiplichiamo e dividiamo per

y—1 ! n t nty—1
B(z,y) = Cas y),”n L n"”/ ¢t <1 — ) dt.
n! (y)nr¥~ 0

n

Poiché questo & vero per ogni n € N, possiamo fare il limite per n — oco. Per
il teorema di Lebesgue, possiamo invertire il limite con l'integrale, ottenendo

B(z,y) = I‘(I;U(:J—)y) /OOO t*Letdt,
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Scelto y = 1, sfruttando le equazioni (1.3), (1.4) e la definizione di B(z,y),
possiamo ricavare che

F(m):/ t*Le7tdt,
0

e da questa uguaglianza segue la tesi.
O

Un risultato ricavato durante la dimostrazione, ma importante di per sé,
e il seguente.

Corollario 1.12. (Integrale di Eulero) Per Re(x) > 0 si ha

F(:c):/ t* e tdt,
0

A partire dalla proposizione appena dimostrata, possiamo osservare che

T <1) — /7 (1.5)

2

infatti
1\? F(l)r(l) by 1 2 2sinf cosd
I'| = =2/ \2) _ t72(1—t) 2dt = —df =
(2> I'(1) /0 * ) /0 sin 0 cos 0 ™

dove si & sfruttato il cambio di variabile ¢ = sin? 6.

Proposizione 1.13. (Formula di riflessione di Eulero)

s

L(s)'(1—s) =

sinmws’

Dimostrazione. Se al risultato della proposizione 1.11 applichiamo il cambio

di variabile t = =% otteniamo

s+1
I'(z)l(y) /"o 5"
—— = ————ds
Lx+y)  Jo (L4s)"H
Consideriamo ora y =1 — x, 0 < x < 1: grazie all’equazione (1.3), si ha
Sxfl
1+s

ds.

D(2)D(1 —2) = /000

Per calcolare questo integrale consideriamo

r—1
/Z dz,
C 1—2
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dove C & la curva che si ottiene percorrendo in senso antiorario, a partire
dal punto —R, la circonferenza centrata nell’origine, proseguendo lungo il
segmento che congiunge —R e —g, percorrendo poi la circonferenza centrata
nell’origine in senso orario,ed infine il segmento che congiunge —¢ e —R. Per
il teorema dei residui questo integrale e

T ,L'R:reixﬁ € txflei:mr -7 Z'ExeixG R txflefimw
=27 = ——db —dt ——df —dt.
WZQle—RM’ ﬁL 1+t fA 1— ceid +A 1+t

Se facciamo tendere R — oo e € — 0, si verifica facilmente che il primo ed
il terzo integrale tendono a zero, mentre sommando il secondo ed il quarto
otteniamo

00 txfl — 94 si
/ ( zsm(ﬂ:c))dt — o,
0 1+t

e da questa espressione € immediato ricavare la tesi per 0 < & < 1. Per
analiticita possiamo estendere questo risultato a 0 < Rex < 1. Lo possiamo
poi estendere per continuita a Re x = 0, x # 0, infine per z traslato di un
intero grazie all’equazione (1.4) e al fatto che sin(z 4+ 7) = —sinz.

O

Proposizione 1.14. (Formula di duplicazione di Legendre)

1
FQQI‘<5+—2> = 27327 2(2s).
Dimostrazione. Consideriamo

Cse P@T (2 + 3) '
g(z) = 2° 1W7 r € C\ {-N}

e facile osservare che, grazie all’equazione (1.4), si ha

g9(x+1) = g(x).
Inoltre, grazie ad una generalizzazione della formula di Stirling per il fatto-
riale complesso, si veda [3],

1

I'(z) ~V2mx® 2e”" per Rex — o0,

possiamo verificare che

lim g(z+n)=1.
n—oo

Poiché, per ogni n € N, g(x) = g(z + n), possiamo dunque affermare che
g(z) = 1. Questo, grazie all’ equazione (1.5), implica la tesi.
O
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Capitolo 2

Funzione ( di Riemann

In questo capitolo introdurremo la funzione ¢ di Riemann ed alcune delle
sue proprieta fondamentali.

o0
1
Definizione 2.1. Definiamo ((s) = g — per ogni s € C.
n

n=1
Questa serie & assolutamente convergente per o = Re(s) > 1, ed & mag-
(o.9]
: I .. . . .
giorata da E —. Si ha dunque convergenza uniforme per ogni semipiano
n

n=1
chiuso 0 > 1+ § > 1, percio ((s) ¢ analitica sul semipiano o > 1.

2.1 Prolungamento analitico e zeri banali

Ricordando la formula di Eulero-MacLaurin 1.8 possiamo scrivere

N
1 1
((s)—1= A}gnoo > 5 e con f(n) = - applicare la formula:
N
¢(s) —1= lim —dr +

N—oo /1 X

+ Z(—w%(—w—ls(s +1)...(s+r—2)(N*TH 1) +
r=1 :

—1)2 N
) / By(w — [a])(=1)* (s +1) .. (s + g — 1)a—*dz —
1

q!
(o) q Br
—/1 ﬁdx%—rzlr!s(s—i—l)...(s_Fr_Q)_,_
1 oo
- By(z — [z])s(s+1)...(s+¢— 1)z dx.
q' J1
Isolando il termine di indice 1, By = —%, si ottiene

19
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((s) = —I-%—FZBT co(sH+r=2)+
= N (2.1)
- ql|s(s 1) (54 q— 1)/1 Bq(;”;q[x])dx .

L’integrale converge non solo per Re(s) > 1 ma anche per Re(s) >1—qe
converge uniformemente per ogni compatto contenuto nel secondo semipia-
no, percio questa scrittura fornisce un prolungamento analitico della { per
tutti i valori di s ad eccezione dell’unico polo semplice nel punto s=1.

Proposizione 2.2. La funzione ¢ assume i valori:
. 0=~}
e ((—2m) =0 Vme NT

e questi ultimsi li indicheremo come zeri banali di C.

Dimostrazione. 11 primo dei due punti ¢ facile da verificare.

Per il secondo vorremmo definire ((—k) con ¢ = k+1 ma cio non & possibile,
perché l'integrale che definisce ( potrebbe non convergere. E possibile pero
considerare

{ im ((s)

g=k+1
+
—2
By (z — [2])
_(k+1)!8(8+1)' (s+k) ) kJ:Uls+k+1 ]

L’ultimo addendo vale

s(s+1)...(s+k—1)(s+k) hord Bk+1(x_h)d 7
- (k+ 1)! Z pothtl T
h=1

s(s+1)...(s+ k —1)( Bii1(t)
- (k+1) Z/ (t+h) 3 e tht1 0%

Calcoliamo

1
. B11(2) _
J%”"’Z/O g hyrirn =
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o0 1 1 1
=1 e — + By (t)dt| ¢ .
o+ — { [/0 (t+h)i+e ), hlte hite J, kr1(t)

Dalla proprieta 1.3 dei polinomi di Bernoulli, osserviamo che il secondo
termine ¢ nullo, infatti

k+2 k+2
1
k42

1 1
/ B (£)dt = / Blooy(t)dt = —[Biia(1) — Byya(0)] =
0 0
[B42 — Bi42) = 0.

Allora il limite si riduce a

. = ! 1 1
lim EZ/O By (t) [(t+h)1+a - h1+a] dt.
h=1

Verifichiamo che possiamo portare la somma dentro 'integrale per conver-
genza dominata:

N 00
1 ] Nooo 1 1
Byt ; [ t+ h)lte hl—i—a] — Br(t hZ::l { (t + h)l+e h1+5:|
e inoltre
N
1 1

B3 | g — | <

= [(t+h) h
< sup |B (t)|i[ ! ! }<
< k41 - <

re0.] + s hite — (t+ h)l+e

[ 1 1
< sup |Br41(t)] { - } = sup |Bg+1(t)] < oo.
t€[0,1] * hz:l hite (14 h)ite t€[0,1] *

Quindi dobbiamo calcolare

o0

. 1
gli%lf/ By (t };[t+h1+€ h1+€]dt

e questo e uguale a 0 poiche
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> 1 1
/ Bk+1 Z |: t+ h 1+4¢ h1+5:| dt S

h=1

o0
SE/ | Bry1(t |Z

h=1

Bria (£)|dt - 1 B @ldt 230
< [ 1Bt Z[W—(th—]—s/o B (it 3 0.

1

t+h1+s_h1+e dt <

Abbiamo allora

1 1 g

C(—k) = —rit: Z#’k(k —1)...(k—r+2)(-1).
r=2

Ricordando perod che Bg,, 11 = 0 per ogni m € NT nella somma compaiono
solo gli addendi per cui (—1)" = 1. Percio

k+1

C(_k)—_kil+;—Zf!rk(k—l)...(k—r—km.

Moltiplicando a destra e sinistra per k + 1 e ricordando che

By=1
By =—3
. (q
By(z) = Z (k) By,
k=0
otteniamo infine
k+1
k+1
(ot 0eh) == 38 (F ) = Ben() = B
r=0

{ C( ) ﬁBﬁn
(=2 )=0

2.2 Equazione funzionale di Riemann per ((s)

Lemma 2.3. Valgono le sequenti identita:



2.2. EQUAZIONE FUNZIONALE DI RIEMANN PER ((S) 23

I'(s) cos (gs) = /0 y*lcosydy ,0< Re(s) <1,

['(s)sin (gs) = / y*lsinydy ,—1< Re(s) <1,
0

dove i secondi membri sono integrali di Riemann impropri.

Dimostrazione. Ricordiamo l'integrale I' di Eulero 1.12. Chiameremo

s = o +it. Integriamo la funzione 25 1e~% lungo il rettangolo Q di vertici 0,
M, M+iM , iM, e tagliando il vertice 0 con un quarto di circonferenza di rag-
gio ¢ infinitesimo. L’esponenziale complesso ™! & una funzione multivoca;

la definiamo utilizzando la determinazione principale del logaritmo:

M M+iM
0 :/ 2le7%dz :/ :L’S_le_””d:x+/ 2 le % dy +
Q € M

M € )
+ / 2 le™%dz + / (iy)*~te Wi dy +
M+iM M

0 . A
+/@Wﬁ%ﬁ”mﬁm:h+b+h+h+g

2
Abbiamo dunque, per 0 < o < 1

M M
ug|=) / <M+z'y>“eM@'ydy‘s |y gy <
0 0

M — o0

M
< 6_M+§;|t|/ (M2 4 2) T dy < e M+5ltar . po-1 25
0

0 M
’13| — ‘/ ($ + Z-M)s—le—x—ide < / (M2 + x?)"T_le—Arg(x—i-iM)te—xdx <
M 0

£|t| 1 M _ M — o0
<ezMM° e %dr — 0
0

infine

jus
e—0

2 T T
|I5| < / g7 lemPlemEOS b g < 50655 —0
0
Questi due limiti mostrano che

lim |I; + I = 0
e—0

M—o0
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0o 0o ) . 0o )
/ 251 % dp = Z/ (iy)sflefly dy = 6126z2(51)/ ysflefzy dy
0 0 0

s 0 o0 .
6_228/ 2 e dr = / y e W dy.
0 0

Otteniamo allora

. oo .
e "2°T(s) = / y* e dy
0

LT o .
B = [yl dy,
0

dove la seconda relazione si ottiene con conti analoghi integrando z*~! lungo
il rettangolo di vertici 0, M, M —¢M, —iM, e tagliando il vertice 0 con un
quarto di circonferenza di raggio € infinitesimo. Sommando e sottraendo le
due equazioni otteniamo la tesi del lemma. Nella seconda equazione del lem-
ma entrambi i membri sono funzioni analitiche anche per —1 < Re(s) < 0
perché T'(s) sin (g) non ha poli in s = 0 e perché l'integrale improprio con-
verge anche per Re(s) = 0 grazie al seno. Per il principio del prolungamento
analitico le due funzioni coincideranno in tutta la striscia —1 < Re(s) < 1.

O

Proposizione 2.4. Vale la sequente equazione per la funzione ¢

i (2) co) = 77T (1 - ) (1-s)

Dimostrazione. Riprendiamo la funzione ¢ che, come abbiamo visto, puo
essere scritta in maniera estesa (2.1).AppendiceSe poniamo ¢ = 3 questa
relazione € ben definita per o > —2 e, ricordando che B3 = 0, & uguale a

C(s) = - i - + % + %5 — %5(5 +1)(s+2) /100 Bs(x — [m])x—?)—s dzx (2.2)

Prendiamo ora in considerazione l'integrale

1 1
— [z 3% da = )3 dx
| Bta—teha o = [ Byt e

poiché Bs(z) = z(z — 1)(z — %) ~ 2® per z — 0,l'integrale converge per
o< —1.
Ricordando che:



2.2. EQUAZIONE FUNZIONALE DI RIEMANN PER ((S) 25

By () = By(z) Vk € N,

integrando per parti si ottiene

By 1 1

1 1
G D6+ [ Balopt o= -

Possiamo scrivere allora

C(s) = —és(s +1)(s+2) /000 Bs(x — [z])2* 3 dx per—2<o < —1

Ricordando che vale

> sin (27nt)
Boj—1(t — [t]) = 2(=1)*(2k — 1)! Z (22T 1
si conclude che
2
C(s) = —2s(s + 1)(s + 2) / ZSMQ L) 55 g

7TTL

Per giustificare lo scambio tra le operazioni di somma e integrazione, ponia-
mo
1 ¢ sin (27nx)
3 +—dz
(2mn)3 Jo xst
oo

1 % sin (2mnx)
Sy = d
Z (27n)? /w o3

n=1

o

n=1

Allora abbiamo

°° sin (2mnx) =1 1
dz| < ——=dr =
/w 543 x‘ ) (277“)3/w o3t
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Ora osserviamo che nell’intervallo [e,w| la serie converge uniformemente;
possiamo, dunque, scambiarla con l'integrale. Percio otteniamo

00 X .
sin(2mnzx) _,_4 . / sin( 27mx —s_3
ST p s By = 1 By =

/0 Z (27n)3 N =00 - ; (27n)3 v

n=1 Ww—00
“ sin(2mnx)
oo .
) 1 °%in(2mnx)
[ [ o]
w—oo | p=1

oo .
1 * sin(2mnx
- Z (27n)? / :is+3 : dz
n=1 0
Con il cambio di variabile y = 27nz
o0

1 * siny
() = 2505+ D+ 2D s [

Poiché con le condizioni che abbiamo imposto su o vale
—1 < Re(—s — 2) <0 possiamo utilizzare la seconda equazione del Lemma
2.3

oo

1

(2rn)l—s

C(s) = —2s(s +1)(s + 2)D(—s — 2) sin (—gs - w)

n=1

Poiche I'(s + 1) = sI'(s),

((s) = 2I(1 — s) sin (gs) f: (11_ _

— 27n)

= 2575711 (1 — s) sin (gs)ﬁ(l )

Questa ¢ ’equazione funzionale di Riemann per ((s). L’abbiamo verifi-
cata per —2 < ¢ < —1, ma per il principio del prolungamento analitico essa
¢ valida su tutto il piano complesso. Essa puo essere riscritta in forma piu
sintetica grazie alla formula di duplicazione di Legendre 1.14 e alla formula
di riflessione di Eulero 1.13.

Otteniamo, infatti, sostituendo %

al posto di s,
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Percio possiamo conludere che

C(s) = 7572l (152) sin Z2¢(1 — s)’

sin BT (3)

da cui

7T (g) ((s)=n7°T <1 . 3) C(1—s).

Osserviamo che il risultato di questa proposizione, posto

0(s) = 7750 (5) (o),

puo essere riscritto piu brevemente come

O(s) = ®(1 —s).

2.3 Stime della funzione (

In questo paragrafo raccogliamo alcune stime del comportamento della fun-
zione ((s) che ci saranno utili per affrontare i capitoli successivi.

Proposizione 2.5.

((s) ~

pers — 1.
8_

Dimostrazione. La dimostrazione & immediata grazie alla formula estesa di

¢ (2.1).
O
Proposizione 2.6. Posto s = o +it, per —2 < ¢ si ha
C(s)=0 (\t\?’) per [t| — oo.
Dimostrazione. Questa discende dall’equazione (2.2) nella quale, per otte-
nere la tesi, basta osservare che il modulo dell’argomento dell’integrale e
indipendente dal tendere di ¢ a infinito.

O]

Proposizione 2.7. Posto s=o0 +it, per 1 <o <2 si ha

((s) = O(loglt]), per [t] = o0
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Dimostrazione. Si ha ovviamente

Mo Moo
= — 4+ 1 —.
C(s) =) —+ Jim > —
n=1 n=M+1
Supponiamo o > 1, possiamo applicare al secondo addendo la formula di
Eulero-MacLaurin 1.8

n=1 M
N

+/ Bi(x — [:U])(—s)x_s_ldx} =
M

M
1 Ml—s 1 o)

:Z - 4+ —=—M*| — s/ By(z — [z))2™ tdx

ns s—1 2 M

n=1

Se imponiamo ora le condizioni 1 < o < 2, |t| > 1 e M = [|t|] abbiamo

¢(s) = O(log t]) + O ([t|~7) + O (|t] - [t ™7) = O(log [¢])

ovvero la tesi; infatti si verifica banalmente che i primi due addendi hanno
quel comportamento asintotico, mentre per quanto riguarda il terzo basta
osservare che:

(o + it) /MOO Bu(x — [e])z—*"'dz = O(t]) - O ( /MOO wdx) _

% sup,eqo,1] [ B1()] o
=0<rtr>~0</|t Dz ) = 0 (- 1)

\
Se siamo invece nel caso o = 1 l'integrale
N1
lim —dx
N—oo Jpr xs

.. . . e 1 1-s .
€ indeterminato, perché non esiste il limite limy_, oo ]\{j Tuttavia, la for-
mula ricavata nel caso o > 1 continua a valere; infatti se |¢| > 1 la funzione
€ olomorfa in un intorno del punto s = 1 + it percio

C(1+idt) = lim ((o+ it).

o—1+

O]

Proposizione 2.8. Nelle stesse condizioni della proposizione precedente

('(s) =0 (log2 \t\) ,  per |t| = o0
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Dimostrazione. Per la dimostrazione di questa proposizione e sufficiente
derivare la seguente espressione della ((s)

C(s) = 1 + M EM_S - s/oO By (z — [z]))z™ tdx
M

nzlns s—1 2

ricavata nella proposizione precedente.

M
logn M'=%log M M1=s 1
"(5) = — - — —M " %log M
¢(s) nz:l ns s—1 (3—1)2+2 o M+

_/OoBl(x_[x])dx—i—s/OOBl(x_[x])logxdx

M ws—}—l M .I'S+1

Da questa espressione si deduce la tesi con osservazioni molto simili a quelle
fatte nella 2.7 ]

¢(s) 1
¢(s) + s—1

Proposizione 2.9. La funzione e olomorfa in un intorno di

s=1.

Dimostrazione. Dalla scrittura estesa di ((s)

1 1 B,

Q(s):871—|—§+ W8(8+1)...(8+T—2)+
1 * By(x —z]) ,
—((])!s(s+1)...(s+q—1)/1 e
=S_%+f(s)

con f olomorfa in un intorno di 1. Percio

1 /

— S

TESEREAY

con f’ olomorfa in un intorno di 1. Dunque si ricava con facili calcoli

) 1Y )+ = D)
am <<<3> Ly 1) T T - 1)

C'(s) = -

= f(1)
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Capitolo 3

Numeri primi e zeri della
funzione (

In questo capitolo studieremo, per quanto possibile, la disposizione degli zeri
della funzione ¢ ed enunceremo 1’ipotesi di Riemann. Dimostreremo anche il
teorema dei numeri primi e vedremo i collegamenti tra questi due argomenti.

3.1 Primo studio della disposizione degli zeri di ¢

Il teorema fondamentale della teoria dei numeri afferma che ogni numero na-
turale puo essere scomposto in maniera univoca come prodotto di potenze di
numeri primi diversi tra loro. Grazie ad esso possiamo subito osservare una
relazione tra la funzione ¢ e i numeri primi, data dalla seguente proposizione.

Proposizione 3.1. Risulta

((s) = %: H (Zp}w)z H 1—1p—5 per Re(s) > 1.

n=0 pprimi \n=0 p primi

Dimostrazione. Da ora in poi indicheremo con p i numeri primi, dove 1 non
si considera un numero primo. Fissato s € C, con Re(s) > 1, definiamo la
funzione

P(x):HZplns r € R,

p<xn=0

Essendo la serie assolutamente convergente possiamo manipolarla con il
prodotto finito, ottenendo

1
P(z) = Z vt con A, ={n:p/n=p<uz}.

nEAz
La differenza tra ((s) e P(z) ¢ data da

31
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((s) — P(z) = Z %, con A ={n:3p/n, p>z}

neAs

in particolare gli elementi di A sono tutti maggiori di , quindi possiamo
concludere che

1 1 T—00
<) = P@I < D0 g D gy 0

neAs n>w

O]

Consideriamo adesso la funzione é , data dal prodotto H (1 — pls>
p prima
osserviamo che questo converge assolutamente per Re(s) > 1 grazie alla
disuguaglianza

I 1
Z ]? < Z E, o> 1,
p prima n=1

percio, essendo tutti i fattori diversi da zero, I’assoluta convergenza della
serie implica l’assenza di zeri per ¢ nel semipiano Re(s) > 1.

Per studiare invece gli zeri nel semipiano Re(s) < 0, utilizziamo il risultato
della proposizione 2.4: essendo ((s) # 0 nel semipiano Re(s) > 1 lo ¢ anche
¢(1—s) = ((r) per Re(r) < 0 a meno che I'(15#) = I'(%) non abbia un polo.
Gli zeri di ¢ in Re(s) < 0 sono quindi al pit nei poli di I'(5) dunque nei
punti s = 0,—2,—4,..., percio, grazie alla proposizione 2.2, sappiamo che
sono zeri di {(s) i punti s = —2, —4, —6,... ma non s = 0 nonostante sia un
polo per I' (%)

L’esatta disposizione degli zeri in 0 < Re(s) < 1 & ancora un problema
aperto: chiameremo questa regione striscia critica. Una prima osservazione
che si puo fare & che, non avendo I'(s) poli in quella regione, per la proposi-

1

zione 2.4 gli zeri di ¢ sono simmetrici rispetto alla retta verticale Re(s) = 5.

Inoltre si puo osservare che ((5) = ((s); questo implica che gli zeri sono
anche simmetrici rispetto all’asse reale.

() =0=¢(p) =¢(1=p)=¢(1-p)=0
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‘ |
striscia critica ‘ }
x zeridi( x | X
X
% a3 : >
-4 ) 1 1
| 2
X
x | X

Tutto quello che riusciremo a dimostrare e che gli zeri nella striscia cri-
tica esistono e sono infiniti, ma non stanno sul bordo. La congettura di
Riemann afferma che questi si trovano tutti sulla retta verticale Re(s) = %
ed effettivamente a tutt’oggi sono stati trovati zeri solo su di essa.

Proposizione 3.2. La funzione ((s) non ha zeri sulle rette Re(s) = 0 e
Re(s) = 1.

Dimostrazione. La prima osservazione che facciamo e che sara sufficiente
dimostrare la proposizione su Re(s) = 1, grazie alla simmetria degli zeri
sulla striscia critica. Per prima cosa osserviamo che per ogni t reale vale la
disuguaglianza

34 4cost 4+ cos2t > 0,

infatti

3+4cost +cos2t =3 +4cost + [cos? t —sin?t] =
=24 4cost+2cos’t = 2(1 +cost)? >0

Dimostriamo ora che per o > 1 si ha:

log[((0 +it)| = Re (log ((o +it)) = Re (Z Cnnait> 7
n=2

ove

1 _am .

N sen=p P, Primo,
n — . .
altrimentsi.
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Questo risultato deriva dalla proposizione 3.1. Infatti

log (((o +it)) =— ) log <1 - <1>mt>

p primi

Possiamo utilizzare lo sviluppo in serie del logaritmo:

u’l’L
log(1+u) = S (—1)" 1, Jul < 1;
n>0 "
1 o+t
scelto u = — (5) , sl ha |u|] < 1 per ogni p primo, quando o > 0. Percio
log (¢(o + it)) Z Z —p "
P prims n>0

Oovvero

log [((0 + it)| = Re Z% Z p " (3.1)

n>0  pprimi

poiché I'applicazione che a (n,p) associa p", con p primo e n € NT, &
iniettiva, possiamo scrivere, con i ¢; sopra definiti,

log|¢(s) = Re (Z m) ,

n=2

che ¢ la nostra tesi.Allora

log|¢(s)| = Z cnRe (n_”_it) = Z cnn” % cos (t log(n))
n=2

n=2

e utilizzando la prima proprieta che avevamo dimostrato, otteniamo la se-
guente disuguaglianza

log‘Cg 4(0+it)§(0+2it)‘ =

= ch 73+ 4cos (t log(n)) + cos (2t log(n))] > 0.

Per o0 > 1 abbiamo

1P (0)¢H o+ it)C (o + 2it)| > 1, (3.2)

1

M (0 +2it)| < —— (3.3)

(0 = 1)¢(0))°
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Supponiamo ora per assurdo che per un certo valore di t si abbia

¢(1+it) =0,

cioe che vi siano zeri sul bordo della striscia critica. Ne ricaveremmo il
seguente limite

i Slotit) o Clotit) —¢(1+it)

o1+ o—1 o—1t oc—1

= ('(1 +it).

Grazie a questa osservazione e alla proposizione 2.5 se passiamo al limite
per ¢ — 1 in entrambi i membri della disequazione (3.3), si pud osservare
che il primo limite & finito,

4

COLDF oo+ 2i0) = 1- |0+t o1+ 28],

oc—1

lim ((o —1)¢(0))*

o—1t

mentre il secondo ¢ infinito

questo porta ad un assurdo.

3.2 1l teorema dei numeri primi

Definiamo la funzione costante a tratti 7w(x) che conta i numeri interi primi
che non superano il valore x € R:

Definizione 3.3.

pprimi<z

L’obiettivo di questa sezione e, procedendo per piccoli passi, quello di
arrivare alla dimostrazione del teorema seguente.

Teorema 3.4. (dei numeri primsi)

lim M*l.

T—00

log x

Per prima cosa vediamo il legame tra questo teorema e la funzione (: si
ha
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Se passiamo alla derivata logaritmica, grazie all’espressione (3.1), otteniamo

'(s d
CC((S)) d—log Z Z p Z Zn ds el

ppmmzn 1 p primin=1
=— > logp (E p”s)
p primi

Questa relazione si puo anche scrivere come

('(s) = An)
) "2
ove si ¢ definito
_ .k
A(n) = { logp pern=p

0 altrimenti

Definizione 3.5. Poniamo

La funzione v (z), evidentemente collegata alla (, sara piu facile da
discutere della 7(x).

Proposizione 3.6. Per dimostrare il teorema dei numert primi € sufficiente
dimostrare che

lim M

T—00 I

= 1.
Dimostrazione. Possiamo subito dire che

1 1 log
. > A(n) . > logp [logp]

n<x p primi<x

Infatti, per la definizione dei coefficienti A(n), si ha
:ZA(n): Z logp - m,
n<x p primi<x

log x
logp

dove my, ¢ il pitt grande intero tale che p"*» < z, cioe m, = [ } .Percio

1 1
Zl ng = —logz 7(x),
x

dunque con semplici passaggi abbiamo dimostrato che
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im Y0 o g "0
r—00 I :L‘—)oo logm

Sia ora w(z) una funzione monotona crescente per x > 2 per cui valga

0 < w(x) < z. Per il momento non specifichiamo come ¢ fatta questa
funzione: la sceglieremo in seguito come risultera pitt vantaggioso. Si ha

P2 18T @) + 1B (n(a) e (w(a) ) =
:loixﬂ(w(x))_’_loim T 1) <
(2)<p<z
. 1o§x _W(w(x))+k)gc1¢)(ac‘) (gsxlogp <
- loix _W(w(x)) 1ogw(x p;logp <
= loix _W (@) + logfv() )}

Poiché m(w(z)) < w(x) abbiamo la seguente disuguaglianza
logz logx

pr) < (@) T = T wiz)+ loz)ifﬁ) wgvx)

Se trovassimo una w con tutte le proprieta gia dette e per cui valgano

log

T—00
. w(z) — 0

10g x T—00

— — 1
log w(z)
allora si avrebbe
im Y9 1 o lim 0BT 4 08T Y@
=00 T =00 I logw(z) =

da cui, grazie alla disuguaglianza appena vista, dedurremmo la tesi della
proposizione:

1
im Y9 1 S lim ()82
r—00 T T—00 T

=1.

In effetti tale funzione w(x) esiste: si verifica infatti facilmente che la se-
guente funzione rispetta tutte le proprieta sopra scritte:
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T
1 Se2§x§62

T 2
— see” <.
(log z)

O

Osservazione. 1 due limiti sono addirittura equivalenti. Infatti la disugua-
glianza

log x < log x logx  (x)
RS _96r
x xr T oz logw(z) =

puo essere riscritta, come

m(x) logx

I

wlr) logw(a) _logw(r)  \_ ¥lx) _

e in questa relazione il primo e il terzo membro tendono a 1 se vale il teorema
det numeri primi.

Lemma 3.7. Per ogni intero k <1 e per ogni y > 0 reale vale che

0 perye(0,1]

1 2+i00 ys
I(y) = — ds = k
W) =55 /2_2-00 sGH1).. s+ k) (1_%)
k!

per y € (1,00)
Dimostrazione. Per primo studiamo il caso in cui 0 < y < 1: integriamo la
yS
s(s+1)...(s+ k)
mento verticale che congiunge i punti 244w, 2 —iw e dalla semicirconferenza
destra C,, di raggio w centrata in 2. Poiché f(y) non ha poli dentro la curva

appena descritta
2—iw
/ fdz + / fdz=20
Cy 21w

Percio, passando al limite per w che tende all’infinito, osserviamo che

funzione f(s) = lungo la curva chiusa formata dal seg-

I(y) = lim / £(s

w—00 271

d’altra parte, se w > k + 2, si ha
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24we'tt

/ v ds| =
c, S(s+1)...(s+k)
3

Y

= - . - dt| <
_x 2Hwe)2+wet +1) ... (24 wet + k)| T
’ v _dt =
—z VW + 4 Vw9 w4 (k+2)2
2
TY* w—oo
= k1 0

questo dimostra la tesi nel primo caso.

Se invece 1 < y integriamo la stessa funzione f(y) sulla curva formata dal
segmento verticale che congiunge i punti 2 — iw, 2 + iw e dalla semicirconfe-
renza sinistra C/, considerando w > k4 2 in modo che la curva includa tutti
ipoli 0,—1,...,—Fk dell’integrando.

. : o yJ "
Il residuo nel generico punto —j con j =0, ...,k vale —————— percio
(—Wﬂ(k =J)!
Ii(y) = wlggo% f )ds + Z i
/ y ds| < my* o
o s(s+1) . (s+k) |7 (w=2)... (w—k-2)

Percio Ij(y) =

<.
(e}

w05 003)

J=

O
Definizione 3.8. Per z > 1, definiamo la funzione
1 24100 s ! 1 2+i00 s e A
U(r) = —— LA (S)ds = — * Z (n) ds
270 Jo_ino S(s+1) () 210 Jy—ioo S(s+1) = n°

Grazie all’assoluta e uniforme convergenza della somma e dell’integrale ¢
possibile invertirne I'ordine, ottenendo cosi, per il lemma appena dimostrato,

R prico (2)°
¥e) = 5 2 A0 /oo (s
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Consideriamo ora la funzione
!
1
), 1
C(s)  s—1

la quale e regolare in s = 1 (proposizione 2.9) e nell’intero semipiano Re(s) >
1, essendo ((s) # 0 in esso. Possiamo dedurre che

1 2+i00 5 1 1+ic0 25+l z 1\2
— ds:,/ L A
270 Jo_ino S(s+1)(s—1) 270 J1_ino S(s+1)(s+2) 2 x

dove abbiamo utilizzato il lemma 3.7. Otteniamo percio

U(z) = g <1 - 1>2 — R(2),

X

B 1 24100 5 C/(S) 1
ove fw) =55 /oo G <<<s> T 1) s

Abbiamo adesso intenzione di spostare la retta di integrazione nella defini-
zione di R(z) da quella di ascissa 2 a quella di ascissa 1. Questo passaggio
si puo giustificare semplicemente integrando lungo il rettangolo con due lati
sulle rette in questione e altezza che va da —M a M, osservando che al
suo interno non vi sono poli della funzione e gli integrali sui lati orizzontali
tendono a zero per M che tende all’infinito. Per farlo dovremo stimare il
¢'(s)
¢(s)

Lemma 3.9. Data s=o0+it, per 1 <o <2 si ha
¢'(s)
¢(s)

Dimostrazione. Ricordiamo che per o > 1, vale la disequazione (3.2). Grazie
inoltre alle proposizioni 2.5 e 2.7 abbiamo che

(3.4)

comportamento di , come nel lemma che segue.

=0 (log9 t]), per|t| — oo

NI

1 3 .
m < ¢4(o) [¢(o + 2it)|
1

(i(o ~N—
(o) Y

per o — 1
con
|C(o + 2it)| = O(log |2t|) = O(log|t|) per |t| — oc.

Otteniamo percio che
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10g4 |t]
(0 ~1)1

Adesso, grazie alla proposizione 2.8, possiamo osservare che

1 1
o+t = C (o) [¢(o +2it)|7 <

C(1+it) — ((o +1it) / ¢'(u+it)du =0 ((o — 1)log? |t|)

e mettendo insieme 1 due risultati ottenuti
1
IC(1 +it)| > ’A(a -1) 10g2(]t|) — E(O‘ — 1)% log_i |t]

1
dove possiamo assumere A > 2 e 0 < B < 1.

(0 —1)=log ™|t

si ottiene
t] > e,

Se scegliamo {

[C(1+it)| > log™ 7 |¢].

Percio se [t| > e

41

(Gl +it)] = [¢(1+it)| = [¢(L+it) — ((o +it)] > log™" [t| = C(o — 1) log? [¢|

Dimostriamo adesso che nelle ipotesi del lemma si ha che

1
—— =0 (log" |t per |t| — oo;
iy = O (g H) pers

cioe, in virtu della proposizione 2.8, la tesi del lemma.

Per 0 > 1+ ———5— la relazione ¢ vera in quanto
2C log” |t|

1
1 <B log# |t

3
< Blogi |t [2C1og? |t]] * = Dlog” [¢].

IClo+it)] = (0 —1)1
1 . . .
Invece per 1 <o <1+ ——— le relazione ¢ vera perché
2C log” |t|

1
|C(o +it)| > log™" |t| — C(o — 1)log?|t] > 3 log™" |t|.

Abbiamo dimostrato, grazie a questo lemma, che possiamo scrivere



42 CAPITOLO 3. NUMERI PRIMI E ZERI DELLA FUNZIONE ¢

M@:2;Afj?§in<§g+si1)“:

oo it log x "1 it 1
3:/ e (C(+z)+>dt

Toomi o (U tit)(2+it) \ C(L+it) it

Adesso, per mezzo del prossimo lemma, dimostriamo che R(z) = o(x) per
r — 00

Lemma 3.10. Sia f(t) continua e

/_ Z Ft)dt

assolutamente convergente,allora

lim A f(t)dt = 0.

A—oo J_

Dimostrazione. Sicuramente il secondo integrale converge assolutamente.
Sia w abbastanza grande affinché

/:O e“)‘f(t)dt‘ + ‘/_: eitkf(t)dt‘ < %

Allora

/w e F(t)dt — /w_;r e f (t + %) dt

jus
w w \

/_w_%;i” (f(t)—f (t n ;))dt +/i§mf(t)dt —/__igeit’\f@ +§) dt

(7))

[/_W_K‘f(t)—f(HZ))dH/
Arolde+ [ pwe

jus
w w \
w UJ—X —w

S;[/_w‘f(t)—f(t+7;>‘dt+/

‘/_U; ei”f(t)dt‘ = %

1

<
B =

w —W

|ﬂmw+[

IN

1
2 et

w

La funzione f(t) ¢ uniformemente continua e limitata per |[t| < w, percido A
puo essere scelto abbastanza grande affinché i tre integrali siano tutti minori
di § e quindi

’ / " it f(t)dt

In conclusione si ha che per ogni ¢ esiste un A sufficientemente grande, tale
che

<6
9
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/OO A f(t)dt <e,

—0o0

e dunque la tesi.

Grazie a questo lemma e all’equazione (3.4), abbiamo che

x2

x¥(z) = 5 +o(z?) per z — oco.

Inoltre avevamo visto che ¥ (z) = Z A(n) (1 - E), percio grazie al teorema
x

n<x

di Fubini,

2P (z) => A(n)(z —n) = /OxA(n)(w —n)dn = /OxA(n) (/nx dz/) dn =

n<x

:/093(/0”1\(”),;1”) dv :/OI; A(n)dv :/lz; A(n)dv :/li/)(y)du,

abbiamo quindi ottenuto che

T 332
/ Y(v)dy ~ 5 berz— oo
1

Dimostreremo con il prossimo lemma che questa condizione, insieme al fatto
che 7 & monotona crescente, implica che

lim M

r—00 X

=1;

questo, grazie al lemma 3.6, ¢ sufficiente per dimostrare il teorema dei numeri
primi 3.4.

Lemma 3.11. Se g(v) ¢ una funzione crescente per v > 1, tale che

T .’I,'2
/ g(v)dv ~ —  perxz — o0
) 2
allora g(x) ~ x per x — oo.

Dimostrazione. Per ogni ¢ > 0 fissato esiste zo(d) tale che

.CE2

T 2
Vx> 1z (1—5)2§/1 g(v)dv < (14 90)

-
R

Dunque, se x > xg, si ha
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z(1+4¢) z(14¢) T
Ve>0 / g(v)dv = / g(v)dv —/ g(v)dv <
T 1 1

< (1+5)x;(1+s)2 - (1—5)%22 =

= z? ((1+5) (1+%)e+5).

Inoltre in virtu della monotonia di g(x)

z(14¢)
/ g(w)dv > zeg(z)

)
sihadunqueg(x)g(l—i-&(l—k;)—i- Ve>0, Vo >0,
x €
per x sufficientemente grande. Scegliendo allora e = v/§ e § — 0, otteniamo
lim 4 < 1.
T—r 00 €T

In maniera analoga si ricava da

/ g(v)dv
z(1—¢)

che vale g(x) >z ((1 — %) (1+9)— g) e dunque lim; s 9(@) > 1.

xT

3.3 Esistenza di infiniti zeri nella
striscta critica

Chiameremo © il limite superiore delle parti reali degli zeri di ((s); dallo
studio fatto nella sezione 3.1 possiamo dedurre che © < 1. Non abbiamo pero
ancora dimostrato l'esistenza di zeri nella striscia critica, 0 < Re(s) < 1.
Abbiamo percio le seguenti due possibilita:

e se non vi fossero zeri nella striscia critica avremmo © = —2;

e altrimenti, grazie alla simmetria degli zeri rispetto alla retta di ascissa
avremmo © > %

1
29
Possiamo quindi riscrivere 1'ipotesi di Riemann come © = —. Noi ci limite-

remo a dimostrare 1’esattezza della seconda alternativa e il fatto che gli zeri
nella striscia critica sono infiniti.



3.3. ESISTENZA DI INFINITI ZERI NELLA STRISCIA CRITICA 45

Lemma 3.12. Sia ¢(2) una funzione analitica per |z| < R con Re (¢(z)) >
0. Allora

< 2R
— (R |zt

Re(p(0)), v=12,...

Dimostrazione. Grazie all’ analiticita di ¢(z) possiamo scrivere

o0
o(z) = chz", |z| < R,
n=0

1
con ¢, = 2m/c frfﬂ dz, C = cerchio di raggio r < R,

27 10
o = L / 2re”) 19 V> 0.
0

" 2 eind
Inoltre
1 1 2m o
o ©(2)2" ldz = 27‘”/ o(re?)e™®dh Res (¢(2)z"1,0) =0
™ Jo ™ 0

Vn>1

per analiticita di ¢(z)z* per ogni k € N.
Dividendo I'ultima espressione per r>" e scomponendo in parte reale e im-
maginaria p(z) = P(z) 4+ iQ(z), abbiamo che

1 2 )
=5 /0 (P+iQ)e~™dg, n >0,
1 2w )
0= Sy /0 (P +iQ)e™dp, n>1.

Possiamo riscrivere il sistema nel modo seguente:

1 2 )
e = / (P+iQ)e~™d9, n >0,
2mr™ Jo
0= ! /Qﬂ(P —iQ)e ™4, n>1
- 2mrn 0 ’ -

Sommando le due abbiamo che
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1 2

Cp = —— Pe ™40, n>1.
n
mr 0

Invece dalla prima otteniamo

1 2 1 2m
Re(cy) = — Pdo = / |P|df poiché per ipotesi P > 0
2 0 2 0
2R
percio |c,| < eico) Vn >1,Vr < R.
r
Se facciamo tendere r — R otteniamo
2Re(co)
len| < T Vn >1
Inoltre
oo oo n
02— (0] = |3 enz —co| <3 leal 21" < 2Re(ce) 3 ( )
n=0 n=1 n=1
2R

“Rop Re(p(0)),  [2] < R.

Questo dimostra la prima parte del lemma; per quanto riguarda la seconda
invece

[¢(2)] < 2 nn =) (= e <

n!  2Re(co)| n—y V'2Re V12Re(co) n v
<Z (n—v) R 12 - Z v -

n=v

B 1/!2Re(co) 1 B V2R
- RV - _ ’Z|)V+1 Re (@(0)) ) |Z| < Ra

(1_ %)V-l-l (R

e questo conclude la dimostrazione del lemma.

O

Corollario 3.13. (Lemma di Carathéodory) Sia f(s) olomorfa con
Re(f(s)) < M in |s — so| < R, allora

2|s — s
—|s — so|

[f(s) = f(so)l = & (M — Re(f(s0)))

2R

—|s = s0l)?

f'(s)] < (M — Re (f(s0))) -
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Dimostrazione. La dimostrazione di questo corollario si ottiene applicando
il lemma 3.12 a ¢(s) = M — f(s — so).
O

Per dimostrare la presenza di zeri sulla striscia critica il primo passo
sard, fissato un certo ©1 > ©, quello di spostare da Re(s) = 2 a Re(s) = O
la retta di integrazione di

ro = [ i (G )

Questo ¢ stato gia fatto per ©1 = 1 ma, con ©1 generico, dobbiamo stimare

/
1
la funzione %((S)) + 7 su —2 < Re(s) < 1, perché ©; puo assumere valori
s)  s—
fino a —2. Per fare questo sfrutteremo il lemma di Carathéodory. Si ha
¢(s) , 1 d
= — 1 — 1 .
S+ ooy = s BB ()= 1)

La funzione log (¢(s)(s — 1)) & olomorfa su Re(s) > ©: infatti, per defini-
zione di ©, sotto tale condizione ((s) # 0 e, nel punto s = 1, {(s)(s — 1)
assume valore 1 grazie alla proposizione 2.5.

Fissiamo sp = 2+itg e R = 2—© < 4: nella regione |s — sg| < R la funzione
log (¢(s)(s — 1)) continua ad essere olomorfa. Possiamo applicare il lemma
di Carathéodory nella regione chiusa |s — sg| < 2 —©1 per ogni © < ©1 < 2,
perché riusciamo a trovare un valore M che maggiori Re(log ({(s)(s — 1))) su
|s — sg| < R, o piu in generale, data Parbitrarieta di ¢g, su —2 < Re(s) < 6.

CASO 1: non vi sono zeri nella striscia critica.

A x
@
I
N
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striscia critica
x zeridi(
{s/|s —so| <2— 0O}

{s/|s —so| <2—01}

CASO 2: vi sono zeri nella striscia critica.

LX
7

Grazie alla proposizione 2.6, si ha per —2 < Re(s) < 6

C(s)(s = | < C(|tP /36 + [t[2) < C(|t° (6 + [t])) < C([t] +6)*.
Allora

Re(log (¢(s)(s —1))) = log[¢(s)(s — 1)| < Clog([t| +6),

dove C' ¢ una costante diversa da quella di prima.
Per il lemma di Carathéodory abbiamo che

C(s)  s—1 = (0, —0)2 (Clog(|t| +6) —log |((s0)(so — 1)]) -

¢'(s) 1’ 4-20
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—log[¢(s0)(s0 — 1)| = log [((s0)| ™" +log |so — 1|7 =
-1

o
1 Lo=1
n=1
1 1
<log <log <
=1 =1
L+ Z n2+ito 1- Z n2+ito
n=2 n=2
<log — < log 3.
T 6

Modificando, quindi, opportunamente la costante C' possiamo dire che, per
s=oc+iteB <o <2

C'(s) 1 C'log(|t| + 6)
) +s—1‘ =@ -0z

Grazie a questa stima possiamo cambiare la retta di integrazione che defi-
nisce R(x). Scegliamo il valore ©; in questo modo:

e Se © = —2, allora ©1 = —%.
e Se % <O <1, allora ® = © + ¢ < 2 con € da scegliere in seguito.

Ricordiamo che il nostro obiettivo e di escludere il primo caso. Riprendiamo
la ¥(x), definizione 3.8:

v =Y Am (1-2) =7 <1 _ i)Q _ R(x).

n<x

Si ha

(z+1)T(z+1)—2¥(z)= Y AM)(z+1-n)—> Aln)(z-n)=

n<z+1 n<x
=Y A(n)+ A([z] + 1)(z — [2]) =

= P(@) + Adfe] + 1) (2 — [2]),

e d’altra parte
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(x+1)¥(x+1)—2¥(x) =
5 2

2 z+1 2 T

B 1 1 24100 (.CL' + 1)5+1 _ SL'S+1 C,(S) 1 _
Rl e el oA = DR
:a:—%—l(a:)

1
Percid abbiamo ottenuto che ¢ (z) + A([z] + 1)(z — [z]) = = — 5 I(x).
Scriviamo adesso ¢ (x) = = + r(x): abbiamo visto durante la dimostrazione

del teorema dei numeri primi che r(x) = o(x) per x — oo. Possiamo ora
affermare che

() = ~A(le] + )z ~ [a]) — 5 — I(a).

Per escludere il primo caso, ® = —2, abbiamo intenzione di provare che
questo contrasta con lipotesi, gia dimostrata, che r(z) = o(x).

Se adesso cambiamo la retta di integrazione, come abbiamo gia dimo-
strato di poter fare, dobbiamo osservare che la funzione integrata ha un polo
nel punto s = 0 di residuo

res (S (G0 i) ) =

Se definiamo percio

¢'(0)

c(0) -1 se®=-2

0 se - <01,

possiamo dire che

() = = A(le] + 1)z ~ [a]) — 5 — A(©)+
1 [/®1+z‘oo (z + 1)5+1 — g5+ (C'(S) . 1 )ds].

270 | o, —ico s(s+1) C(s)  s—1

Per stimare 'integrale osserviamo che

z+1
(z+1)5Th — 25t = / (s + Du’du

xT
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1

percio se Re(s) =01,z >1e¢0; € {_2} U <;,2>

z+1
(2 + 1) — 2+ < |s + 1\/ WOt du < |s +1)(z + 1) < 42 + 1.
X

Ma se utilizzassimo questa stima sull’intera retta di integrazione otterremmo
un integrale divergente, percié useremo anche questa:

‘(x 4 1)8+1 _ xS'H} S (.,L, 4 1)91+1 +$®1+1 S 91,@1—&-1.

Si ha allora, per cominciare

/®1+ioo (z + 1)+ — g5+ (g’(s) n 1 )ds' <

©1—ico 8(8 + 1) C(S) s—1 B
O1+ico |($ 4 1)s+1 _ $S+1‘ CI(S) 1
§2/@1 Sl | T s—l‘ds‘

Fissato T' > 0 ancora da scegliere, maggioreremo separatamente l'integrale
da 0 a T con la prima stima, e sfrutteremo la maggiorazione

¢'(s) 1 ‘ < C'log(|t| + 6)
C(s)  s—1]7 (©1-9)

Dunque

/®1+z‘oo (:L‘—I— 1)s+1 _$s+l <CI(3) N 1 )ds _

T S ORI A
91 T log(t + 6)
<(C dt
=“o-6y /0 o1 *F
2011 o0 log(t + 6)
C dt <
+ 1(@—@1)2/T |(@1+it>(@1+it+1)| -

o T log(t + 6) g9+ > log(t + 6)
<C dt +C dt
= (@—91)2/0 T 4 1(@—@1>2/T 2

Possiamo maggiorare i due integrali:

T log(t + 6 i
/ Ogl(—:)dt<log(T—|—6)/ Tt =10g(T +6)log(2T + 1) <
0 2 0 2

< 2log*(T + 6)
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[ M REIEE] iy N T

;e T My A
<log(T+6) /Ool_log(T—l-G) 1
T T 2 T T
2log(T + 6)
< —.
T

Otteniamo quindi che

O1+ico s+1 s+1 /
(x4 1) — 2 (((s) 1
/el_m S <<<s> e 1) ds| <

21 91+ log(T + 6)
— = _log®(T
CECHE og”( +6)+C’(@_@1)2 T

(3.5)

<C

Se scegliamo T' = x possiamo allora concludere che
1 291 log? x

(o) = =Ml + e~ o)~ 5~ 4(0) - 0 (Gg B ) . pera o

Possiamo ora discutere i due casi:

nel primo, © = —2e ©; — 0 = %,
r(z) = % —A(jz] + 1) (z — [z]) — i((g)) +0 (x_% log? :r) ,

1

invece nel secondo, % <O <1e® —0O = ¢, possiamo scegliere ¢ = oes

[CEES O elogzx

e coerentemente con questa scelta si ha 21 = =z e =ez9, da

cui
r(z) =0 (:ve log* :):) per x — 00,
dove gli altri termini possono essere assorbiti, in quanto
Az +1) <log([z]+1) e (x—[x]) <1

Osservazione. Si noti che questa stima e piu debole della proprieta, gia
dimostrata, r(z) = o(z) per x — oo.

Teorema 3.14. FEsistono infiniti zeri di ((s) nella striscia critica

Dimostrazione. Per prima cosa dimostriamo l’esistenza: supponiamo per
assurdo che non vi siano zeri e sia x = m un intero. Allora, per

Y(x) =z + r(x), abbiamo
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(m)—y(m—1) = Z A(n) — Z A(n)=A(m) =14+r(m)—r(m-1).

nm n<m-—1

Poiché, come abbiamo visto,

otteniamo

Alm)=1+0 (m_% log? m) per m — oo.

In particolare se m = p, numero primo,

A(p) = log(p) =:1+-C)(p_%log2p)

e questo e assurdo.
Supponiamo ora per assurdo che ((s) abbia un numero finito di zeri

non banali. Grazie alla simmetria degli zeri rispetto alla retta di ascissa %,

discussa all’inizio del capitolo, avremo un numero pari di zeri; li indicheremo
con

p1-..pN (N pari) di molteplicita rispettivamente pg ... pun.
Ciascuno di essi si puo anche scrivere come

pr=0k+iv con0<fpr<l, k=1...N,

dove le disuguaglianze sono strette grazie alla proposizione 3.2.
Essendoci un numero finito di zeri esiste G > 0 tale che

|’yk]<G Vk=1...N.

Riprendiamo allora

@) = = A(la] + Do = fo]) = 3+
B S e N (ORI
20 Sy i s(s+1) (C@)+S—1)d'

Abbiamo intenzione di spostare la retta di integrazione dall’ascissa 2 al-
I’ascissa —%. Per farlo dovremo utilizzare nuovamente il lemma di Cara-
théodory 3.13 ma, essendo adesso © # —2, la funzione log(¢(s)(s — 1)) non
& piu olomorfa su Re(s) > —2, in compenso lo & aggiungendo l'ipotesi che

|t| > G. Fissiamo allora sy = 2+itg contyg > G+4e R =4: per |s—so| < R
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la funzione & olomorfa e vale Re (log(¢(s)(s —1))) < Clog(|t| + 6), percio
per il lemma 3.13

d(s) 1 C'log(|t| + 6)

((s) s—1 (61 -©)?

Grazie a questa stima possiamo spostare la retta di integrazione, sommando
i residui nei punti 0, py ... pN:

s (BN (G LY ) €O

s(s+1) (s) 51 ¢(0)
(x+1)5H — 5t /7 ((s) 1 o (x 1)Petl — grrtl
R“( s(s+1) <<<s> +s—1>’pk> T e+ )

E grazie alla stima (3.5), possiamo dire che

¢'(0)
¢(0)

@) =5 — Al + D — fa]) — S0+

(x4 1)Petl — pprtl L
—Zuk —i—O(m_?log m), T — 00
pr(pr + 1)

Analogamente a quanto fatto per dimostrare l'esistenza fissiamo un intero
m: si ha

w(im)—yYp(m—-1)=Alm)=1+r(m)—r(m—1) =
N
. (m + 1)pk+1 _ mpk-l-l
=1 kzluk pe(pr +1)

+Z,Uk

Consideriamo ora le due serie a parte:

+

mpPetl — m _ 1)Pk+1

1
—i—O(m*ilo 2m>.
pre(pr + 1) g

P+l _ oy petl mPeT1 — m _ 1)ﬂk+1

(m+ 1)
Z“ (pr + 1) _Z“’“ et

N m+1 , pk ( o 1 m—+1 u
u u
= vpk_ldv] du.
=2, o Z/ U
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m+1 u
< / [/ vﬁ’“_ldv} du < (m — I)Bk_l;
m u—1

m—41 u
‘/ [/ vp’“_ldv} du
m u—1

allora avremmo che

N
_ Br—1 -1, 2
A(m) 1+k510(m’“ )+O(m 2 log m) per m — 0o

ma, questo ¢ assurdo perché

m—roo

A(m) — o

N
ZO (mﬁ’“_l) + 0 (m_% log? m) .
k=1

3.4 Conclusioni

La congettura di Riemann, che afferma che tutti gli zeri di ¢ si trovano sulla
retta Re(s) = %, ¢ 'ottavo dei 23 problemi proposti da Hilbert al Congresso
internazionale dei matematici, tenutosi a Parigi '8 Agosto 1900, ed & uno
dei due che risultano tutt’ora aperti. E anche uno tra i 7 Millennium Pro-
blems, formulati dall’Istituto matematico Clay, ad imitazione dei problemi
di Hilbert. Diversi sono stati i tentativi di dimostrare o confutare 1’ipotesi
di Riemann, uno in particolare ¢ quello di Louis de Branges de Bourcia,
che nel 1992 pubblico una dimostrazione che si € poi rivelata non corret-
ta. Un tentativo molto recente ¢ quello di Richard Stone che all’inizio di
questo mese ha pubblicato invece un articolo [5] in cui afferma di averla
confutata, sebbene diversi siano i passaggi non dimostrati completamente.
La risoluzione di questo problema aperto, dato il legame tra gli zeri di ( e la
distribuzione dei numeri primi, potrebbe avere, ad esempio, importanti rica-
dute su applicazioni informatiche. Stabilire, infatti, che vi sia una regolarita
sulla distribuzione dei numeri primi, avrebbe conseguenze sulla Crittografia,
che spesso utilizza numeri interi la cui fattorizzazione contenga numeri primi
talmente grandi da non essere calcolabili in tempi accettabili.
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