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Introduzione

Negli anni '30, Sergei L'vovi¢ Sobolev introdusse quegli spazi funzionali che oggi

si chiamano spazi di Sobolev, che sono di fondamentale importanza per l’analisi

funzionale moderna, soprattutto per lo studio di equazioni alle derivate parziali

e delle loro applicazioni ai pitl svariati problemi che scaturiscono in fisica e nelle

scienze applicate.

Questi spazi vengono caratterizzati in termini degli spazi di Lebesgue L?: le fun-

zioni che appartengono agli spazi di Sobolev W*?((2), con 2 aperto di R", sono

particolari elementi di L” le cui derivate deboli, fino all’ordine £, esistono e sono
in LP(Q2).

In particolare, I'opera di Sobolev e Morrey, ha prodotto due disuguaglianze di

cruciale importanza.

(1)

(2)

Se 1 < p < n, esiste una costante C' = C(n,p) tale che per ogni funzione
regolare u a supporto compatto in R" vale la disuguaglianza di Sobolev

[ull,- < ClDull,, (1)

dove p* = np/(n — p) € detto esponente critico relativo a p: la criticita di p*
deriva dal fatto che la disuguaglianza precedente non vale per alcun ¢ > p*.
In particolare, da (1) segue che se {2 & un aperto limitato con frontiera di
classe C', lo spazio di Sobolev W'*(Q) si immerge con continuita in L?" ().

Se p > n > 1, esiste una costante C' = C(n, p) tale che per ogni funzione
regolare v a supporto compatto in R" vale la disuguaglianza di Morrey

[u(z) = u(y)] < Clz —y/" """ |Dull,, perogniz,yeR" (2)

anche questa disuguaglianza e ottimale, nel senso che non vale per alcun
a > 1—n/p. Da (2) segue che se (2 & un aperto limitato con frontiera di classe

1ii



iv

C*, lo spazio di Sobolev W'?(Q) si immerge con continuita nello spazio di
Holder C%1=7/P(Q)).

In seguito si & cominciato ad analizzare il problema di ottimizzare le disugua-
glianze (1) e (2), cercando la miglior costante possibile e vedendo in quali casi
esistono funzioni che realizzano 1'uguaglianza dei due membri. Negli anni 70 G.
Talenti [Tal] e, indipendentemente, T. Aubin [Au] calcolarono la costante ottimale
per e, nel caso (2 = R", determinarono le funzioni che realizzano 1'uguaglian-
za dei due membri. Inoltre, lo stesso G. Talenti, nel 1994 [Ta2], calcolo la costante
ottimale per (2) e le funzioni che, nel caso 2 = R", realizzano 'uguaglianza in (2).

In entrambi i casi, se (2 C R", le costanti di Talenti restano ottimali, ma non e piti
possibile trovare alcuna funzione che realizzi 1'uguaglianza. Questo importante
risultato e stato interpretato da H. Brezis e L. Nirenberg in [Br-Ni]. Essi, nel caso
p = 2, hanno stimato dal basso la differenza tra i due membri della (1)), mostran-
do l'esistenza di un termine di resto che spiega I’assenza di funzioni ottimali. Ha
cosi avuto inizio lo studio dei termini di resto nelle disuguaglianze di Sobolev e
in altre disuguaglianze integrali.

In questa tesi ripercorreremo il lavoro svolto da G. Talenti e da H .Brezis e L.
Nirenberg.

Nel primo capitolo, di tipo introduttivo, richiamiamo alcuni risultati classici di
analisi funzionale e si presentano gli strumenti fondamentali per la trattazione
e lo sviluppo degli argomenti successivi: pil in dettaglio, dopo una breve de-
scrizione degli spazi di Sobolev e delle disuguaglianze di Sobolev e Morrey, si
analizzano le proprieta basilari dell’operatore di Laplace, si dimostra un’utile
identita dovuta a Pohozaev e si introducono gli spazi LP-deboli.

Il secondo capitolo & dedicato alla descrizione dei riordinamenti di funzioni e
delle loro fini proprieta, con particolare riguardo al riordinamento decrescente,
analizzato in tutti i suoi aspetti, e al riordinamento di Schwarz. Questo stru-
mento & estremamente utile in analisi: esso permette, ad esempio, di stabilire
che le funzioni ottimali per le disuguaglianze (I) e (2) sono a simmetria sferi-
ca, restringendo notevolmente il campo di ricerca. Analogamente, per mezzo
dei riordinamenti si pud dimostrare che nella disuguaglianza isoperimetrica vale
l'uguaglianza se e solo sel’insieme considerato e una palla.

Nel terzo capitolo viene riportato parte del lavoro svolto da H.Brezis e L.Nirenberg



in [Br-Ni]. Si mostra 1’esistenza di soluzioni positive per il problema

—Au=uP+ f(z,u) in{
u>0 in ) 3)
u=20 su 02,

quando f e un infinito per © — oo di ordine inferiore a w?. Si analizza in par-
ticolare il legame che intercorre tra l’esistenza di soluzioni per il problema (3) e
Iesistenza di un termine di resto per la (T)).

Infine, nel quarto finale, seguendoilavori di G. Talenti [Iall] e [Ta2], si mostra det-
tagliatamente come ricavare la costante ottimale per le disuguaglianze (1) e (2), e
le funzioni a simmetria radiale che realizzano 1'uguaglianza nel caso €2 = R".



Risultati preliminari

Sia 2 un aperto di R". Denotiamo con C§°(2) l'insieme delle funzioni di classe
C>(§2) a supporto compatto. Tali funzioni verranno spesso chiamate funzioni test.
Introduciamo innanzitutto il concetto di derivata debole.

1
loc

Definizione 1.1. Siano u,v € L; () e & € N" un multiindice. Diciamo che v & la

a-esima derivata debole di u se

/Qu(Dago) dz = (—1)“|/vg0dx

Q

per ogni funzione test ¢. In tal caso scriveremo

D*u = wv.
Spieghiamo brevemente tale scrittura: se o € un multiindice allora o = (o, ..., ay,)
elal =ay + -+ ay; in tal caso
D% = on Lo
dxft Oxon’

Osservazione 1.2. La derivata debole viene introdotta per generalizzare la nozione
di derivata classica. In un certo senso essa viene definita per far funzionare la for-
mula di integrazione per parti. Inoltre se u possiede due derivate deboli relative
allo stesso multiindice, queste differiscono al pit1 su un insieme di misura nulla.

Definizione 1.3. Fissati 1 < p < oo e k intero non negativo, definiamo
WhP(Q) = {u € LP(Q) : D u € LP(Q) VO < |a] < k}.

Tali spazi di funzioni vengono detti spazi di Sobolev.



Su tale insieme & possibile definire una norma (detta norma di Sobolev).
Sia u € W"P(Q). Se p < 00

1/p
lully, = | > ID%ul}
0< o<k
Se invece p = oo
[ully o0 = o, D" ul|, -

In questo modo & possibile stabilire quando una successione converge in W*?(Q).
Pitt precisamente, se {u,, }men € WHP(Q) e se u € WHP(Q) diciamo che u,,, — u in
WkP(Q) se

Jim = ull, = 0.
Definizione 1.4. Indichiamo con W} () la chiusura di C£°(Q) in WH2(Q).

In particolare, una funzione u € W*?(Q) appartiene allo spazio W, (1) se e solo
se esiste una successione {u,, } di funzioni test che converge a u in W*?(Q).

Osservazione 1.5. Ricordiamo infine che gli spazi di Sobolev, muniti della norma
di Sobolev, sono spazi di Banach. Inoltre, quando p = 2, questi diventano spazi
di Hilbert. Per enfatizzare questa proprieta, in questo caso si pone H* = W"? e
HE = WP, Inoltre tacitamente si identificano tutte le funzioni che differiscono al
pitt su un insieme di misura nulla.

Il nostro obiettivo & capire in quali spazi di funzioni e possibile immergere gli
spazi di Sobolev. A tale scopo ricordiamo che le funzioni lisce (ovvero di classe
C*(£2)) che hanno norma di Sobolev finita sono dense in W*?(().

Per prima cosa consideriamo lo spazio W'?(2). Ci domandiamo se 'appartenere
a un tale spazio di funzioni implichi l'appartenenza ad uno spazio pitt ampio
oppure no. Chiaramente la risposta dipendera sia da p che da n. Per questo

motivo distingueremo tre casi:

Tutti i teoremi che presenteremo sono risultati classici di analisi funzionale. Omet-

teremo pertanto le loro dimostrazioni rimandando a [Ev] per tutti i dettagli.



1.1 Ladisuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

Consideriamo il caso 1 < p < n. Ci chiediamo se e quando possiamo ottenere
una stima del tipo
[ull, < C D ull, , (1.1)

conC >0,1<g<ooeue CP(R"). Chiaramente la costanti C' e ¢ non devono
dipendere da w.

Prima di dimostrare la validita di una tale stima mostriamo come ¢ debba avere
un’espressione abbastanza particolare e non possa essere del tutto arbitrario. Sup-
poniamo dunque che (1.1) valga. Sia © una funzione test non identicamente nulla.
Poniamo

ux(x) = u(Ax) perogni A >0, z € R".
Applicando la alla funzione u, otteniamo

[uxlly < C D uxll,, - (1.2)

A questo punto

1
[ twlde = [ owde = 5z [ ety

AP
/ ]Du,\|pdx:)\p/ |Du()\x)]pdxzﬁ/ | Du(y)|* dy.

Inserendo tali espressioni nella (1.2) scopriamo che

A
« <O [Dall,,

ovvero
lull, < CA T Dl (1.3)

Quindi se 1 — 2 + 2 # 0 possiamo mandare A a 0 oppure a infinito ottenendo
un assurdo. Percio l'espressione (1.1) puo valere soltanto quando 1 — 2 + ¢ =0,

ovvero quando
np

n—p

q:

Definizione 1.6. Se 1 < p < nla quantita p* = ;= viene chiamata esponente critico
di Sobolev relativo a p.

Osserviamo che p* > p.
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Teorema 1.7 (Disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Se v € C5°(R") e
se 1 < p < n, esiste una costante C' (dipendente solo da p e da n) tale che

lull,- < C D ull,. (14)

Valgono pertanto i seguenti importanti risultati.

Teorema 1.8. Sia ) un aperto limitato di R" con frontiera di classe C'. Supponia-
mol<p<neue W (Q). Allorau € LP (Q) e vale

Jull . < Clully, - (1.5)
La costante C' dipende solo da p, n, €.

Teorema 1.9. Sia Q2 un aperto limitato di R" con frontiera di classe C"'. Supponia-
mo u € W, ?(Q) per qualche 1 < p < n. Allora

[ull, < C[[Dul], (1.6)
per qualche ¢ € [1,p*]. La costante C' dipende solo da p, ¢, n, Q2.

Quest’ultima stima viene chiamata, a volte, disuguaglianza di Poincaré.

Consideriamo adesso il caso limite p = n. In questo caso p* — oc. Ci si potrebbe
aspettare che se u € W'™(Q), in virtu del teorema u € L*(Q2). Ma questo e
falso se n > 1. Infatti basta considerare 2 = B;(0) (la palla di centro 0 e raggio
1) e u = loglog (1 + ﬁ) In tal caso u € WH"(Q)) ma u ¢ L>(Q)). Affronteremo in

seguito questa situazione limite.

1.2 La disuguaglianza di Morrey
Studiamo adesso il caso in cui n < p < co. Proviamo che se u € W'"(Q) allora u
e v-holderiana per un opportuno valore di v.

Teorema 1.10 (Disuguaglianza di Morrey). Sia n < p < oo. Esiste allora una
costante C' (dipendente solo da n e da p) tale che

[ull o @y < C llully, (1.7)
per ogni u € C''(R"). Inoltre

7:1—2.
D



Teorema 1.11. Sia ) un aperto limitato di R" con frontiera di classe C*. Suppo-
niamo n < p < oo e u € W'?(Q). Poniamo v = 1 — 2. Allora esistono u* € C°7(Q)
e una costante C' (che dipende solo da p, n, 2) tali che

[u*llcon@ < C llully, -
Inoltre u* coincide con v quasi ovunque.

Come conseguenza di questo teorema, possiamo supporre d’ora in avanti che se
p > n allora una funzione in W'?(Q) & continua.

1.3 Risultati generali

Per completezza enunciamo un teorema che generalizza quanto visto fino ad ora

per funzioni in W»?(Q).

Teorema 1.12. Sia © un aperto limitato di R" con frontiera di classe C*'. Sia u €
Wk?(Q).
Se k < 2 allora u € L((2), dove

ERES

Q|
SR

Inoltre
ull, < C llully,,

dove la costante C' dipende solo da k, p,n, Q2. Se k > % allora u € Ck*[%}*l’v(ﬁ),
dove

[Q} +1— 2 se 2 non e un intero;
v = p P P

<1, se % € un intero.
Inoltre
<
ol o fg] 2 gy < € ey

dove la costante C' dipende solo da k, p, n, 7, €.

1.4 La chain rule

In questa sezione vogliamo capire quando, data v in uno spazio di Sobolev, la sua
composizione con una qualche altra funzione opportuna sta ancora in uno spazio

di Sobolev.



Proposizione 1.13. Siano f € C'(R), f' € L*(R) e uw € H*(Q). Allora
foue HY(Q) e D(fou) = f(u)Du.
Dimostrazione. Sia {u,,}, una successione in C'() tale che
(i) wp — win L}, (Q);

(i) Dy — Duin LL (Q).

Sia ' C 2. Siha
. |f(um) — f(u)|do < sup |f/| /Q, |ty, — u|dz — 0  quando m — oo,
N | /() Dy — f'(u) Du| da < sup | f/| /Q | Dty — Dulda + /Q [ (um) — f(uw)| da.

Una sottosuccessione di {u,,} (che continueremo a chiamare {u,,}) deve con-
vergere quasi ovunque a u in (2. Poiché f’ e continua, anche { f'(u,,)} converge
quasi ovunque a f’(u) in €. Quindi l'ultimo integrale tende a 0 per il teorema di
Lebesgue della convergenza dominata. Di conseguenza

flum) — f(u) e f'(tm) Dy — f'(u)Du.
Ma allora D f(u) = f'(u) Du. O

Ricordiamo la definizione di parte positiva e parte negativa di una funzione.

v = max{u,0} u~ = min{u,0}.

Chiaramente v = u™ +u~ e |u| = ut —u".

Proposizione 1.14. Sia v € H'(Q2). Allora u™,u™, |u| € H'(Q) e

Du+_{Du seu >0

0 seu <0,
>
Du— — 0 seu >0
Du sewu <0, (1.8)

Du seu >0
Dlul=<¢ 0 seu =0
—Du seu<0.



Dimostrazione. Fissato € > 0 definiamo

1) (w2 +e2)"? —¢ seu>0
e\u) =
0 seu < 0.

Applichiamo il lemma precedente. Per ogni ¢ € C5°((2) vale

uDu
fguDgodasz—/ p——=dx.
/Q (u) w0 (u? 4 2)?

Passando al limite per ¢ — 0 otteniamo

/u*Dgpdx:—/ eDudz.
Q u>0

Allora la (1.8) & dimostrata per u™.
Poiché v~ = —(—u)" la (1.8) & dimostrata anche per u~. Infine, dato che |u| =
ut —u~, la tesi e provata. O

Infine mostriamo un ultimo risultato.

Proposizione 1.15. Sia u € H'(Q). Allora D u = 0 quasi ovunque su ogni insieme
(di misura positiva) dove u e costante.

Dimostrazione. Non é restrittivo supporre che la costante sia 0. Poiché Du =
Du* + Du~, possiamo applicare le relazioni (1.8). E questo ci permette di con-
cludere. [

1.5 Compattezza

Dalla disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (teorema segue che
WtP(Q) si immerge in LP" () quando 1 < p < n. Proveremo adesso che questa
immersione e compatta, nozione che pero dobbiamo prima definire.

Definizione 1.16. Siano X e Y due spazi di Banach. Sia 7' : X — Y un operatore
lineare. 7" di dice operatore compatto se trasforma insiemi limitati di X in insiemi
relativamente compatti di Y.

Osserviamo che ogni operatore compatto & necessariamente limitato, e quindi
continuo.
Se X CY,T:X —Y elidentita e T' &€ compatto scriveremo X CC Y.



Teorema 1.17 (di compattezza di Rellich-Kondrachov). Sia €2 un sottoinsieme
limitato di R” con frontiera di classe C'. Supponiamo che 1 < p < n. Allo-
ra I'immersione di W'*(2) in L%(2), data dal teorema e compatta per ogni
1<qg<p.

Anche per la dimostrazione di questo risultato si rimanda a [Ev].

1.6 L'operatore di Laplace

Vogliamo trovare le soluzioni non banali del problema

(1.9)

—Au=Xu In¢
u=">0 su 012,

dove )\ & una costante reale.

Una soluzione debole di (1.9) & una funzione u € H}(Q) tale che
(Du,Dv), = A(u,v),, perogniv e Hy(Q).
Osserviamo che, poiché () & limitato, I'immersione di Hj () in L*(Q2) & compatta.

Teorema 1.18. Sia 2 un aperto limitato in R". Allora in L?(2) esiste una base
ortonormale {¢;},-, di autofunzioni di Dirichlet per ’operatore di Laplace.
Inoltre i corrisponc_:lenti autovalori {)\;},-, sono tutti positivi e possono essere
ordinati in modo che )

O< A <A< < L,

con \; — oo. Infine ogni autospazio ha dimensione finita.

Il primo autovalore \; puo essere caratterizzato in termini del quoziente di Rayleigh:
M = R(p1) = min{R(v) : v € Hy(), v # 0},

dove R(v) e il quoziente di Rayleigh definito da

_ fQ |D v\2 dx

R(v) fQ vZdx

Per maggiori dettagli su questo argomento si rimanda a [Sa].



1.6.1 Il principio del massimo

Consideriamo in questa sezione una funzione u € C*(Q), definita sulla chiusura
di un aperto 2 C R".

Definizione 1.19. Diciamo che u € una funzione armonica se
Au =0
in ogni punto di €.

Supponiamo che v abbia un massimo locale z, € Q2. Allora, banalmente,

ou 0*u
oz =0 Bz

(g) <0  perognii=1,..,n

Dunque deve valere la condizione
Au(zg) < 0.

Possiamo allora concludere che se Au > 0 in ogni punto di {2, u non puo raggiun-
gere il suo massimo nella parte interna di (2.

Concentriamoci adesso sul caso n = 2 (la generalizzazione ¢ abbastanza imme-
diata). Sia (z,7) € Q C R Sia B, la palla di centro (7,7) e raggio r. Denotiamo
con S, la frontiera di B,. Sappiamo che vale la relazione

Au = div (Du). (1.10)
Ricordiamo il seguente risultato classico.

Teorema 1.20 (Teorema della divergenza). Sia W un aperto limitato con frontiera
di classe C* e sia u € C'(W). Allora

/ divuda:dy:/ (u, v)do,
W oW

dove v & il versore normale a W diretto verso l'esterno di .

Applichiamo il teorema della divergenza, considerando W = B,.. Si ha

div (Du)dzdy = / Ou do,

/ Audxdy = 5
s, OT

T B’r
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dove Ou/0r e la derivata direzionale lungo la normale al bordo S, di B,. Passando
in coordinate polari, ponendo do = rd¥,

27
/ Audzdy =r % de.
. o Or
Segue che, se Au > 0in Q2 allora
2T
@de > 0. (1.11)
0 8T

A questo punto fissiamo R in modo che By sia contenuto interamente in ) e
facciamo variare r tra 0 e R. Integrando la (1.11) otteniamo

27 ou 27
/ / — dfdr = / uw(R,0)d0 — 2mu(z,y) > 0,
0

2w

1 1
T,Y) < —— = — . .
uw(T,y) < 5T u(R,0)Rdo 5T udo (1.12)

Il secondo membro della (1.12) & la media di u su Sg. Allora la (1.12) afferma che
il valore di » in un punto (x, y) di 2 e limitato dalla sua medla su una qualsi-

ovvero

asi circonferenza contenuta in 2 e centrata in (7, 7). Se, inoltre, Au = 0, questa
disuguaglianza viene soddisfatta sia da u che da —u.

Teorema 1.21 (Teorema della media). Sia v una funzione armonica in §2. Allora
1

U(T,y> = ﬁ udo.

Supponiamo adesso che Au > 0 in ) e che u raggiunga il suo massimo ) nel
punto (zo,yo) € Q. Poiché u < M e u(zg,y0) = M, la implica che u deve
coincidere con M su ogni palla centrata in (zo, 1) e interamente contenuta in (2.
Supponiamo che esista un punto (z;,y;) €  tale che u(z1,11) < M; il ragio-
namento appena fatto risulta essere vero in un intorno di (z;,y;). Colleghiamo
(x1,y1) a (2o, yo) con una curva contenuta in €2 e denotiamo con (z2, y») il primo
punto sulla curva in cui u(z2,y,) = M. Allora u non e identicamente uguale a M
su una palla sufficientemente piccola centrata in (2, y2). E questo contraddice la
(1.12).
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Teorema 1.22 (Principio del massimo). Supponiamo che Au > 0 in (2, aperto
limitato e connesso. Se u raggiunge il suo massimo A in un punto interno di
allora

u=M in Q.

Osservazione 1.23. Nel caso in cui Au < 0, possiamo applicare il teorema [1.22]
alla funzione —u. Quindi se —u raggiunge il suo massimo A/ in un punto interno
di € allora

—u=M in €.

In particolare — M & il minimo di u.

Osservazione 1.24. Una funzione armonica non costante non puo raggiungere né

il suo massimo né il suo minimo nella parte interna di 2.

1.6.2 La disuguaglianza di Harnack

Teorema 1.25 (Disuguaglianza di Harnack). Siano 2 C R" e ' C Q due aperti.
Esiste una costante C' = C(n, 2, ') > 0 tale che per ogni funzione armonica non
negativa definita su 2 vale

sup u(z) < C inf u(z). (1.13)

e el

Questo importante risultato € conseguenza del prossimo teorema, che consiste
nella formulazione classica della disuguaglianza di Harnack, che Harnack stesso
dimostro solo nel caso n = 2, [Hal.

Denotiamo con Bg(zy) la palla contenuta in R™ di centro z, e raggio R, e suppo-
niamo n > 2.
Richiamiamo brevemente la formula di Poisson. Sia u una funzione armonica e
siano = € Br(0) = Bg, y € 0Bg. Vale la seguente identita:
w(z) = R~ o’ / uy) g, (1.14)
Rwn  Jopy |7 =yl

La formula di Poisson e conseguenza diretta delle formule di Green. Per tutti i

dettagli su come questa formula possa essere ricavata si rimanda a [Pr-We].

Teorema 1.26. Sia v una funzione armonica, definita su Bgr(zy), che sia non neg-
ativa o non positiva. Sia y un qualsiasi punto di Br(zy). allora

R n—2R_ R n—2R
U(Q?o)(R+r) RJF: < u(y) SU(:EO)(R_J RJ_FZ. (1.15)
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Dimostrazione. Supponiamo che u sia non negativa. Poniamo p = |z — x| e
scegliamo R’ € (r, R). Dato che u & continua su Bg/(z), possiamo applicare la
formula di Poisson (1.14), ottenendo

R — p? u(y)
ulz) = — _do 1.1
() /a (1.16)

R/wn Bpr (o) |ZL’ - y|n .

Osserviamo che
R/2 _ p2 R/2 _ p2 R/2 _ p2

7 < 5 < . (1.17)
(R +p)" = o —y" = (R =p)
Applicando il teorema della media, otteniamo
R n—2 R — p R n—2 R + p
u(o) (R, n p) Ry, < ule) < ulzo) (R, - p) s (1.18)

La tesi segue passando al limite per R' — R e osservando che le limitazioni date
sono monotone rispetto a p. [

Enunciamo brevemente alcune importanti conseguenze della disuguaglianza di
Harnack.

(i) Se u e una funzione armonica e limitata dal basso o dall’alto allora e costante.
(Teorema di Liouville)

(ii) Se u & definita su By C R? ed & armonica e se soddisfa la relazione u(z) =
0 (|x\2_”) per || — 0, allora u(0) pud essere definita in modo che u sia
armonica su tutta la palla By. (Teorema delle singolarita eliminabili)

(iii) Sia {g,,} una successione limitata di funzioni definite su 0. Sia {u,,} la
successione delle corrispondenti funzioni armoniche su 2. Se g,, converge
uniformemente a g allora u,, converge uniformemente a u. La funzione u
€ armonica in {2 e coincide con g su Jf2. (Primo teorema di convergenza di
Harnack)

(iv) Sia {u,,} una successione monotona decrescente di funzioni armoniche. Sup-
poniamo che esista 2, € (2 tale che |u,,(z9)] < K per ogni m. Allora u,,
converge uniformemente su ogni aperto ' C {2 a una funzione armonica w.
(Secondo teorema di convergenza di Harnack)
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1.7 L’identita di Pohozaev

Quello che proponiamo di seguito & un risultato classico, dovuto a S.I. Pohozaev.
Per meggiori dettagli rimandiamo a [Po].

Sia (2 un aperto di R" e sia u € C*(2) soluzione del problema

{ —Au=g(u) inQ (1.19)

u=20 su 05,

dove g & una funzione continua su R. Poniamo

Vogliamo dimostrare il seguente risultato.

Teorema 1.27 (Identita di Pohozaev). Nelle ipotesi precedenti, vale la seguente
identita:

1 1 ou\ >
1— - . = — . — ) 1.2
( 2n)/gg(u) ud:n—l—n/QG(u)dx 2/m(:v V)(ay) do (1.20)
v denota la normale esterna a of).

Prima, pero, abbiamo bisogno di un risultato preparatorio.

Lemma 1.28. Nelle ipotesi precedenti, vale la seguente identita:

n 2
ZZ:; % (mz (% — G(u)> — (x, Du) Dju — n ; QUDiu)

(1.21)

2
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Dimostrazione. Svolgiamo le derivate, ricordando che g(u) + Au = 0.

2 n n
n (% — G(u)) + Zmz <Z DjuD;Dju — g(u)D,-u) +
i=1 j=1

n-2 (|Du|2+uAu)

ij=1
= g] Dul* — nG(u) + Z 2;D;uD; Dju — g(u)(z, Du) — | Dul*+

ij=1
n—2

- —2
- Z z;DuD;Dju — (z, Du)Au — nT‘ Dul* — ulAu
ij=1

=0-|Dul* = nG(u) — (z, Du)(g(u) + Au) — ulAu

n- 2ug(u) = —nG(u) + n-2

n—2

= —nG(u) — (x, Du) -0+

ug(u).

Siamo pronti per dimostrare 'identita di Pohozaev.

Dimostrazione del teorema Integriamo l'identita (I.21)) in ©, utilizzando le for-
mule di Green.
Dato che v = 0 su 99, G(u) = 0 su 0f2. Il primo membro della (1.27) diventa

/ | Duf?
vi | T4
o9 2

Osserviamo che su 90f2 si ha

— (z, Du)Diu) do = —n/QG(u) dr + nT_Q/ng(u) dz.

Du:?-y

Infatti Du = (Du, v) v+ (Du)*, dove (Du)" & un vettore tangente a 0(); essendo
u = 0 su 99, anche (Du)" = 0 su Q. In particolare

ou

Detto questo, il primo membro della (1.21)) verifica

| D ul ou|? 1
/89<(m,u) 5 — (z,v) )da— 2/m(x,u)

1 Ou|? n—2
——/ (x,v) do = —n/G(u) dx+—/ug(u) dz,
2 Joo Q 2 Ja

2

Ou do.

v

Ov
Dunque
v

che e proprio I'identita di Pohozaev. O
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1.8 Gli spazi L’-deboli

Diamo una breve introduzione degli spazi LP-deboli e mostriamo alcune loro pro-
prieta basilari.

Sia (2 un sottoinsieme misurabile di R" e sia 1 < p < oo. Denotiamo con £, la
misura di Lebesgue in R".

Definizione 1.29. Una funzione misurabile f : 0 — R appartiene allo spazio
LP(€2)-debole se esiste una costante positiva A tale che

AP ,
L,{|f] >t} < T perognit > 0. (1.22)
Denotiamo con L? (2) lo spazio L?(£2)-debole e con

[f],., =inf{A : valela (1.22)} .

Inoltre definiamo L{°(§2) = L>(12).
Sia f € LP(Q2). Per ognit > 0 siha

i (171> 1) < 511

Quindi LP(Q2) C LL,(Q) e || fll, = [f],,- 1l viceversa & pero falso. Ad esempio la

g(a:):{ # sex #0

funzione

0 sex =10

Sta in L. (R™) ma non in L!'(R"). A partire da questa si riescono esempi di fun-

zioni che stanno in £, ma non in L”.

Come curiosita, osserviamo che lo spazio L? (2) & uno spazio quasi-normato, cioe
la quantita [f], , non & una norma, ma una quasi-norma. In altre parole non vale
la disuguaglianza triangolare, ma

f+ 9w < K(fl0+ 19,0, K>1L

Inoltre, quando p > 1 e possibile definire sugli spazi L? (€2) una norma equiva-

lente alla quasi norma [-| , cosa che perd non si puo fare quando p = 1.

pw’

Per maggiori dettagli su questi argomenti si rimanda a [Be-Lo], [DiB], [Gz].



2 ‘ Riordinamenti

In questo capitolo introduciamo il riordinamento di funzioni reali, esibendo alcune
proprieta basilari che verranno ampiamente utilizzate nei capitoli seguenti. Ve-
diamo formalmente di cosa si tratta.

Sia 2 C R" un insieme misurabile e sia © una funzione misurabile definita su €2 a
valori reali. Denotiamo con £,, la misura di Lebesgue in R".

Definizione 2.1. Per ogni ¢t > 0, definiamo la seguente quantita:
pu(t) = L, {2 €Q : Ju(z)| > t}). (2.1)
[y, € detta distribuzione di u.

Definizione 2.2. Diciamo che u si annulla all’'infinito se y,(t) < oo per ogni¢ > 0.

{x:u(x)>t0}

{x:u(x)>t1}

In questo esempio si vede che gli insiemi {z : u(z) > ¢} hanno sempre misura
finita.

16
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Osservazione 2.3. Nella definizione abbiamo considerato valori di ¢ strettamente
positivi. Questo esempio mostra infatti che la funzione 4u4 si annulla all’infinito

ma /4, (0) = oo.
La funzione i, ha molte interessanti proprieta.

(i) p, € una funzione decrescente definita sulla semiretta [0, o).
In generale j, non e strettamente decrescente, come mostra il seguente
esempio:
2—t setel0,1)

3—z sex € (0,1)
se u(x) = allora pu,(t) = 1 set € [1,2]
2—z sex€ll,?2), ; 2.3
—1 setec (2,3

5
2_\ u(x) a by®
N ]
0 \ 0

0 1 2

(ii) p, € continua a destra.
Se t;, \, t allora

{req:fu@)|>ty=|J{zeQ: |u@)>t}

keN
Quindi
fa () — pu(t).

Il seguente esempio mostra che 4, in generale, non e continua a sinistra.

2—x sex€l0,1)
seu(z) =< 1 set e [l,2] allora y, (t) = {
3—x sex € (23]

3—t sexel0,1)
2—t sex€([l,2],
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Quindi 111}1 ty(t) = 2 mentre p,, (1) = 1.
t—1—
(iii) Se il supporto di u ha misura finita allora

11,(0) = Ly (supp (u)).

(iv) supp (1) = [0, fJullo)
(v) Se definiamo 1, (t—) = £, ({z € Q : u(x) > t}), allora per ognit > 0
pu(t=) = pu(t) = Lo({z € Q = |u(z)] = t}).

Definizione 2.4. 1l riordinamento radiale di una funzione u, indicato con u*, e la
funzione
u*(s) =1inf{t >0 : p,(t) < s}.

Osservazione 2.5. Poiché j,, € decrescente e continua a destra si ha
u*(s) = min{t > 0 : p,(t) < s}.
Consideriamo adesso un insieme misurabile A C () e consideriamo u = x 4.

{t>0: (1) <s}={t>0: L,{z €Q: xalz) >t}) <s}
=[l,00)U{t€0,1) : L,(A) <s}.
Quindi

. 1 ses < L,(A)
u*(s) = (xa)" = inf{t >0 : :uXA(t)SS}:{O se s> L,(A)

ovvero
(xa)” = Xpo.£a(a))-
Detto allora A* I'intervallo [0, £,,(A)) si ha

Li(A%) = L,(A) € (xa)" = xa--
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Proposizione 2.6. Per ogni s € [0, £,,(2)] = [0, £,(2*)] si ha
u(s) =L1({t >0 : pu(t) > s}).

Dimostrazione. Se {t > 0 : pu,(t) > s} e vuoto allora s, (t) < s per ogni ¢t > 0.
Quindi
u*(s) = inf[0,00) = 0 = L4(0),

e la tesi e provata.
Se invece {t > 0 : u,(t) > s} € non vuoto, per la decrescenza di p, l'insieme
{t >0 : p,(t) > s} e un intervallo della forma [0, t,) oppure [0, ty]. In entrambi i
casi si ha

t<tyg= pu(t) > s, t >ty = pu(t) <s.

Percio
inf{t >0 : p,(t) <s} >t e inf{t >0 : p,(t) <s} <t.

Ma allora u*(s) =t = L1({t > 0 : pu,(t) > s}). O
Osservazione 2.7. Dalla proposizione precedente segue che

{t =0 pu(t) < s} = [u(s),00). (22)
Proposizione 2.8. Le funzioni u e v* sono equidistribuite. Pili precisamente

po () = () perognit € [0, Jul ).

Dimostrazione. Dalla relazione segue che

u*(s) > tseesolose p,(t) > s.

Quindi
e (8) = L1({s > 0 ¢ () > 1)) = L£1((0, (1)) = pa(0).

Conseguenze immediate di questi ultimi risultati sono le seguenti proprieta:

(i) La implica che per ogni s > 0 si ha p,(u*(s)) < s.
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(ii) Per ogni 0 < s < L, (supp (u)) si ha p,((u*(s))—) > s. Infatti, per ogni ¢ > 0,
consideriamo u*(s+¢) (che tende a u*(s) se e — 07): se u*(s+¢) < u*(s) per
ogni ¢ > 0 allora, dalla (2.2),

(U (s +€)) > s;

quindi, passando al limite per ¢ — 07, si ha u,((u*(s))—) > s. Se, invece,
u*(s+¢) = u*(s) perognie € (9] e u*(s+¢) < u*(s) per ogni € > &, allora

oy ((u* (s 4+ €0))—) > s+ &o.

Quindi
pu((u'(s))=) = s + 0 > s.

Osservazione 2.9. Se u e v sono due funzioni non negative che si annullano al-
I'infinito e se u(z) < wv(x) per ogni z € R", allora u*(s) < v*(s) per ogni s > 0.
Infatti

{r e vx) >t} C{reQ: ulx)>t};

quindi 41, (¢) < 1, (t). Ma allora
{20 pu(t) <sp C{t >0 p(t) < s}
e dunque u*(s) < v*(s).
Proposizione 2.10. Sia u una funzione misurabile non negativa. Per ogni ¢t > 0
Li{seQ u(s)>t}) =L, {xr €Q : ulx) >t}). (2.3)
In particolare, se u si annulla all’infinito, anche u* si annulla all’infinito.

Dimostrazione. Per ogni ¢t > 0 si ha u*(s) > t per ogni s > 0 se e solo se j,(t) > s.
Allora

{s>0:u"(s) >t} ={s>0: p,(t) > s} =10, p.(t)). (2.4)

Quindi, dalla definizione di ,,
L1{s>0:u"(s)>t}) =pu(t) =L, {x €Q : ulx) >t}). (2.5)
]

Proposizione 2.11. Sia v una funzione misurabile non negativa. Si ha

Li({seQ :u'(s)=0}) <L, {r e : ulx)=0});
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se inoltre

{se€Q :u'(s) =0} #0,

allora £, ({x € Q : |u(z)| > 0}) < oo e vale
Li{se€Q :u'(s) =0} =L, {r e : u(x)=0}).

Dimostrazione. Supponiamo {s € Q* : u*(s) = 0} # 0. Allora esiste sy € Q* tale
che u*(sg) = 0. Quindi

Li({s € Q" 2 u'(s) > 0}) = La({z € 2 : fu(2)] > 0}) = p1(0) = pru(u”(s0)) < 50,
da cui si puo scrivere

Li({s e Q" :u'(s)=0}) =L(Q) = L1({s € Q" : u(s) >0})
=L,(Q) = L,{z e Q: |u(x)] >0})
=L,{z e : |u(x)],0}).

Se invece {s € Q* : u*(s) = 0} = ) & chiaro che vale la disuguaglianza, ma il
seguente esempio mostra che in generale non vale I'uguaglianza.

Sia 2 = R e u(x) = X(—o0,0)(2). In tal caso j1,(t) = co quando t < 1 e pu,(t) =0
quando ¢ > 1. Quindi

pu(t) > s perognis >0, t < 1.

Ma allora u*(s) > ¢ per ogni s > 0 e per ogni ¢ < 1. Scelto allora ¢ = 3 si ha

u*(s) > 3 > 0 perogni s > 0; quindi {s > 0 : w*(s) = 0} & vuoto mentre

Li({z € : ulx)=0}) = 0. O
Riprendiamo gli esempi iniziali.
Sia w la funzione definita da

2—x sex€|0,1)

u(z) = 1 sexe€ll,2
3—x sex e (23]

In tal caso

2—5s sesel0,1]
3—t setel0,1) .
pu(t) = e u'(s)= 1 sese(1,2]
2—t setell2].
3—s sese (23]
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Allora
10,1
. 2—u*(s) sese€l0,2] s ses€(01]
fru (" (s)) = =<¢ 1 sese(1,2]
3—u*(s) sese€ (23],
s ses € (23]
Graficamente
3- ....................................
Ao
M, (U*(s)
I .
0 1 2 3 4 5

Sia v la funzione definita da

3—z sex € (0,1)
u(z) =
2—z sex€ll,2).
In tal caso
2—t setel0,1)
. 3—s sesel0,1)
o (t) = 1 setell,2] e u'(s)=
2—5s sese€|l,2].
3—t sete (23]
Allora
2 —u*(s) sese0,1) s ses€[0,1)
py(u*(s)) =< 1 sese[l,2] =4q 1 ses=1 =s.
3—u*(s) sese (23] s sese€(1,2]

Mostriamo adesso un’interessante proprieta locale dei riordinamenti.

Proposizione 2.12. Sia v : R" — R una funzione lipschitziana che si annulla
all’infinito. Allora u* & localmente assolutamente continua in (0, cc), ovvero &
assolutamente continua su tutti gli intervalli [a, b] C (0, c0).

La dimostrazione di questa proprieta, che utilizzeremo in seguito, si basa su al-
cuni risultati noti che richiamiamo per completezza.

Denotiamo con #;, la misura di Hausdorff k—dimensionale. Vale la seguente
formula, detta formula di coarea:

[ sl [ [ s W) a @o
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Questa uguaglianza si applica a funzioni u lipschitziane e a funzioni f integrabili.

Vale la seguente disuguaglianza, detta disuguaglianza isoperimetrica: per ogni £ C
R"™ misurabile e di misura finita si ha

nw™(L,(E)" < H,_1(OF). 2.7)

Infine utilizzeremo la disuguaglianza di Jensen. Se ¥ e una funzione convessa, f
una funzione integrabile e £ C R" misurabile e di misura finita, allora

\1/( E,jE) [E (@) dx) < L;E) /E U(f(z)) da. 2.8)

Dimostrazione della proposizione . Indichiamo con «a la misura del supporto

di u. Introduciamo la seguente notazione:
Hyp={z e R" : u*(b) < |u(z)| <u*(a)}.
Mostreremo che per ogni 0 < a < b < o, valgono le seguenti disuguaglianze

/H | Du(z)|dz > nwi/"al_l/"(u*(a) —u* (b)), (2.9)

Lo(Huy) <b—a. (2.10)

Cominciamo col dimostrare la (2.9). Applichiamo la formula di coarea, ottenendo

/ |Du(x)|dx:/ vin,, | Du()|de
Ha,b R™

+o00
:/ </ XHap Hn1<dl’)) dt
0 {lul=t}

u*(a)

_ / Moy ({z €R™ - Julz)| = t}) dt

*(b)

u*(a)
- / anl (8Et) dt,
u*(b)

dove E; = {z € R" : |u(x)| > t}. Quindi possiamo applicare la disuguaglian-

za isoperimetrica. Infatti I'insieme E ha misura finita, dato che la funzione u si
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annulla all’infinito. Allora otteniamo

U*(a) U*(a)
[ e @m) @ [ e, ) a
u* (b) w*(b)

u*(a)
:/ nw/m (L, ({z € R : |u(z)] > 1)~V dt
w (b)

> nuwy™ (L ({z €R" : Ju(z)] = u*(a)})' ™" (u" (@) = u*())

n

> nwy"a' V™ (u*(a) — u* (b)),
Osserviamo che

L, ({z eR" : |u(z)| = u(a)}) = lim L, ({x eR" : |u(z)] > u"(a) — %})

Dimostriamo adesso la (2.10).

Lo(Hap) = Lo ({z € R* = Ju(z)] > w*(0)}) = Lo ({z € R" - fu(z)] > u™(a)})
<L,{zxeR": |ux)] >u"(b)}) — ;}LHSOL” ({x eR" : |u(x)| > u*(a) — %})
= pu(u”(0)) = pu((u”(a)) =) < b —a.

Proviamo adesso che u* & assolutamente continua su ogni intervallo della forma
[a, b].
Consideriamo una partizione 0 < a < t; < t; < ...t; < b. Si ha, applicando la

(2.9) ela (2.10),

n WMV () — ut(tig)) < / | Du(z)|dz

He, ;41

< sup |Du| L(Hy, 1) < sup|Dul (L1 — ).
In particolare, ¢; > a per ogni i, quindi
nw"al T (t) — w(tien)) < nwy TV () = u” (ti)).
Sommando su ¢

nwy™a' " Z(u*(t,) —u*(tiy1)) < sup|Dul Z(tH—l —t;).
In conclusione, esiste una costante c tale che

D W (t) —u(tisn)) <Y (tigr — t).

% %
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Quindi, per ogni € > 0 esiste § = (¢) = E tale che se

D (tisr —ti) <6

allora

Z(U*(tz) —u*(tiy1)) <e.

7

]

Dimostriamo adesso un fondamentale risultato che stabilisce un legame tra la
norma di v in L% ({2) e la norma di «*. Pit1 precisamente, per ogni p > 1

[l = Nl

Teorema 2.13. Sia {2 un aperto di R e u una funzione misurabile non negativa che
si annulla all’infinito. Sia F' : [0,00) — [0, 00) una funzione boreliana. Allora

/ Fur(t)) dt < / Flu(z)) dz. (2.11)
* Q
L'uguaglianza vale se F'(0) = 0 oppure se

{s € Q" : u(s) =0} #0.

L’enunciato e in dimensione 1, ma puo essere generalizzato a dimensioni supe-
riori.

Dimostrazione. La dimostrazione e suddivisa in tre passi
Passo 1: Proveremo che
Li{ze€Q :ulx)eB})=L({seQ :u'(s) € B}) (2.12)
per ogni boreliano B C (0, c0).
Passo 2: Proveremo che

/ F(u(z))dzx = / F(u*(t))dt. (2.13)
{u>0}

{u*>0}

Passo 3: Concludiamo utilizzando i punti precedenti.
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Passo 1: Per ogni B € B(0, c0), c—algebra di Borel, definiamo

p(B) =Ly ({z € Q : u(x) € B}),
v(B)=Li({s€Q :u'(s) € B}).

Poiché
= 1
{z e : u(x) L:J{IEQ )>ﬁ}’

> 1
{s€Q :u(s)€ (0,00} = {s €O u(s) > —},
n=1
e poiché u e u* si annullano all’infinito, possiamo concludere che le misure ;e v
sono o—finite. Per la proposizione 1 e v coincidono su tutti gli intervalli del
tipo (a,00) con a > 0. Poiché la famiglia di questi intervalli genera la o —algebra
di Borel, possiamo concludere che y(B) = v(B) per ogni B € B((0, c0)).

Passo 2: Sia F' la restrizione di F alla semiretta (0, 00). Esiste una successione
di funzioni boreliane semplici { f,} che convergono puntualmente a F e tali che
0 < fu(t) < F(t) per ogni t > 0. Gli elementi della successione possono essere
scritti nel seguente modo:

kn
fo=_c" Xpm:
i=0 '

(n)

dove c ) £ c Vsei#je gli insieme B;"’ € B(0,00) sono a due a due disgiunti.

Per quanto dlmostrato al passo precedente

/{M} ful(u(z))dz = Zcﬁm L <{x € ulz) € B§">})
.
= / fo ((u(2)) dt.

{u*>0}

La tesi segue applicando il teorema di convergenza dominata di Lebesgue.

Passo 3: Si ha

/QF(U(JJ)) dz = /{ . F(u(z))dz 4+ F(0) £1 {z € Q : u(x) =0}), (2.14)
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con la convenzione che F(0) £; ({x € Q : u(z) =0}) = 0se F(0) = 0, indipen-
dentemente dal valore di £, ({z € @ : u(xz) = 0}). Analogamente

/Q F(u*(t))dt = /{ oy (W (1)) dt + F(0) £, ({s € Q" : u(s) =0}).  (2.15)

Per quanto dimostrato nel passo precedente, tenendo conto delle relazioni (2.14)

e (2.15) e della proposizione possiamo concludere che la (2.11)) e verificata.
Inoltre, se F/(0) = 0 oppure F'(0) >0e

Li{se€eQ :u'(s)=0}) =L ({z€Q: ulx)=0}).

allora
/ F(u(z))dzx = / F(u*(t)) dt, (2.16)
Q *
e la tesi segue ancora dalla proposizione O

Siamo finalmente riusciti a trovare una relazione tra tra la norma di u e la nor-
ma del riordinamento u*. Adesso vogliamo studiare la relazione tra Du e D u*.
Quello che otterremo é il seguente fondamentale risultato:

ID [l < D],

Anche in questo caso dimostreremo tutto in dimensione 1. Le generalizzazioni

sono semplici ma laboriose. Rimandiamo pertanto a [Kaw], [Le].

D’ora in avanti, a meno di traslazioni, supporremo che Q2 = (0,a), cona > 0. In
tal caso " = Q. Diamo alcune definizioni preliminari.

- Diciamo che u € N; se u & continua su € e se u e lineare a tratti.

- Diciamo che u € Ny se u € Nj e v/ # 0 in ogni sottointervallo in cui u &

lineare.

- Diciamo che u € N3 seu € C1(9) se

se u'(z) = 0 in un numero finito di punti e
se, inoltre, l'insieme {z € Q : u(x) = ¢} e finito per ogni ¢ € (min u, maxu).

Osservazione 2.14. Cominciamo con 1'osservare che N; & denso in W'?(9), cosi
come C*°(€2). In particolare ogni funzione di classe C*° puo essere approssimata
con una funzione lineare a tratti (cioe in A;). Infine, ogni funzione lineare a tratti
puo essere approssimata con funzioni in N5 nel seguente modo.

Si definisce

go = min {|u/(y)| : y € Q, u/(y) esiste ed & diverso da 0} .
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Per ¢ < gy consideriamo la funzione ausiliaria

o) =< (1- 1)),

definita su Q. Allora u.(y) = u(y) + v-(y) € N, e u. converge a u in W?(Q)
quando € — 0.

Teorema 2.15. Sia u € N,. Supponiamo che «(0) = wu(a). Denotiamo con I(u)
Iintervallo [minu, maxwu]. Sia F' : I(u) — [0,00) una funzione continua e G :
[0,00) — R una funzione crescente e convessa. Allora

[Fwwmw%wws/memwmmm (2.17)

Q

Se inoltre F' > (0 e G e strettamente crescente e strettamente convessa allora nella
(2.17) vale I'uguaglianza se e solo se u = u* (a meno di riflessioni).
Se, invece, u(0) = u(a) = 0, nella (2.17) vale 'uguaglianza se e solo se u = u*.

Vediamo brevemente un esempio.

u(x)

u*(s)

In questo caso, se z,s € (0,a) = Q = Q*, u*(s) = u(a — s). Ovvero le funzioni u e
u* coincidono a meno di riflessioni.

Dimostrazione del teorema Se u € N, gli M estremi dei sottointervalli in cui

u € lineare formano una partizione di (. Possiamo scrivere

0<2xy<a9--- <M < 0.
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Siano a; = u(x;). A meno di riordinare gli a; possiamo supporre a; < a;41. per

i=1,...,M—1.
Se, ad esempio, u & di questo tipo

u(x)

allora i punti z; e a; sono mostrati in figura:

x0=0 X, Xy X3 X4 X X X,=a

Definiamo

Di={xe€Q:aq <|u(z) <a1} e Di={s€Q:a <u'(s)<ai}
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Figura 2.1: Gli insieme D, e Ds.

Fissiamo i e decomponiamo D; in un numero finito diintervalli 4, ;, j =1, ..., N (i),
in ognuno dei quali © € monotona. Osserviamo che dalla condizione u(0) = u(a)
segue che N (i) & pari per ogni .
Facendo riferimento al solito esempio, in figura 2.1{sono mostrati gli insiemi A, ;
per:=1,3.

Per ogni A € (a;,a;11), per ogni j € {1,...,N(i)}, esiste un unico z; ;(\) € A;;
tale che

A =u(zi;(N) = (U Am) (2,5(A))-

Inoltre esiste un unico valore s;(\) € Q* tale che
A =u"(s;(N)).

In figura [2.2]si mostra come costruire i punti ; ;()).

A questo punto fissiamo l'indice i (e quindi l'intervallo (a;, a;11)).



Figura 2.2: I punti x4 € 249.

I valore s;(\) puo essere caratterizzato come segue:

¢ N(i)
Z (=1)" 2;(N) se signu/(z;1(A)) = 1
=1
s =1
(—1)3‘le z;j(A) +a se signu/(z;1(\)) = —1.
\ j=1
Osserviamo che, in ogni caso,
N(5)
i) =Y (=lei; (V).
j=1
Quindi
oy A 1 B 1 .
(U ) (3) - &(3) = 5/()\>‘)\ZU*(S) = _N(z) m (ai,aHl),
DI CHCVIIN.
j=1
¢ ) 1 1
' (z) = —(x) = = — in A ;.
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(2.18)
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Inoltre
N(5)

= Z ’x;](A)’
j=1

Dimostriamo adesso la seguente stima:

ds
dA

[ PG (o) ds< [ Pu)G @ de @19

D;

peri = 1,..., M. Cominciamo cambiando variabile, ponendo A = u*(s). Il primo
membro della (2.19) diventa

wis N () N\ N
/*F(U*(S)) G (Ju*'(s)) ds 2/ F(\G ((Zxé,ﬁ)) ) > fad () dA.
a; 7=1 h=1

i

(2.20)
Posto ,
. |$1J(/\)|
1, T N(3) )
> 1]
h=1
si ha
N(i)
Zam—l, e O<CIHLJ§1
j=1
Quindi
N (i) 1 N(4) a
a; G( ) > G b
; T\ (V)] ; |27, (A)]

1
=G| ) = - (A)) (2.21)

j=1 2.h=1 1Lip

N() -1
=G [ N(i) (le;h@)) ) -
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Applicando allora la (2.21)), il secondo membro della (2.20) diventa

aiit N (i) -
/ F(A)G((Zx;j< ) )Z Nl dA

N(7) N(7)

L et o

: Z/ e (xz,jlm) "

Possiamo adesso concludere effettuando un ultimo cambio di variabile. Ponendo

A = u(x) xa,,(r) otteniamo

N(i)

! ! N T = u(x u'(2)]) da
S [ Plate) b o) G ) e = [ Plute) G

j=1 7 x”(u

Infine, sommando peri = 1,..., M ambo i membri della (2.19) si ha la tesi. O]

Poiché N; & denso in W'*(Q2), la prima parte del teorema (2.15) puo essere estesa
a funzioni in W?(Q2). Inoltre se Q = Q* e u € L*(2) & una funzione non negativa,
allora

/f o = [ f(s)ds 2.22)

Lemma 2.16. Siano f,g € L'(2) quasi ovunque non negative. Sono fatti equiv-
alenti:

(@) Se f < gin Qallora f* < ¢g* in Q*;

® [ 6 g )] s [ (1) - o) ds

Q
© [ 11 -g@lds< [ 176 - gl
O* Q
Dimostrazione. [(a) = (b)] Poiché

max{f,g} =g+ [f—9g] >g,
per la condizione (a) si ha

(max{f,¢})" > ¢ quasi ovunque in Q.
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Inoltre, essendo f < max{f, g}

[*=g" < (max{f,g})" -

Dunque, dalla (2.22),

L@ =g @] as< [ [omax(r.g))) - o] ds

- / [(max{f, g})(x) — g(x)] " dz
:/Q[f(x)_g(x)}*ds.

[(b) = (¢)] Siha |f| = f* + [~f]". Allora
L@ =gols= [ 176 =g o] dss [ g - re) s
< [ @ -g@)] do+ [ fga) = 1) o

= [ 1#e) = gto)ld

[(c) = (a)] Siano f,g tali che 0 < f < g quasi ovunque in . Essendo 2f* =
|f| — f, applicando la (2.22) si ha

2 [ 17 -g @) ds= [ 7@ =g elds [ (76 - gl
< [ @) =gt~ [ (#) = o) da

= [ (#60) = gla) = f10) + g(a)) e = .
Allora max{f* — ¢*,0} = 0, ovvero f* — g* <0. 0

Conseguenza di questo ultimo lemma ¢ il seguente.

Proposizione 2.17. Sia J : R — [0,00) una funzione convessa, non negativa e
semicontinua inferiormente tale che .J(0) = 0. Allora, per ogni f,g € £1(Q), f,g >
0, si ha

[ e -g@) i< 10w -g@) a. 2.23)
o8 Q
Dimostrazione. Fissato ¢t > 0 poniamo

y(a) = min{f(z), g(z) + t}.
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Chiaramente 0 < y(z) < g(z)+t per quasi ogni x € ; quindiy*(s) < (g +t)"(s) =
g*(s) + t per quasi ogni s € Q*. Dunque

()= g'(s) =t < () = 4" (5)
per quasi ogni s € Q*. Pertanto, essendo f* — y* > 0,
[1(s) = g"(s) =] " < [f*(s) =y (s)] " = f7(s) — 9" ().
Dunque, per ogni ¢ > 0,
[ @ -ge -0 s < [ (1) -y o)
= [ -y = [ [7a) - g() ]

Q

(2.24)

Set' = —t <0, scambiando f con g si ha anche

[ e -re e as< [ o - f@ ] an @)

w

per ogni ¢’ < 0. Dalle e si ricava
[ tre-g@ -0 ds< [ (7@ -g@-0"a @2

Q

per ognit € R. Infatti, set = 0 la e ovvia; se t > 0 si semplifica il fattore ¢ e
siricava la (2.24); se t < 0 si semplifica —t, si cambiano i segni di ambo i membri
e si ricava la (2.25).

Siaora J : R — [0, 00) di classe C? con J” limitata. Vale la seguente relazione:

J(r) = /R J(t) [t(r —t)] " dt. (2.27)

1

Infatti, se r > 0 l'integrando & non nullo solo sull’intervallo [0, 7|, mentre se r < 0
solo sull’intervallo [r,0]. In entrambi casi, una semplice integrazione per parti
porta alla conclusione.

Dalla (2.26)), moltiplicando per J”(t)/|t| e integrando su R, segue

/* J(f*(s) = g"(s)) ds = / /]R Jl]/t(|t) [t(f*(s) = g"(s) — t)]+dtds

J”(t) n
< [ [T u@ - o - 0)" i
= [ 7@ (@) ax
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Sia adesso J come nelle ipotesi. Definiamo

teR

JA(r) = inf {% r— 12 + J(t)} |

Per il teorema di Beppo Levi,
[ a0 =) ds= m [ B (£0) = g7(9) ds
O* A—0+ Q*

< lim [ Jy(f(z) —g(x)) da

A—0t Q

= [ 70 gt ax

[
Corollario 2.18. Se f,g € LP(2),con 1 < p < oo, allora
[ 1re-g@Pas< [ 7@ - g as
Q- Q
Dimostrazione. Basta applicare la proposizione2.17)a | f|, |g| e J(t) = [¢|". O

Teorema 2.19. Nelle ipotesi del teorema (2.15), per ogni u € W, *(1) si ha
IDw[l, < [Dufl,-

Dimostrazione. Sia {u,} una successione in W,”(Q) N N, che converge a u in
W1P(Q). Poiché {u,} C N, siha

lunll, = lunll, e [Dugll, = [Dual,

Quindi la successione {u},} & limitata in W'?(Q*). Esiste allora una sottosucces-

sione (che continueremo a indicare con {u; }) tale che
ul — v e Wh(Q) e u,—wve L),
Per il corollario precedente, allora,
[ =g ||, < llu = wunll, = 0.
Quindi v = u* in LP(Q*). Ma v € W'?(Q*), quindi anche uv* € W?(Q*). Ma allora

*
Uy — U
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in Whp(Q*).
Per la semicontinuita inferiore della norma rispetto alla convergenza debole,

< T inf [y, < Timn flunlly, =

ma essendo
[u*]l, = [lull,

siricava
D u|l, < [|Dwll,

]

Enunciamo, infine, due importanti risultati sui riordinamenti. Le dimostrazioni
sono omesse, in quanto lunghe e laboriose. Tuttavia, trattandosi di risultati clas-
sici, rimandiamo a [Li-Lo] e [Le] per tutti i dettagli.

Teorema 2.20 (Disuguaglianza di Hardy-Littlewood). Siano u e v funzioni misu-
rabili, definite su (), che si annullano all’infinito. Allora

/Q w(@)o(z) dz < / () (2.28)

Teorema 2.21 (Riordinamento di Riesz). Siano u, v, w funzioni non negative su
R". Utilizziamo la seguente notazione:

I(u, v, w) := / /nU(w)v(x —y)w(y) drdy.

Allora
I(u,v,w) < I(u*,v*,w"),

con la convenzione che se I(u, v, w) = oo allora anche I (u*, v*, w*) = oc.

2.1 Riordinamento di Schwarz

A partire dal riordinamento radiale possiamo definire un secondo riordinamento,
detto riordinamento di Schwarz. Piti precisamente, se u € una funzione misurabile
definita su (2, definiamo, per ogni = € R",

uf(2) = u* (wplz™) = inf {t >0 : py(t) < wplz|"}. (2.29)
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u & anche chiamato riordinamento sferico di u.
Sia A C R" un sottoinsieme di misura finita. Consideriamo u = x 4. Denotiamo
con A la palla

cnm))”".

Wn

A ={z €R" : |z| < R4} COHRAZ(
Si ha
(xA) (@) = xar(wn 2] =1 &  walz|" < Lu(A) < |z| < Ra.

Quindi (x4)* = x4:. Se L£,(A) = 0 si ha, ovviamente, A* = (). Se £,(A) = oo si ha
A* = R". In particolare A* & sempre un aperto, anche se A non lo e.

Anche il riordinamento di Schwarz gode di interessanti proprieta.

(i) Perognit >0, {zeR": v (z)>t}={zeQ: |u(z) > t}*. Infatti

(r€Q: |ux)|>t) =B (0, (Hiﬂ)%)

={z eR" : pu,(t) > w,|z|"} ={z e R" : u*(w,|z|") >t}
={z e R" : |u¥(z)| > t}.

(ii) Perognit >0, L, ({z €R" : v*(z) >t}) =L, ({z €Q : |u(z) >t}).
In particolare, se u si annulla all'infinito allora lo stesso vale per u*. Inoltre

L, ({zeQ:u(z)=0}) <L,({zeQ: ulx)=0}).
Infatti
L, ({ze: =0}) =L ({s €[0,L£,()) : u(s) =0})
< En({m € Q : u(z) =0}

Se {z € O : uf(x) = 0} & vuoto, allora £, ({x € Q : |u(z)| > 0}) < o0
Inoltre nella disuguaglianza precedente vale 1'uguaglianza. Infatti se {x €
Qf : w¥(z) = 0} & vuoto, allora u*(x) > 0 per ogni x € Q. Quindi u*(s) > 0
per ogni s € 0. La tesi segue allora dalla proposizione2.11]

(iii) u* & semicontinua inferiormente. Infatti, dato xy — z, possiamo distinguere

due casi:



39

- se |z| > |zo| allora u*(wy, |z|") = u*(wy, |20]™);
- se |z| < |xo| allora u*(wy |z|") = w*((wn |z0]™)—) > w*(wn |z0]™), perché

u* @ una funzione decrescente e continua a destra. Ma allora

uf (o) < lim inf v (z).

T—T0

(iv) Se v & un’altra funzione misurabile e u(x) < v(x) in €, allora u*(x) < v*(x)
in R".

Anche per i riordinamenti di Schwarz valgono risultati analoghi al teorema
e al teorema

Teorema 2.22. Sia () un aperto di R" e v una funzione misurabile non negativa
che si annulla all’infinito. Sia F': [0, 00) — [0, c0) una funzione boreliana. Allora

/Q PL)dy < / Fu(x)) dz. (2.30)

L'uguaglianza vale se F'(0) = 0 oppure se
{x € ui(x) =0} =0.

Teorema 2.23. Sia 1 < p < co. Se u € W?(Q) & non negativa allora uf € W'P(Q?)

e
D], < IDul,,

Come fatto nella dimostrazione del teorema si approssima la u con funzioni
lineari a tratti e successivamente, sfruttando argomenti di densita, si ottiene la
tesi per funzioni in W?(Q).

Inoltre, vale ancora la disuguaglianza di Hardy-Littlewood.

Teorema 2.24 (Disuguaglianza di Hardy-Littlewood). Siano u e v funzioni misu-
rabili, definite su R", che si annullano all’infinito. Allora

/Qu(x)v(x) dxg/ uf(2)v*(x) d. (2.31)

Of



3 Soluzioni positive di equazioni

ellittiche non lineari

Sia €2 un aperto limitato di R"”, conn > 3. Sia p = (n + 2)/(n — 2). Seguendo
[Br-Ni], vogliamo studiare le soluzioni dell’equazione

—Au =P+ f(z,u) in
u>0 in 2 (3.1)
u=20 su 051,

dove f € una perturbazione di ordine superiore a u?, ovvero

u—oco  UP

=0.

Le soluzioni dell’equazione (3.1) corrispondono ai punti critici del funzionale

1 1
<I>(u):5/{)]Du|2daz—m/9|u|p+ldm—/QF(x,u)dx,

dove F(z,u) = [ f(z,t)dt.
Se u € H} (), u > 0, & un punto critico di @, per ogni ¢ € C5°(Q) si ha

(Du, D@)dx—/

uPpdr — / f(z,u)pde,
Q Q

0 = (®'(u) ) oy = /

Q

da cui si ricava che
/(—Au —uP — f(z,u))pdr =0 perogniyp e C;°(0).
Q

Dunque u soddisfa la (3.1).
L'esponente p+ 1 = 2n/(n — 2) & 'esponente limite per cui I'immersione di H; ()
in LPT1(Q) & compatta. Percid bisogna far distinzione tra i casip < (n+2)/(n —2)

40
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ep = (n+2)/(n—2): nel primo caso I'immersione & compatta, nel secondo no.

Affronteremo la ricerca di soluzioni positive per I'equazione (3.1) studiando pri-
ma il problema modello (in cui f(x,u) = Au, con A costante reale) e poi il proble-
ma generale.

3.1 Il problema modello

Vogliamo studiare le soluzioni dell’equazione del problema modello

—Au=uP+ A u in <
u >0 in Q (3.2)
u=">0 su 012,

dove p = (n+2)/(n —2) e A € R. Denotiamo con )\ il primo autovalore di
Dirichlet di —A e con ¢; > 0 l’autofunzione di —A relativa all’autovalore \;.
In generale, se u € un’autofunzione relativa all’autovalore minimo, « minimizza

il seguente funzionale

1
J(u):é/Q|Du|2dx+/\/Q|u]2dx.

Poiché u € Hj(f2), anche |u| € H}(Q) e |Du| = |D|u||. Ovvero anche |u| & un’auto-
funzione relativa allo stesso autovalore di u. Poiché |u| # 0, dalla disuguaglianza
di Harnack (teorema [1.25) segue che |u| > 01in §, quindi v > 0in Q oppure u < 0
in Q.

Osservazione 3.1. Se esistessero due autofunzioni ortogonali u e v relative al-
I'autovalore minimo \;, a meno di cambiare un segno si avrebbe u > 0 e v < 0.
Varrebbero allora le seguenti proprieta:

uv < 0 e /uvdx:().
Q

Ma questo non e possibile, quindi

dimker(A — A1) = 0.

Sia u una soluzione di (3.2). Si ha

Al/ugoldx:—/uAgpld:E:—/(Au)goldx
Q Q Q

:/upgoldx+)\/ug01dx>)\/ugoldx,
Q ) )
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ovvero A < \y; quindi per A > \; non esistono soluzione per la (3.2).

Se A < 0 e se (2 & un aperto stellato (con frontiera liscia) non esistono soluzioni
per I'equazione (3.2). Infatti, se u & soluzione, applichiamo l'identita di Pohozaev

(teorema [1.27), dove g(u) = u” + Au.

1 ou\ 2 1 wrtl 1
- Y —(1-2 P4 u) - ud “a? ) d
2/89(:6 I/)(ay) do (1 2”)/9(u+ u)ux+n/g)(p+1+2u> x
1 1 1 n
=(1—-= — M2 d 1—— — r+1q
( 271—1—2n>/Q U x+( 2n—i—p+1>/ﬂu x
:A/u2dx.
Q

Se Q2 & stellato intorno all’origine si ha = - v > 0 g.0. su €. Quando A\ < 0, dalla
segue che du/dv = 0 su 99; allora

(3.3)

Il
e

)\/u2dx:0 — U
Q

Quando X = 0, invece,
/updx:—/Audx:—/ @020,
Q Q o0 OV

Vedremo in seguito che la situazione cambia quando {2 non e stellato, per esempio

ovvero u = 0.

una corona circolare. In tal caso esistono soluzioni radiali per ogni A € (—o0, A;).

311 Ilcason >4

Dimostreremo che, quando n > 4, per ogni A € (0, \;) esiste una soluzione dell’e-
quazione (3.2)). Cominciamo per6 con alcune osservazioni.

Per ogni A € R, poniamo

Sy = inf Dull? — Mul?) . 3.4
A uei’?&(Q) (H UHQ ||u||2) (3.4)
l[ull, =1

In particolare, la quantita

S=S,= inf |Dul, (3.5)
ueHL(Q)

lullpyq=1
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corrisponde alla miglior costante per I'immersione di Sobolev di H;(2) in LP™1((2),

p+1=2n/(n— 2). La costante S gode di interessanti proprieta, che mostreremo

brevemente.

(i)

(i)

(iii)

S non dipende da (2 (cioe & invariante per omotopie) ma solo dalla dimen-
sione n.

Detta u;(z) = u(kz), in modo analogo a quanto fatto nella sezione si
verifica che |[Duyl|, / [lu/,,, non dipende da k.

Nell’espressione (3.5), I'inf non viene mai raggiunto se (2 e limitato.
Se cosinon fosse, sia u una qualche funzione che raggiunge 'inf. A meno di

rimpiazzare u con |u|, possiamo supporre v > 0. Sia B una palla contenente

g v g (3.6)
0 in B\ Q.

Q). Definiamo

Allora S e anche raggiunta dalla funzione @ su B. Inoltre @, essendo punto
di minimo vincolato, soddisfa la relazione —Au = pu?, per qualche ;1 > 0.
Ma questo contraddice 1'identita di Pohozaev. Infatti la (3.3), quando A = 0,
diventa

Essendo €2 stellato, si ha % = 0 su 2. Ma allora

0= @do—/Audx——/,c/ude<O.
a0 OV Q Q

E questo e assurdo.

Quando 2 = R", I'inf & raggiunto dalla funzione

U dove U(z) = (1+ ]$\2)_(n_2)/2. (3.7)
U]
Di questo risultato, dovuto a [Iall], daremo una dimostrazione generale per

1 < p < nnel capitolo[d]

Enunciamo alcuni lemmi preparatori. Per la loro dimostrazione si rimanda al-
'appendice

Lemma 3.2. S5, < S per ogni A > 0.

Lemma 3.3. Se S\ < S, nella l'inf viene raggiunto.



44

Teorema 3.4. Sian > 4. Per ogni A € (0, \;), esiste una soluzione del problema
modello (3.2).

Dimostrazione. Sia u € H}(Q2) data dal lemma 3.3} ovvero tale che

2 2
[ullir =1 e [IDully = Afjully = Sx.

p+1

A meno di rimpiazzare u con |u|, possiamo supporre u > 0: infatti, per la chain
rule (sezione [1.4), anche |u| € H{}(€2). Poiché u & minimizzante per la (3.4), otte-
niamo un moltiplicatore di Lagrange ;. € R tale che

—Au — du = pu? sufd.

In effetti © = S e Sy > 0. Poiché A < A\{, A non & un autovalore di —A; allora non
esistono autovettori che annullano —Au = Au e |[Du||> = A|ulj>. Se sostituiamo
u con ku (dove k = S/\_l/ ® _1)), una semplice verifica mostra che u soddisfa la
relazione (3.2). Infine osserviamo che u > 0 per il principio del massimo forte. [J

3.1.2 Ilcason =3

Sia Q un aperto limitato di R®. Vogliamo trovare una funzione u che verifica

—Au=u’~+ I in
w0 in Q (3.8)
u=0 su 01,

dove ) & una costante reale. Questo problema e pitu delicato e complesso del caso
precedente. In effetti riusciamo a trovare una sua soluzione solo quando {2 € una
palla. Per questo motivo non é restrittivo supporre che

Q={z ek’ : |z| < 1}.

In tal caso il primo autovalore del Laplaciano & A; = 7% e la sua corrispondente
. oy N -1 . . .o .

autofunzione positiva e |z|” " sin (7|z|) , come si verifica facilmente.

Come abbiamo visto nella sezione precedente, non ci sono soluzioni se A > A; e
A < 0. Poniamo

: 2 2
Sy= inf (|Dull; = Allull;), AeR,
weHL(Q)

l[ullg=1

e definiamo S = 5.

Lemma 3.5. S, < S perogni A > 1);.



45
Lemma 3.6. Non esistono soluzioni della (3.8) per A < ;.

Anche in questo caso si rimanda all’appendice [A] per tutte le dimostrazioni.

Teorema 3.7. Sia (2 una palla. L'equazione (3.8) ammette soluzione se e solo se

1
A A, A .
€ (4 1 1)

Dimostrazione. Se A > 1), sappiamo che S, < S (per il lemma 3.5). Come fatto
nella dimostrazione del teorema possiamo concludere che nell’espressione
(3.4) V'inf viene raggiunto. Allora esiste u € Hj(f2) taleche u > 0in €, [julls =1e

—Au— \u= S)u’.
Se inoltre A < ), allora S, > 0 e con un’opportuna omotetia otteniamo una
soluzione del problema (3.8). O
3.1.3 Un raffinamento delle disuguaglianze di Sobolev

Una conseguenza del teorema ¢ il seguente risultato.

Corollario 3.8. Sia © C R? un sottoinsieme limitato. Esiste una costante \*
(dipendente da 2), 0 < A* < A, tale che

IDwl2 > Slull2 + A ull?  per ogni u € H}(Q). (3.9)

Possiamo scegliere

Questo valore ¢ ottimale quando (2 ¢ una palla.

Dimostrazione. Sia Q* la palla centrata nell’origine tale che £3(2*) = £3(2). Sia
u* il riordinamento radiale di u (vedi capitolo [2). Per la proposizione se
u € H}(Q) allora u* € H (") e

IDw; < [IDull;. (310)
D’altra parte, per ogni u* € Hj(Q*)

* * 1 * *
IDwlly = Sllulls + 2 (@) u” 5 (311)
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Infatti la (3.11) dice che S\ > S quando A = $A(Q*). E questo & vero, perché se
fosse Sy < S, per il lemma 3.3| esisterebbe una soluzione del problema (3.8) su Q2*
quando A = 1X;(©2*). Ma questo contraddice il teorema

Infine osserviamo che

7T2

. 4
)\1(9 ) = ﬁ con §7TR3 = Eg(Q)

Combinando la (3.10) con la (3.11) e sfruttando la relazione
14" Laary = lull Loy

valida per ogni ¢ > 1, otteniamo la tesi. O

In altre parole, il corollario 3.8 afferma che dato un aperto limitato  C R?, esiste
una costante \*, dipendente da (2, taleche 0 < \* < A\ e

Sy < S seA> )\,

(3.12)
Sy=95 se) <\ <)\
Quando © & una palla, \* = ;.
Quando n > 4, non esistono disuguaglianze del tipo
IDull2 = Slulld, s + A} per ogniu € H(). (3.19)

quando \* > 0.
Infatti, dalla (3.13) segue che S\« > S, in contraddizione con il lemma D’altra
parte si ha il seguente risultato.

Proposizione 3.9. Per ogni n > 3 e per ogni ¢ < n/(n — 2), esiste \, > 0 costante
dipendente da ¢ e da (2 tale che

IDul2 > Sllull, ) + Adllul>  per ogni u € H}(©). (3.14)
Dimostrazione. Possiamo supporre che 2 sia una palla. Sia

Sy=  inf Dul* = Alul? ) .
=t ([ oeR )

||u||2'n/(n—2):1

La (3.14) afferma che Sy = S per qualche costante positiva A = \,.
Se cosi non fosse, supponiamo che

Sy< S  perogni\ > 0.
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Analogamente al lemma si prova che esiste una qualche u che raggiunge S,.
In particolare, u € soluzione di

— Ay = 2/ (0= )\”“qu s in €,
u>0 in €,
u=20 su 0f).

Per I'identita di Pohozaev
n 1 2 1 au 2
)\(54—1—571) Jull, = 2/ (x - V)(%> ,do
> (/ |Au\d:c)
> Clul} )0 = Cllull;-

Allora A > )\ > 0, il che e assurdo. l

3.2 1l caso generale

Sia 2 un aperto limitato di R"” con n > 3. Supponiamo che
flz,u): Qx[0,00) = R
sia misurabile in z, continua in « e tale che

sup |f(z,u)| < oo
e
0<u<M

per ogni M > 0.
Siap = (n+ 2)/(n — 2). Assumiamo che f(z,0) = 0 e che

lim f(@u)

U—$00 up

= 0.

Il nostro obbiettivo € mostrare 1’esistenza di soluzioni per l'equazione (3.1)).
Daremo ora alcune ipotesi aggiuntive che saranno fondamentali per poter prose-
guire.

Supponiamo che f(z,u) possa essere scritta come segue

flz,u) = a(x)u + g(x,u), (3.15)

dove
a(x) € L*™(Q), (3.16)
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g(z,u) = o(u) quandou — 0", uniformemente in z, (3.17)
g(z,u) = o(u’) quando u — +o00, uniformemente in x. (3.18)

Inoltre supponiamo che 'operatore —A — a(x) abbia autovalori positivi, ovvero

/(] D ¢|* — a¢?) dz > a/ ¢*dx perognip € Hy(Q), «a>0, (3.19)
0 0

o equivalentemente, data I'equivalenza in Hj(Q2) tra |-, , e D[,

/<| Do — ag?) da > o// ID[?dr perogniee H(Q), o >0. (320)
Q

I valori di f(z,u) per valori negativi di u sono irrilevanti, per questo possiamo

supporre che f(z,u) = 0 per ogni x € € e per ogni u < 0. Inoltre definiamo

F(:c,u):/ flz,t)dt perxz e, ueR,
0

¥ (u) :/ <1\ Duf? — —jurtt - F(x,u)) dr perue HNQ).  (321)
Q p+1

Quello che vogliamo dimostrare ¢ il seguente risultato.

Teorema 3.10. Supponiamo valide le condizioni (3.15)-(3.19) e supponiamo che
esista vy € H}(Q), vg > 01in Q, vy # 0, tale che

1
sup U (tvg) < —S™2, (3.22)
n

t>0

Allora il problema ammette soluzione.

Osservazione 3.11. Nel caso in cui f(z,u) = Au, l'ipotesi (3.19) corrisponde a
A < A; mentre la (3.22) e equivalente a Sy < S.

p+1

Infatti, se definiamo A = ||D w5 — A|vol5 e B = [voll,, siha

1 B
\Ij(t'Uo) = 514152 — p—+ 1tp+1,

quindi
n/2
sup V(tvg) = ! [ A ] :

>0 n | B2/(e+D)

La dimostrazione del teorema si basa su una variante del teorema del passo
di montagna, dimostrato in [Am-Ra].
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Teorema 3.12. Sia ® una funzione di classe C'! su uno spazio di Banach E. Sup-
poniamo che:

(i) esistano un intorno U di0in E e una costante p tali che ®(u) > p per ogni u
sulla frontiera di U;

(i) ®(0) <p e @(v)<p perqualchev ¢ U.

Poniamo
¢ = inf max®(w) > p, (3.23)

Pe® weP
dove & denota la classe di tutti i cammini continui da 0 a v.
Allora esiste una successione {u;} in E tale che

P(uj) ¢ e P(u;) »0 inFE". (3.24)

Dimostrazione del teorema Utilizzando le relazioni (3.15)-(3.18), possiamo fis-
sare una costante y > 0 abbastanza grande tale che

— f(z,u) < pu+uP perq.o.x € Q, perogniu>0. (3.25)

(Se fosse f(x,u) > 0 per ogni u > 0 basta scegliere y = 0).
Su E = H}(9) definiamo

1 2 1 2 1 p 1 1 2
— Z - = (uNPT R Y — Zu(ut )
O (u) /(2|Du| +2uu 1(u ) (x,u™) ZM(U )" | dx

Chiaramente ¢ ¢ di classe C' su E, grazie alla continuita della mappa

Hy(Q) — Hy(Q)

ur— ut
Proviamo che siano verificate le ipotesi del teorema [3.12]
Verifichiamo la (7).
Per la (3.17), per ogni € > 0 esiste un ¢ > 0 tale che
g(z,u) <eu perq.o.z€Q, perognil<u<Jd;
allora, dalla otteniamo

g(z,u) <eu+CuP perq.o.xz €, perogniu>0
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(per qualche costante C' dipendente da ¢). Quindi

1
a(z)u® + Zeu’ + uP !

F <

per g.o.z € Q, perogniu > 0. (3.26)

N | —

Quindi, per ogni u € H}(2), otteniamo

P(u) > /Q <%| DU|2 — %a(x)(iﬁ)Q — §€(u+)2 — %(lﬁ)pﬂ) dr.

Ricordiamo che [,|Dul*dz = [, |Du**dz + [,|Dwu|*dz. Utilizzando questo
fatto e la (3.20), se ¢ & abbastanza piccolo possiamo trovare due costanti k¥ > 0 e
(' tali che

(u) > kllully, — C'ully,"  per ogniu € Hy(Q);
per qualche p > 0 la condizione (i) € verificata scegliendo come U una piccola
palla in H;(Q).

Verifichiamo la (7).
Per ogni u € H(Q2), u > 0, u # 0, dalla (3.18) ricaviamo

lim ®(tu) = —o0.

t—-+o00

Per questo motivo esistono molte v che verificano la condizione (ii). Scegliamo
v = tovp, dove v, e data dalla (3.22) e t; > 0 e scelto abbastanza grande in modo
chev & U e ®(v) < 0. Dalla (3.22) si ha

1
sup & (tv) < —S"/?
n

t>0
e quindi
1
< =52, (3.27)
n
Applicando il teorema possiamo trovare una successione {u;} in Hj () tale
che ®(u;) — ce ®'(u;) = 0in H(2), ovvero

1 1 1 1
[ (3D g = ™ = Flad) - gutu)?) do = o),
(3.28)

— Auj + puy — (uf ) = fa,uy®) — pu™ = G (3.29)
con ¢; — 0in H~ (). Ma allora

Juill,, < C. (3.30)
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Infatti, moltiplicando la (3.29) per u; otteniamo
/ <] D u;[* + pu? — (u DY = fla,u Pyt — /.L<Uj+)2> doe = (¢, u;).  (3.31)
Q

Sottraendo da (3.28) la (3.31) divisa per 2, otteniamo

1
2wy
nJa

] (3.32)
< [ (Pl = 3t ) dotet o)+ 1G]yl

D’altra parte, dalla segue che per ogni € > 0 esiste C' tale che

|f(z,u)| <eu’+C perqo.xz€Q, perogniu>0, (3.33)
cosi che

|F(x,u)] < Y 1up+1 +C perq.o.z €, perogniu>0. (3.34)

Dalle (3.32)-(3.34), scegliendo ¢ abbastanza piccolo, deduciamo che
/Q(Uﬁ)p+1 do < O+ Clluglly ,lI&1 1 2 < C 4 0flully 5, (3.35)

per ogni § > 0, per ogni j abbastanza grande.

A questo punto, combinando la (3.28) con la (3.35) otteniamo la (3.30).

Estraiamo quindi una sottosuccessione (che continueremo a chiamare u;) tale che

u; — u debolmente in Hj (),
u; — u fortemente in LY(Q2) perognigq < p+1,
uj; —u q.0.in €,
(u;T)" = (u*)’  debolmente in LF™(Q)",
f(x,u;T) — f(v,u") debolmentein L (Q)".
Passando al limite nella , essendo —A un operatore chiuso, otteniamo

—Autpu = (uh’ + f(z,u") + put  in HHQ). (3.36)

Deduciamo dalla (3.25), dalla (3.36) (in cui il membro destro € non negativo) e dal
principio del massimo che u > 0 in € e che inoltre u soddisfa

— Au=uP + f(z,u). (3.37)
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Resta solo da verificare che u # 0.
Se fosse u = 0, proviamo che

/ flz,u; P )u;Tde — 0 (3.38)
Q
/ F(z,u;t)dz — 0. (3.39)
0
Per le (3.33) e (3.34) si ha

/ Sz u T )u, T de
0

§5/ (u;t)PH dx—i—C/ufdx,
0 0

/F(w,uj+)dx < S (uj+)p+1 dx+C’/uj+ dz.
Q p+1Jg Q

Poiché u; e limitata in LP™(Q2) e u; — 0 in L*(Q2), otteniamo la (3.38) e la (3.39).
Estraendo un ulteriore sottosuccessione, possiamo supporre che

/|Duj|2dx -1 (3.40)
Q

per qualche costante [ > 0. Passando al limite nella (3.31) prima e nella (3.28) poi,
otteniamo

/ (u; 7Y da — (3.41)
e
1
—l=c (3.42)
n
D’altra parte si ha

2

IDusly > Slugllyy = Sllw*],,,

p+1

e, usando la (3.40) e la (3.41), troviamo, passando al limite

[ > S¥/P+h), (3.43)
Infine, dalla (3.42) e dalla (3.43), deduciamo che
c> l5”/2, (3.44)
n
in contraddizione con la (3.27). E questo e assurdo. O

A questo punto vogliamo trovare delle condizioni affinché il teorema sia
applicabile. Cominciamo con il seguente risultato preliminare.
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Lemma 3.13. Supponiamo che f(z,u) soddisfi le condizioni (3.15)-(3.18). Sia
inoltre h(u) una funzione tale che

f(xz,u) > h(u) >0 perq.o.z€w, perogniu>0, (3.45)

dove w C & un aperto non vuoto e la primitiva H(u) = ;' h(t) dt & tale che

e1/2 c—1/2 (n—2)/2
lim H ( ) s"tds = oo. (3.46)
0

e—0 1 -+ 52

Allora vale la condizione (3.22) del teorema|3.10

Per la dimostrazione si rimanda all’appendice

321 Ilcason >5
Supponiamon > 5e
f(z,u) >0 perq.0.z €w perogniu >0, (3.47)

f(x,u) >p>0 perqo.z€w perogniucl, (3.48)

dove w C €2 & un aperto non vuoto, I C (0, +00) € un intervallo aperto non vuoto
e 1 > 0 e una costante.

Corollario 3.14. Supponiamo che valgano le condizioni (3.15)-(3.19), (3.47), (3.48).
Allora il problema ammette soluzione.

Dimostrazione. Applichiamo il teorema e il lemma Le relazioni (3.47) e
(3.48) implicano

flz,u) > pxr(u) = h(u), perq.0.z €w, perogniu>0
(xr indica la funzione caratteristica dell’insieme 7). Si ha
H(u) > >0 perogniu> B,

con B, (3 costanti positive. Verifichiamo che sia rispettata la condizione (A.27) del
lemma

—1/2 \ (n—2)/2 —1/2
€ . € 2 2
H < ) > [ per ogni s tale che > B/(n=2)

1+ s2 1452~ ’
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—-1/4

in particolare per ogni s < Ce™'/%, per qualche costante C' e per valori abbastanza

piccoli di €. Inoltre

e—1/2 €_1/2 (n—2)/2 Ce—1/4
6/ H ( ) s"1ds > Be/ s ds = Olet (/)
0 1 + 52 0

Poiché n > 5, il membro di destra tende all’infinito quando ¢ va a zero. O

Esempio 3.15. Sia f(z,u) = f(u) € C*([0,+00)) tale che

f(0) =0, f(u) >0 perogniu >0, f#0,

FO) <A, w2 g

u—oo  UP

Allora sono verificate le ipotesi del corollario.
Si puo prendere, ad esempio, f(u) = Au, con 0 < A < Ay, oppure f(u) = pu?, con
u>0el <qg<np.

322 Ilcason =4
Quando n = 4 supponiamo che
f(z,u) >0 perqoz €w, perogniu>0 (3.49)
e supponiamo che valga una tra le seguenti condizioni:
f(zr,u) > pu perqoz €w, perogniuc(0,A4], (3.50)

oppure
f(r,u) > pu perqoz €w, perogniucE [A, +00), (3.51)

dove w C 2 € un aperto non vuoto, 1, A > 0 sono costanti.

Corollario 3.16. Supponiamo che valgano le condizioni (3.15)-(3.19), (3.49), (3.50)
oppure (3.51I). Allora il problema ammette soluzione.

Dimostrazione. Applichiamo nuovamente il teorema e il lemma Si ha
f(z,u) > puxr(u) = h(u) perq.o.z €w, perogniu >0,
dove I = [0, A] oppure [ = [A, +00). Allora vale

1
H(u) = §uu2 per0<u < A, (3.52)
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oppure
H(u) = %u(uz — A?) peru> A. (3.53)

Verifichiamo che sia rispettata la condizione (A.27) del lemma [3.13|
Se vale la (3.52), per ¢ piccolo si ha

e—1/2 o172 1 e—1/2 o1
5/ H( 2) s?’dsz—us/ ——— s°ds = C|logel,
0 1+s 2 A-1/2o—1/4 (1 + 52)

quando € — 0.

Se vale la (3.53), per qualche costante positiva B e per ¢ piccolo si ha

671/2 6_1/2 1 B€71/4 6_1
€/ H( 2>53d52—u5/ ——— s*ds ~ Cllogel,

quando € — 0. O

Esempio 3.17. Sia f(z,u) = f(u) € C'([0, +00)) tale che

f(0)=0, f(u)>0 perogniu>0, f(0)<A, lim fff;) =0
f(0) >0 oppure 1Lm inf # > 0.

Allora sono verificate le ipotesi del corollario.
Si puo prendere, ad esempio f(u) = Au, con 0 < A < Ay, oppure f(u) = pu?, con
p>0el <qg<3.

3.23 Ilcason =3

Il caso n = 3 € molto pit delicato dei casi precedenti. Infatti ci sono due risultati
distinti che dipendono dal comportamento di f(z,«) quando u tende all’infinito.
Per il primo risultato supponiamo che

f(z,u) >0 perqoz €w, perogniu>0 (3.54)

lim flw,u)

u—>—+00 u3

= 400 uniformemente per z € w, (3.55)

dove w e un aperto non vuoto di (2.

Corollario 3.18. Supponiamo che valgano le condizioni (3.15)-(3.19),(3.54),(3.55).
Allora il problema ammette soluzione.
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Dimostrazione. Applichiamo ancora il teorema e il lemma Vogliamo
verificare la condizione (A.27).
Poniamo

h(u) = inf f(x,u)

TEW

in modo che
r f(u)
11m

u—>+00 u3

= +o0.

Per ogni 1 > 0 esiste una costante A > 0 tale che H(u) > pu* per ogni u > A.
Come conseguenza, esistono una costante B > 0 e ¢ abbastanza piccolo tali che

e—1/2 8_1/2 -1/2 Be—1/4 1
z—:/ H ( 2) SQdSZ/uE/ —232d5.
0 1+s 0 (1+ s?)
Quindi otteniamo
e~1/2 —1/2 —1/2 00 §2
liminf&?/ H s2d52u/ ————ds
e—0 0 1+ 52 0 (1 + 32)

per ogni i > 0; e questo implica la (A.27). O
Esempio 3.19. Sia f(z,u) = f(u) € C'([0,+00)) tale che

f(0)=0, f(u)>0 perogniu>0, f(0)<A\,
f(w) f(u)

lim =0, lim inf —= = +oc.
u—r+00 U,5 U—r00 u3

Allora sono verificate le ipotesi del corollario.
Si puo prendere, ad esempio, f(u) = pu?con > 0e3 < g < 5.

Discutiamo adesso un secondo risultato. Introduciamo un parametro ¢ > 0 e
consideriamo il seguente problema

—Au = v’ + a(z)u + pg(r,u) in
u>0 in Q) (3.56)
u=70 su 0f.

Assumeremo inoltre che

g(z,u) >0 perq.o.z€w, perogniu>0, (3.57)
g(x,u) >0 perq.o.z€w, perogniu>I, (3.58)

dove w & un aperto non vuoto di {2 e I &€ un aperto di (0, +00).
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Corollario 3.20. Supponiamo che valgano le condizioni (3.16)-(3.19) e (3.57). Al-
lora esiste iy > 0 tale che il problema (3.56) ammette soluzione per ogni y >

Ho-

Dimostrazione. Applichiamo sempre il teorema[3.10, ma questa volta verifichiamo
la condizione direttamente, senza utilizzare il lemma 3.13

Non e restrittivo supporre che 0 € w. Sia ¢ una funzione test non negativa tale
che ¢(0) = 1. Definiamo v(z) = ¢(z)|z| ™", con 0 < k < 1 tale che [Jvo||; = 1. Siha

1 1
Wy (tvg) = 5 AL — 1 — u/QG(:c,tvo) de, A= /Q (lvo|* = av®) da

Vogliamo provare che
lim sup ¥, (tvy) = 0. (3.59)

H—>—+00 t>0
In tal caso la condizione (3.22) e verificata quando p & abbastanza grande.

Per prima cosa osserviamo che

im0 (t0) = =20

quindi sup;~( ¥, (tvo) € raggiunto per qualche .. In tal caso

tyA—t,° — u/ g(z, t,vo)vgde =0 (3.60)
Q
e quindi ¢, < A%, Allora
HEIEOO t, = 0. (3.61)

Infatti, se cosi non fosse, potremmo trovare una successione tuj — t > 0, per
p; — +oo, e dalla (3.60) avremmo che [, g(z,vg)vg dz = 0, in contraddizione con
la e con la scelta di vy.

Osserviamo infine che

1
sup U, (tvg) < §Atu2 — =5
>0

La (3.61) segue dalla (3.59). O
Esempio 3.21. Applichiamo il corollario al problema

~Au=u’+pu? inQ, 1<q¢g<3
u>0 in ) (3.62)
u=20 su 0f).

Esiste allora una costante /i (che dipende solo da (2 e da ¢) tale che il problema
(3.62) ammette soluzione per ogni 11 > p.
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Particolarmente interessante il seguente risultato, di cui omettiamo la dimostrazione.

Teorema 3.22. Sia () strettamente stellato rispetto all’origine. Sia v una soluzione
del problema (3.62) quando 1 < ¢ < 3. Allora

> polq, 2) > 0.



4 Le costanti ottimali nelli
disuguaglianzi di Sobolev

41 Ilcasol <p<n

In questa sezione vogliamo dimostrare il seguente teorema, per la prima volta

affrontato e risolto in [Tal]. Diamo per il momento un enunciato informale.

Teorema 4.1. Sia v : R" — R, sufficientemente regolare. Supponiamo che u si an-
nulli all’infinito abbastanza velocemente. Siano, inoltre, 1 < p < n, p* = np/(n—p)
I’esponente critico di Sobolev e ¢ I’esponente coniugato di p. Allora

[ull,. <Cl[Vull, 4.1)

In particolare

O = n 12V (u) s (F( L(L+n/2)0(n) ))”". w2

n—p n/p)I'(1+n—n/p
L'uguaglianza in (4.1) vale se

u(w) = (a+blal)" 7, (4.3)
con a, b costanti positive.

Osserviamo subito che la (4.1) & esattamente la disuguaglianza di Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev. Ci concentreremo quindi sul calcolare le costanti ottimali e
le funzioni che le raggiungono.

La dimostrazione si basa su due risultati ausiliari.
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Proposizione 4.2. Sia v : R" — R una funzione liscia. Supponiamo che u si
annulli all'infinito abbastanza velocemente. Detto u* il riordinamento di Schwarz
di u, per ogni p > 1 valgono le seguenti relazioni:

) (|, = llul,

@) [[Vat|, < [Vul,.

La dimostrazione di queste disuguaglianze e gia stata esposta nel capitolo

Se una funzione u € a simmetria sferica, possiamo scrivere u(r) = u(|z|). Dato che

il nostro obbiettivo € massimizzare la quantita

||U p*
—_— 4.4
HV'U/’p, ( )

possiamo considerare il seguente funzionale, ottenuto da (4.4) ponendo r = |z|:

+oo . 1/p*
(/ " u(r) [P d?")
0
+o0o 1/17 ’
</ " (r) [P dr)
0

“An 12 (MY
o-1/n F<2) J(u). (4.6)

J(u) = (4.5)

La (4.4) diventa allora

Proposizione 4.3. Siano n, p, p*, ¢ numeri reali tali che 1 < p < n, p* =np/(n —p),

¢=(p—1)/p.
Sia u(r) : (0,00) — R tale che

r—00

+00
/ " ()P dr < oo e lim u(r) = 0. 4.7)
0

Allora J(u) < J(p), dove
o(r) = (a+ br9) =P (4.8)

con a, b > 0. Inoltre

1/q —1/n
J(p) = n-u/r (E) (13 (E) T)) , (4.9)
n—p q P q

dove B indica la funzione Beta.



61

Dimostrazione. Innanzitutto fissiamo il dominio del funzionale .J. Considereremo
le funzioni che verificano la condizione @ e che, inoltre, siano positive e mono-
tone decrescenti. Se sostituiamo u(-) con f(o)o |u/(t)|dt = v(-) siha J(u) < J(v);
infatti

u(r) = — /Too W (r)dr < /roo W/ (#)] dt = v(r).

Quindi il dominio di J & invariante rispetto a questa sostituzione. Possiamo allora
limitarci a considerare funzioni u che siano non negative e monotone decrescenti.

Cominciamo con calcolare il differenziale di Gateaux del funzionale J.
Definiamo, per semplicita,

- +oo 1/p* " +oo 1/p
r) n—1 p* mr) _ n—1y,/ p
|wm—(A , wvﬂdQ nwu-(ﬁ , mvﬂw).
In tal caso

ﬁ [%J(u + tv)} 3y

el -1 qd
- - 5| | llu+tv
(A

1 1 [l e

B (r) (r) *  fFoo .
T T
0

(r) i) |4y ()
) = 1 [+ w] )
t=0 t=0

+oo
p* / 7""_1|u(7’)|p*_1 sign(u) v(r)dr
0

(r) 1 (r) +o0o
1 ||V _
—= Iul, Iy p/ " ()P 1sign(u')v'(r)dr
0

—+oco
p/ " (r)|P dr
0

Quindji, in conclusione,

1 [ e emar [ et Qe e ar
m](u)(v> = 0 Too . — =0 Too .
/o " u(r)|P dr /o " ()P dr

Dalle ipotesi [.7) segue che

u(r) = o(rt="P) quando r — 0,7 — +00 (4.10)

u'(r) = o(r~"/P) quando r — 0,7 — 400. (4.11)
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I dettagli di queste verifiche sono semplici ma laboriosi. Si rimanda, pertanto, al

lemma [B.T]e al lemma [B.2]in appendice

Sia dunque u un estremale del funzionale J. Poniamo

+oo
|rwer
K 0

= < +o00.

+o00 .
/ " Hu(r)|P dr
0

Dalla definizione di J’ si ricava che, per ogni v € C}((0,0)),

+oo +o00
K/ ru ()P o(r) dr +/ P ()P () dr = 0.
0 0
Integriamo per parti il secondo addendo
+00 1
/ ! ()P () dre
0 1 e 1
= [ P = [ e () o

:—/O+OOU(T)( Py ()P Ay

Allora I'equazione diventa

dr.

\_/

+00 /
/0 <Kr”_1|u(7’)|p 4 <r”_1|u’(7’)|p71> ) v(r)dr =0 per ogniv € C5((0,00)).
4.12)

Ricordiamo il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni (per la dimostrazione
si rimanda a [Tx]).

Teorema 4.4 (Lemma di du Bois-Reymond). Sia h € C([0, o)) tale che

/ et = 0

per ogni funzione v € C*(]0, 00)) tale che v(0) = tlim v(t) = 0. Allora h e costante
—00

su [0, 00).
Siano inoltre g, h € C(]0, o0)) tali che

+o0o
/0 (g(t)v(t) — h(t)V'(t)) dt = 0

per ogni funzione v € C''([0, 00)) tale che v(0) = lim v(t) = 0. Allora h € C*(]0, 00))

t—o00

eh' =g.
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Se chiamiamo /
H(r) = K ) ()|
I'equazione (4.12) diventa

+oo
H(r)v(r)dr =0, perogniv e C;((0,00));
0

dal lemma di du Bois-Reymond segue che H ¢ costante. Ma poiché
H(0)= lim H(r)=0,

r—-+00

possiamo concludere che H = 0.
Ci siamo ricondotti allora a studiare 1’equazione H(r) = 0. Pili precisamente

/ *
<r"_1|u’|p_1> + K" Hu Tt = 0. (4.13)

Ripercorrendo a ritroso questo ragionamento, possiamo concludere che, ogni

soluzione della (4.13) che soddisfi le ipotesi (4.7) e (#.10), & un estremale per .J.

Fortunatamente e possibile rappresentare in modo esplicito le soluzioni della
(4.13). Queste sono della forma

u(r) = (a+ brq)l_"/p,

con a, b costanti positive, e

Infatti, derivando si ha

Quindi

e, inoltre,
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Sostituendo nella (4.13) otteniamo

P =5 (5F) Pt
q\p—
n—op p-1
—n( 1) bt (a+brq)_"/qr”_1
p—
=5+ Ss,
e -
Kr™ ! |u(r) Pl n(n _ f) ¥ta(a+ brq)_l_n/q rnl = S,
D—
Allora

(=" o ()P + K u(r) P = S+ Sy + Sy

B (br?) (a + brd) "t

Yla(a+ brq)flfn/q ol

)
—2 ) P (@ brt) T
)

_ n<n p) B 0+ brt) " (1= 1) = 0.

Abbiamo percio trovato una famiglia di soluzioni della (4.13)) dipendente da due
parametri. A meno di riscalare la variabile r, possiamo supporre che le soluzioni

siano
o(r) =a(l+ b'r’q)l_n/p, (4.14)

con a, b costanti positive. L'equazione differenziale associata diventa
)

/ _ p—1 .
(e o) :”<Z ]1)) TP ()T (415)

I1 nostro obbiettivo, adesso, € mostrare che gli estremali che abbiamo appena
trovato danno effettivamente il massimo di J. Proviamo innanzitutto che il prob-
lema

J(u) = max J,

D= {u € O ((0,00);R) : u>0,u <0, / " () [P dr < oo}
0
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equivale a un problema di massimo vincolato della forma

+o0 y
/ " Huy ()P dr = max,
0

ua(r) = "l (1) (417
uz(0) = 0, Tgr&ul(r) =0, rginoow(r) =1

Sia v una soluzione di (4.16). Definiamo

wiry =) ([ o) o

ua(r) :/ " (1) [P dt.
0

. “+oo . +o00o *P*/P
Prdr = / " Hu(r)|? (/ " ()| dr> dr
0 0

+OO *
/ " Hu(r)|P dr )
. = W)

( /0 T dr)

Inoltre u2(0) = 0, lim,_, o u1 () = 0 (perché lo stesso vale per u(r)),

+o0 400 -1
lim  uy(r) —/ " (r) P (/ " ()| dr) dr = 1.
0 0

r—-+00

Allora

+o00
[ )
0

Viceversa, sia (u1, u2) una soluzione del problema (4.17). Allora u = u; & soluzione

di (4.16).

Abbiamo quindi provato che un insieme di estremali e dato da

pr(r) = a(1 +br?)' 77,

eir) = [0 &
Piu esplicitamente,
o) = ronr) £ (5 ) @19
dove
f(&) = % (Z:f)p@” /01 1= (1—et)™"dt, €€(0,1). (4.20)



Pit precisamente,

()] = (“;p) abg (14 br) "/,

(n—pP 1

uindi, ponendo C' =
Q p T

7 al b’ e sostituendo

pa(r) :/ L‘"l\sO'l(t)\pdt:C/ gt?t (14 bt9) "t dt.
0

0

. e [
Dopo aver effettuato il cambio di variabile 1 — s = —, si ha
r

pa(r)=C / T(T+bri(1—s)) " (ri(1 — S))n/q ds

=C / (1 — )" (1 4 br? — sbr) " ds

q -n
_ C / ( )n/q n+q (1 4 brq> (1 . Sb’l" ) dS
0

_l’_
rnta ! sbrd
g C - 1 _ n/q
(1+br‘1)”/ (1-s) < 1—|—br‘1)
_(n—p "1 aP (L+br9)" " birPg n+q/ a1 s br4
p—1) q (1+bra)frrta 1+ bra

» » brd
o) f (1 —|—brq> ’

Vogliamo provare che al variare di r € (0, +00) i cammini

i (r,1(r), @2(r))
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)ds

A questo punto, chiamiamo O = {(r,u,us) € R? : 7 > 0,u; > 0,uy; > 0}.

sono le traiettorie di un campo di vettori regolare X definito su O. Allora, per

ogni punto di € O passa esattamente un cammino di questa forma e, inoltre, X

rappresenta la pendenza di tal cammino in z. Le componenti del campo di vettori

X sono q
X()(’f', Ul,’LLQ) = 57“ =1
d n—omyu
Xi(r,ur, ug) = 5901(7“) = —p_ff&
d _
Xo(r,ur, up) = 5802(7’) =r" 1’X1(7“a U17U2)|p,

\

dove &, = & (r, u1, uz) €1'unica radice dell’equazione

&) =1 "uPue, 0<E< 1

(4.21)

(4.22)
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Proviamo che la (4.22) ha esattamente un’unica soluzione in (0, 1).
Innanzitutto f(0) = 0. Inoltre

. ! /,
gr%f(g)zo/o (1)1 dt = +o00

perché n/q —n < —1. Osserviamo che possiamo scambiare il segno di limite con
quello di integrale per convergenza monotona.
Un calcolo diretto mostra che la derivata di f e

poL(n=p\* [t (a-p B
f(é)_q(p_l) /0 (1_€t)n+1£ (p+<n p)g)dt.

In particolare f'(£) > 0. Inoltre

lnniﬁﬁzzl(ﬁglﬂ)plf(1—tfmdt:-;L_(""_p)é (4.23)

&0 & g \p—1 n+q\p—1
p—1\" _ gy n/p — (1 — &) /P ep o A\ e\
(P Y a-g g =g e [T as g grar

3
= gp—l—n/q / /e (1— t)(n/p)—2 dt,
0

dove l'uguaglianza nell’ultima equazione segue ponendo

1—-t
’I":gl_—gt
Quindi
. p—1\" _ e\ ln/p _ _ n n
gq(n_p) (1-¢) f(g)_B( 1+p,1+q). (4.24)

Possiamo inoltre esplicitare la soluzione della (4.22). Dalla (4.19) ricaviamo

1+ bre

P =) )

Lungo il campo X, ¢1(r) = uy e wa(r) = uy. Allora & (r, uy, us) diventa funzione

della sola r, ovvero
brd

T I+ b

&(r) (4.25)

Vogliamo adesso dimostrare la seguente proprieta: esiste una forma differenziale

esatta dIV tale che .
/dW > / g ()P dr,
o 0
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dove v € un cammino della forma r +— (7, u1(r), us(r)) che soddisfa la condizione

uy(r) ="y (r)]”;

l'uguaglianza vale quando il cammino lungo cui integriamo & un estremale ap-
partenente al campo X.

Cerchiamo W di classe C?, definita su O con la seguente proprieta: per ogni punto
(r,u1,uz) € O, la mappa lineare

ow

oW oW
\Ij(r,ul,uz)(§0a§17§2) Tl 50— (7” U1,u2)§0——a (7, u1, ug) &—=—(r, ur, ug) &
U1l 8 U9

ristretta al cono definito da

o >0, bl =ral,
ha un punto critico in X.

Osservazione 4.5. Per punto critico di una funzione ristretta a una varieta di codi-
mensione uno, si intende un punto in cui il gradiente della funzione ha una com-
ponente nulla parallela alla varieta. Nel caso del cono, se la funzione ¢ omogenea,
il valore della funzione in ogni punto critico & zero, altrimenti, per omogeneita, ci

sarebbe una direzione di crescita parallela alla varieta.

Costruiamo allora un moltiplicatore di Lagrange A tale che

L(&0, 61,6, 0) = Uiy ) (&0, 61, &) + A (716 — rH& )

Derivando L, e imponendo che tali derivate siano nulle, otteniamo

(e = = G- g e =
g—é - —g—z —pr e sign(@) = 0
e, dopo aver valutato lungo le componenti del campo (4.21),
OV v 4 - X,
gZV X P (4.26)
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Queste relazioni implicano che

ow

Yo on-1,p"
5X ul )
dove o 0 B )
_ X . n—1 p_~
ox ~ar T Nige T Xl
e la derivata direzionale lungo il campo. Infatti
ow oW ow ow
- X P 1 X P
ox ~ or TG, Al S

=" 1u1 +(p— D)r" XL PN — pr" X P X P = r"_lu’l’*.

Poiché stiamo cercando una funzione W che sia di classe C?, dobbiamo imporre
che le derivate seconde miste siano coincidenti. Questo ci permette di trovare
delle condizioni su A. Pit1 esplicitamente, imponiamo

W PW W PPW W PW

orou;  Ou or’ Ordus  OugOr’ Ou Ous  Ougduy

Vediamo nel dettaglio cosa accade:

82W * n—1 p*_l n—1 P a)\ a n—1 p
orou; P + (= Dr" X a—ulJr(P— 1)8—7“ (X ) A
82 yn 1 p— 18)\ 0 n—1 p—1
dmar ~ I s g (T A
W 1 O\ 0
— _ n— X P_ _ 7 n—1 p
S = = DK S 4 (= D (77X ) A
oPW B @
Ouadr  Or’
W -1 8>\ 0 , a1 -1
8u16u2 p | | + 8_ ( |X1| ) A
oPW _OA
8u28u1 N GUQ.
Uguagliando le espressioni ricaviamo

o\ e O\ 0 , .

G~ = DX S = (0= DAz (7).

a)\ n—1 p—1 a)\ _ a n—1 p—1

o p(r" X )8_u2 —p>\8—u2 (r X ),

O\ oA
n—1 p—1\ YN . n—1
e e L b

*_ nN— - a n— — a n—
=pr lulf ! —p)\a (7” 1|X1|p 1) + (p — ].)Aa—m (7" 1|X1|p) .



Proviamo che

0 0 _
(p— 1) (" MXf") = —pXi5— (r" X4 [P 1) , j=1,2.

an an
Per prima cosa osserviamo che —X; = |X;|. Quindi la (4.27) diventa
0

0 - ,
(p =15 (X)) = plXalo— (TGP, =12

auj j

A questo punto, lasciando indicata la derivata di | X; | otteniamo

o
p|X1|%(T X

J

s 0
=p|Xal(p— Dr" X, [ QSlgn(Xl)—(9 (|-X4])
uj
0
= —pp—Dr X P (X
plp — Dr" X auj(l 1))
e
0
-1 n—1 X p
(p )_émj (r" X7

1. 0

=(p-Dpr" Xy 1mgn(Xl)a—(le)
Uy

0

= —p(p— )" X7 !
p(p )X ou;

(1X1]).

In conclusione otteniamo il seguente sistema di equazioni

O\ O\ 0

70

(4.27)

(4.28)

(4.29)

- _ — DX P 2 = A X —— n—lXp—l
or (p = D" X4 )8u2 D Yy (7” | X | )7
O\ _1 _1, OA 0 _ 1
_ n X p _ )\_ n—1 X P
8’&1 p(r ‘ 1‘ )8u2 p 8u2 (T ‘ 1‘ ) ’
oA O\
n—1 X p—I\Y N -1 n—1 X py 77
p(r"1Xal ) - = (= DX )Oul
. 0 _ _ 0 , . _
:p*rnfluf l_pAE (Tn 1|X1|p 1)_]9)\)(18-161 (7” 1’X1’P 1)’
che puo essere riscritto
M(VA) =D,
dove
1 0 —(p =1 (r" X1 ])
M = 0 1 —p (r X, P

p (XY == 1) (X ) 0
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) 0
8u2
D = p*,rn—luzl)*—l 0 o p/\ _i (rn—llelp—l) .
8U2
0 0
I X —
1 87’ * laul

Osservazione 4.6. Consideriamo un sistema lineare del tipo Nz = b. Se N non
ha rango massimo esiste w # 0 tale che N"w = 0. Se z & soluzione del sistema
allora (b, w) = 0. Infatti

0= (2,0) = (z, N'w) = (Nz,w) = (b, w).

La matrice M ha una struttura del tipo

1 0 A
0 1 —-BY{,
B A 0

e ha rango 2. Per trovare la soluzione del sistema (4.29) imponiamo allora 1’or-
togonalita tra il vettore D e l'autovettore w relativo a 0 della matrice M”. Nel
nostro caso, w = (B, A, —1)". Esplicitando A e B si ricava

. 0 0 0 -
Pl = pA (— X rn—llxﬂ”—) ()
Ul Ouy

;’T 0 (4.30)
n— —1
= p)\a—X (’I" 1|X1|p ) .
Possiamo a questo punto esplicitare il valore di A. Per prima cosa proviamo che
0 _ n—p\"" _
o (X =0 (p - f) PP p — 1677 (1= &), (4.31)
La (4.25) fornisce esplicitamente il valore di {. Quindi, derivando,
9 g
==& (1 —=¢&).
==l 1-g)
Inoltre, dalla (4.21)
P = o g, o=k
p—

In conclusione
9 Ly 0 - 7 -
8_X (rn_1|X1|p 1) _ E (rn_1|X1|p 1) +X18_u2 (rn—1|X1|p 1)
— O e P = p ) — (p— DOP P
= Py B le Pl (g — pe, — (n — p)E,)

= pCP L P Ll (1 — ).
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Quindi la (4.30) diventa

(=17 "

. 4.32
o &1 —¢) (432

)\(T7 Uy, u2) =

Vale, in particolare, la seguente relazione:

&1 €)(E6) = (Z:f )s +(n—p) (5* - 3) fE). (433)

La verifica di questa formula e piuttosto lunga. Rimandiamo pertanto al lemma
(B.3) alla fine della dimostrazione.

Proviamo adesso che la soluzione ) trovata e effettivamente una soluzione del sis-
tema (4.29). Infatti, imporre 1'ortogonalita tra il vettore D e il vettore w & solo una
condizione necessaria. Poiché la matrice M del sistema ha rango 2, e sufficiente
provare che vengano verificate due equazioni indipendenti. Si ha

B

2 a=0

o . 1 (4.34)
N =p— (" p—

31&1)\ pau2 (X PN

Queste relazioni seguono facilmente ricombinando le prima due equazioni del
sistema (4.29).
Sommando le prime due equazioni del sistema (4.29) otteniamo

152 o)) o)) o) _
L X =(p - DX P == - p A X =— (X P
8r+ 18u1 (p )X Ouy pA 18u2 (7" X4 )

152 )

_ n—lX P ANX, — n—lX p—1
pr X 8u2+P 1au2(7“ X177,
ovvero
152 0
ox

Inoltre, la seconda equazione del sistema (4.29) diventa
ox

Ouy

)
3u2

()\ T‘n_1|X1|p71) .

prn71|X1|p—

_p, 0
N pGUQ

(Tnfl |X1 ‘p—l)

E quindi sono verificate le condizioni del sistema (4.34).
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In conclusione, abbiamo trovato una funzione W che verifica il sistema (4.26)
quando A é della forma (4.32). Mostriamo adesso che la forma differenziale dIW
soddisfa la proprieta richiesta in precedenza. Consideriamo la differenza

E(r,uy,uz, &, &1, &)

— rn—luq*go _ 3W(7“, Uy, u?) 50 aW(Ta Uy, uQ) 51 _ 8W(7’, Uy, u2) 52.
or ouy Ous
(4.35)
Restringiamoci al cono definito da
>0 e g le=rTal,
da cui segue che
& =1""% al p-
€0

Applichiamo le relazioni del sistema (4.26). Allora

E(Tv u17u27£0a§1a€2)
="l G — T G — (p— Dr" T X P A G — pr" T XTI G — MG

P
=—(@p-1)r" X A& - A ? —pr" X PTG
0
n—1 P 51 P 61 p—1
==& A (p—1)|X1| + g +p5|X1| ]

La quantita tra parentesi € sempre non negativa. In particolare si annulla so-
lo quando la direzione (&, &;,&2) € parallela al campo X. Quindi la funzione

E(r,u1, us, &, &1, &) € sempre minore o uguale a zero.

Possiamo a questo punto rappresentare esplicitamente la funzione W. Questo ci
serve per poter studiare il suo comportamento asintotico. Si ha

*

¢

ow  rhub
or 1-¢& 7

ow _p b !

Ouq n 1-¢&

ow  (p— Pt P

L au2 (TL - p)p é*p_l (1 - f*) .

In particolare, integrando, possiamo scrivere

(4.36)

n

W (r, uy,ug) = % uf* + A(r,uy) ug + C.
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Allora esiste il limite di W per us — 07 e vale

'LLQ‘)OJF

Quindi possiamo scrivere

“2 ow
W(r7 Ul,U,Q) - W(Ta u170+) +/ MdUQ

0 8u2

Dopo aver sostituito il valore della derivata di I rispetto a u; e dopo aver effet-
tuato il cambio di variabile

Ug = f(g*) P u11)7

possiamo scrivere

o =D e [0 f()
W(T’,ul,U@):EU}f +WT u{’ ; mdt-FC’.

Studiamo 1"ultimo integrale. Per prima cosa integriamo per parti, ottenendo

S ) o fE) S p(l—t) =1
/0 tr=1 (1 —1t) dt = XN (1-€) * 0 ) tr (1 — t)2

Dalla relazione (4.33)) si ha

dt =1

&U—fﬂf@Q—CQPZOwﬁﬁ(&i—l>f@dz

_ n_p_n— —
_( L (u-p)( &Ofﬁﬁ
=-"Ppa-e) -1 fe),

f&)  p [Tt =) () -t
- E(1-&) n —p/o (1 —t)° a
R (YN A A A ) p 1("—17)]01 & dt
(1 =¢) n—P/o tpl(l—t)dt+/o n—pg\p—1 /0 (1—1t)
A I T S () <n—p>”‘1 £
e (1-¢) n—p/o tf”‘l(l—ff)dH p—1 1-&

Quindi, ricomponendo,

p_*/o£ KON (Y )+(n—p)p‘1 3

p tr—t (1 - t) N g*p_l (1 - 6*
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In conclusione, raggruppando,

n, P -1 p—1 D p*—p
W (r,ur,up) = C' 4 — (p ) LB

1
nd-&) \n-p) nerii-g)

dove C’ € una costante e &, e la radice dell’equazione (4.22).

Siamo pronti per concludere. Sia (u1, u2) una soluzione del problema di Lagrange
(4.17), che puo essere riscritta come segue

+oo
/ "l ()P dr =1,
0

, (4.37)
us(r) = /0 o ()P dt.

La funzione u,, per quanto visto all'inizio della dimostrazione, puo essere con-
siderata positiva e decrescente, mentre la funzione uy, puod essere considerata

positiva e crescente. In particolare uy(0) =0 e

rli_>11010 u(r) =0 rh—glo us(r) = 1.

In questo modo (7, uy(r), us(r)) € O.
Studiamo adesso

lm W (r, uy (), ua(r)) e lm W (r,ui(r), us(r)).

r—0 r—00

Il primo limite & molto facile da studiare. Innanzitutto osserviamo che

*

Pl = (/o1 u1)p =o0(1) ser — 0oppure ser — co.

Quindi, se r — 0,

— C,

p—l)p‘lf(f*) o(1) &,
n—p é&*p n<1_€*)

perche &, — 0 e, per la (4.23), &, 7" f(&,) tende a una costante.
Il secondo limite, invece, & leggermente pit1 laborioso.

W(r,ui(r),us(r)) = C +o(1) + (

Per prima cosa dimostriamo che il primo addendo di W tende a 0 quando r — oo.
Dalla i segue che (1 — &) P f(€,) @ limitata. Quindi

1 1 p/(n—p)
— < n—p, P p/(n—p) _ D p?/(n—p)
= (u—ar”m> Sl e
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dove c & una costante. Ma allora
n, p*
T Ul

n(1-¢)

Studiamo adesso il secondo addendo. Per cominciare osserviamo che us; e £

<cr"tP uf*“ﬁ/("*p) =co(1).

tendono a 1. Quindi ci limitiamo a calcolare

1/p—1 LS Y
lim—( ) LS
r—oo M\ N —p 1—&,

P uzl,* —p o ulf*fp (n/p*)-(p*/n) Pi=p P ) p*/n o
1- é* 1- 5* (1 — f*)iprn/p

1 p*/n y
= (f(é'*)“_ _5*)—1+n/p> Uy .

Quindi, tornando al limite,

1/p—1\"" T

- lim

n\n—p r—oo 1 — &,

— */n
1/p—1\"" 1 B
= — — li}m T U

n\n=p/) e\ f(E)(1 - &)

1 -1 p—1 -1 pp*/n 1 —p*/n
R )
n\n—p n—p q p q

Osservazione 4.7. La funzione Beta B gode di un’interessante proprieta:

B(-1+z,1+y)= %B(%y)-

Infatti
1 1 d
yB(z,y) = y/ 21— )Y de :/ "t — (1 —¢t)Y) dt
1 1 d
(a:—l)B(—l—i—a:,ler):(x—l)/th( 1Y dt = / Ly orar
e le due quantita coincidono integrando per parti.
Nel nostro caso, x = n/p e y = n/q. Un semplice calcolo mostra che
Y p—1

=n .
z—1 n—op
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Ma allora

In conclusione

W (00,0,1) = lim W(r,ui(r), us(r)) = 0+np*/p(p - 1),,*/(](1 B (ﬁ 9))_17*/”.

7—00

Ricordiamo che avevamo costruito W in modo che

+oo
/dWZ/ " Huy ()P dr,
¥ 0

dove l'integrale del primo membro viene calcolato lungo una curva (r) = (r, u1(r), u2(r))
che soddisfi la condizione

uh(r) ="y (r)]”.

Il sistema e del tutto equivalente al sistema ([#.17). Infatti, se il massimo
valore assunto dal funzionale J & 1 (cosa non restrittiva a meno di riscalamenti)

“+o0 —+oco .
/ " (r)|P dr :/ g (r) [P dr;
0 0

in tal caso, u; € la soluzione del nostro problema, ovvero u; = ¢. Ricomponendo

allora

tutti i pezzi otteniamo proprio il risultato desiderato, ovvero

. +o0 X . 1 p*/q 1 —p*/n
e =1= [ tep ar = (B (Ds (5 2))
0 n—p q P q

O

Abbiamo adesso tutti gli strumenti per dimostrare il teorema principale di questa
sezione.

Dimostrazione del teorema La formula ¢ esattamente la disuguaglianza di
Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (vedi (1.4)). Grazie alla proposizione [4.2] possiamo
limitarci a considerare funzioni a simmetria sferica. Infatti la funzione u data
dalla ¢ a simmetria sferica.

Dopo aver cambiato variabile, ponendo r = |z|, otteniamo

[ull, n
_ o-1/n_-1/2p <_> T
IVl " 3)
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dove J(u) e definito nella (4.5).
Grazie alla proposizione 4.3} il funzionale J raggiunge il suo massimo quando

u(r) = p(r) = (a+brt) =P,

Quindj, ricordando che r = |z| otteniamo proprio la (4.3).
Inoltre, sempre per la proposizione sappiamo che il massimo valore raggiun-

1 1/q 1 —1/n
) GeGa))
n—p q p q

Quindi la costante C' della disuguaglianza (4.1)) & data dal prodotto di quest ulti-
ma quantita per 2-1/"7~1/2'(n/2). Pit1 precisamente

1 /p—1 Yaq n\ /n n n\ "
c=rtr_(E—) Sr(5) B(SE
m nP\n—p 2n \2 p’ q

1/n

n
va( 4 T(3)
__apl (u) e “\3)

nP\n—p

to dal funzionale J &

n n
r(-) T (—+
— 12 1 <p— 1>1/q 2 p

nP\n—p

n
=7 _ 4=
p —
) e
p q
1/n

e <u>/ r(1+3) T

n—p

E quindi vale anche la (4.2).
Osserviamo che abbiamo utilizzato le proprieta elementari della funzione I' e
della funzione B, ovvero

MNx+1)=a(x) e B(z,y) =
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4.2 Tlcason <p < oo

In questa sezione vogliamo dimostrare il seguente teorema, di cui si pio trovate
una generalizzazione in [Ta2].

Teorema 4.8. Sia u : R — R una funzione di classe C*°({2) con supporto di
misura finita. Sian < p < oco. Allora

[ull o < C '/ VP Dul|,, (4.38)

dove w, indica & la misura della palla unitaria in R",

1 1-1/p
C = n~ ey -tn (g_—n) e a = L, (supp (u)). (4.39)

Inoltre, nella (4.38) vale 'uguaglianza se

(4.40)

1 ’:E‘(pfn)/(pfl) se |z < 1,
u(z) =
0 se |z| > 1.

La dimostrazione si basa su due risultati ausiliari che permettono di stabilire un
legame tra il gradiente della funzione u e la derivata del riordinamento u*.

Lemma 4.9. Sia u : R" — R una funzione di classe C*°(2) che si annulla all’in-
finito. Sia, inoltre, ¥ : [0,00) — [0, c0) una funzione crescente e convessa tale che
U(0) = 0. Denotiamo con H, l'insieme dei punti z € R" tali che |u(x)| > u*(s).

Allora
d

d *
e U(|Du(x)|)de > ¥ (—n w}/"sl_l/"l(s)) (4.41)
Hs

ds
per quasi ogni s > 0.

Ricordiamo che il riordinamento ©* € una funzione monotona, decrescente e con-
tinua a destra. Quindi la sua derivata esiste quasi ovunque.

Dimostrazione. Introduciamo la seguente notazione:
Hyp={z € R" : u*(b) < |u(z)| < u*(a)}.

Richiamiamo due disuguaglianze gia dimostrate nella proposizione Per
ogni0 <a<b<a=Ly,(supp u)

/H | Du(z)|dz > nwi/”al_l/"(u*(a) —u* (b)), (4.42)
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L.(Hup) <b—a. (4.43)

Dimostriamo la seguente disuguaglianza: per quasi ogni s > 0
du*

d
— D > —pwl/ngtml/n . 4.44
& | 1Du@ar = —nu v (4.44)

Se s > q, il termine di destra della (4.44) & nullo perché v* = 0 se s > a. Quindi
la disuguaglianza e vera. Se invece s < a, ponendo

F(s)= [ [|Du(z)|dz,
Hs
si ha
B - F
4 ple) = tim FEEN = F) ) Dufz)|de,
ds h—0 h—0 J57

s,s+h

dove H,, = {z € R" : u*(b) < |u(z)| < u*(a)}. Applicando la (4.42) otteniamo

1 1
1 _ > 1/n 1—1/n : - * %
}111_>m0 W | Du(z)|de > nw,™s i111_>m0 h(u (s) —u*(s+h))

=-n w}/” 51*1/”%(3)
ds

in ogni punto s in cui esiste u*'(s). Abbiamo quindi provato il lemma nel caso in
cui U(t) = t. Per dimostrare il caso generale dobbiamo distinguere due casi: dato
che v* & una funzione decrescente, per quasi ogni s > 0 la derivata di «* si annul-
la in s oppure esiste un intorno W di s in cui u* e strettamente decrescente. Nel
primo caso la (4.41) & banalmente verificata perché ¥(0) = 0 e l'integrando & una
funzione non negativa. Nel secondo caso, invece, la verifica & pit1 delicata. Com-
inciamo con 'osservare che se ¢ > 0 e sufficientemente piccolo, dalla definizione
di v* segue che

e=L,{r eR" : u(s+¢) < |u(z)| <u'(s)}).

Allora, utilizzando la seguente notazione

Fls) = / (| D u(z)]) da,

s
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e applicando la disuguaglianza di Jensen, possiamo concludere che

9 Du()) de = tim ZEED ZFE) 1 ¥ (| D u(z)]) de

ds H, h—0 h h—0 h Vi

1
> lim ¥ —/ |Du(x)|dx
h—0 h, ﬁs,s+h
1
> U hm—/ |Du(x)|dx
h—0 h, ﬁs,s+h

— (% /H | D u(z)| dx) > U (—nwy/"s' M (ur) (s))

s,s+h

dove l'ultima disuguaglianza e conseguenza della (4.44). O

Conseguenza immediata di questo lemma é il seguente risultato.

Teorema 4.10. Sia v : R" — R una funzione sufficientemente regolare che si
annulla all’infinito. Sia ¥ : [0, c0) — [0, c0) una funzione crescente e convessa tale
che ¥(0) = 0. Allora

+oo
/ U (|Du(z)]) de > / v (—nw,l/”sl_l/"(u*)/(s)) ds. (4.45)
" 0
Dimostrazione. Come in precedenza, utilizziamo la seguente notazione:
Hy={z eR" : |u(z)] > u"(s)}.

In particolare, quando s = oo allora H,, = {z € R" : u(x) # 0}, mentre quando
s = 0 allora Hy = ). Quindi

+oo
/ (| D u(z)|) dx:/ (i/ (| D u(z)]) dx) ds.
n 0 ds /g,
Quindi la (4.45) segue dal lemma precedente. O

Siamo adesso pronti per dimostrare il teorema

Dimostrazione del teorema Poiché u* & assolutamente continua, si ha

|lul|, = supess |u| =u"(0) = /004 (—(u*)(s)) ds.

Ricordiamo che «* € monotona decrescente, quindi
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Dunque

[l elas= [T ) s s

< ([ otBlaywpas) ([ rrne )

Dove l'ultimo passaggio segue dalla disuguaglianza di Holder. Studiamo il sec-
ondo fattore:

() (o) )

p—1

L=y N 15 a1t

o n(p—1) o p

__<1—“"”> __<1—A) |
n(p—1)

dove abbiamo indicato con A la quantita

- Applichiamo il teorema |4.10

p
n(p—1)

con U (t) = |t|", al primo fattore, invece,

(/0 Sp(l’ll)‘(“*V(S)lpds); < w" Dl

Ricomponendo i pezzi

« , 1 1/ OélfA 1_%
* ds < —w, /"D
[l ye) as< Lo, (1)

1 1-1/p
— o lH1-1/p w;l/n (p ) ol/n=1/p D u|
p—n P

= Ca'/" V7D ull,,-

N

Proviamo adesso che la funzione definita nella (4.40) verifica l'uguaglianza nella

(4.38) quando C e definita dalla (4.39).

1/p
IDul|, = D (1~ |2|*/PD) dz
p
{lel<1}
— e 1/p
_P ”(/‘ |ﬂppima
P =1 \Jqai<ny

+o0 1/p
=(n wn)l/p p—n (/ S(nl)/(pl))
p—1\Jo
:(nw)vp<p—n>_””p

p—1
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Quindi

C ol/m=1/p IID qu
1

1 1 p—1 o 1/n—1 1 1 p—1 5
= (n WPy, /| (wn /= /p) n/P gy, 1P
p—n p—n

=1 = ull

43 Ilcasop=1

Il teorema[4.T]e valido quando 1 < p < n. Il prossimo teorema mostra cosa accade
nel caso 1 = p < n. In tal caso

n

p n—1

Teorema 4.11. Sia v : R" — R di classe C§°(R"). Esiste una costante positiva
C' = C(n,p) tale che

. <C|Dul,. (4.46)

[ u

Inoltre, il pit1 piccolo valore di C per cui vale la disuguaglianza (4.46) ¢ dato da
1
o nw}/". (4.47)

Dimostrazione. Supponiamo che C' = n~'w, /" e proviamo che allora la (4.46)
vale per ogni funzione u che soddisfi le ipotesi. Dato che

—+o0
|U’ = / X{zeR™ : ju(z)|>t} dt,
0

applicando la disuguaglianza di Minkowski

1-1/n +o00 n/(n—1) 1-1/n
( ’U(l’)|”/(n—1) dx) = (/ (/ X{zeR™ : |u(z)|>t} dt) dx>
R"™ " 0
+00 1-1/n
n/(n—1
S/ (/ ‘X{fEERni|u(x)\>t}| / )dx) dt
0 R

= /0 h (L, ({z € R" : |u(z)] > t}) /" dt.
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Applicando adesso la disuguaglianza isoperimetrica (2.7), otteniamo che per ogni
t>0

Bl (Lo (fr € R+ Ju(a)] > )7 < Mo ({2 € R - Jue)] = 1),

A questo punto, applicando la formula di coarea otteniamo
+o00
| Du(z)|dx = Hoor ({x € R" ¢ |u(x)] = t}) dt.

R™ 0

Combinando queste ultime due relazioni si deduce la tesi.

Proviamo adesso che se £ C R" & un insieme misurabile, limitato e con frontiera
regolare allora
(La(E)'V" < C Hor (0OF). (4.48)

Sian € C§°(R") tale che

Per ogni ¢ > 0 definiamo

Consideriamo allora

w@) = [ o= )xel) dy

v, € una mollificazione di della funzione indicatrice di E. Per le proprieta delle
mollificazioni, se ¢ — 0 allora v. — Y g. Inoltre

b — (Lo (BT per & — 0.

Hvs

Vogliamo stimare il gradiente di v..

002 ([ et v) = 2 [ wte )

_ [E (aina(a; - y)) dy = /8E n:(x — y) v (y) Hoa(dy),

dove v(y) = (vV(y),...,v™(y)) & il versore normale alla frontiera di £ centrato

in y e diretto verso 'esterno. Osserviamo che 'ultima uguaglianza & esattamente
la formula di Gauss-Green. Quindi

D, (x) = / (=) vl) Hoa ().
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Possiamo allora concludere che per ogni ¢ > 0

| Dv.(x)|de < H,—1(0F).

]R"I,

Se sostituiamo v. nella formula (4.46), passando al limite per ¢ — 0 otteniamo

proprio la (4.48).
Quindi abbiamo provato che

1
- s nw,

Infatti quando E e una palla, la disuguaglianza isoperimetrica diventa un’uguaglian-
za, OVVero
Mo 1 (OB)(La(E)' —1/n = nw)/"

n .

]

Osservazione 4.12. Il teorema non puo essere dedotto dal teorema In-
fatti, nel caso p = 1, non e possibile costruire una famiglia di funzioni per cui
vale 'uguaglianza nella (4.46). Tuttavia la costante ottimale passa al limite. Piu
precisamente, se

O, = oV (p 1 ) /< L(1+n/2)T(n) )”"
n—p I'(n/p)L(1+n—n/p)
¢ la costante ottimale (definita nella (#.2)) per il teorema allora

- W—wn—w(p— 1)1‘1/p( L(1+n/2)T(n) )”” L
I ) |

p—1t n—p n/p)I'(1+n—n/p n "

Per completezza, richiamiamo brevemente la disuguaglianza di Minkowski nella
sua forma piu generale.

Teorema 4.13 (Disuguaglianza di Minkowski in forma integreale). Siano (X, ¥, u1), (Y, ©,v)
due spazi di misura o—finiti. Sia f : X x Y — [0, 00| una funzione misurabile
rispetto alla o —algebra prodotto ¥ ® ©. Sia 1 < p < co. Allora

(/Y (/Xf(x,y)du(x))pdu(y)>l/pS/X</Yf(x,y)pdu(y))l/pdu(a:). (4.49)

Inoltre vale 'uguaglianza se u(z, y) = uy () ua(y).

Dimostrazione. Per prima cosa ci riduciamo al caso in cui p(X) < oo, v(Y) < oo e
f € una funzione limitata.



86

Poiché le misure sono o—finite, esistono due successioni { X} C ¥, {Y;.} C O tali
che

X1 CXoC..., u(Xg) <ocoperognik > 1 UXk:X
ViCY,C..., v(Yy) <ocoperognik > 1 UYk:
k=1

Definiamo f;, : X x Y — [0, 00) come segue:

min{k, f(x, sexr € Xi,y €Yy,
0 altrimenti.

{fx} € una successione di funzioni misurabili e non negative. Inoltre la succes-
sione & non decrescente e converge puntualmente a f. Se la vale quando
applicata agli spazi Xy, Y}, fx, allora per convergenza dominata vale anche nella
sua forma piu generale.

In virtt1 di quanto appena provato, supponiamo ;(X) < oo, ¥(Y) < oo e f limita-
ta. Se p = 1la disuguaglianza (4.49) si trasforma in un’uguaglianza. Supponiamo
percio p > 1. Inoltre possiamo supporre che f non sia identicamente nulla. Per

- / f(@,y) du(z)

per il teorema di Fubini, H (y) esiste ed & una funzione misurabile. Ma allora

/H ) du(y /(/fxydu ) H(y)" " du(y)
= [ ([ s mr an) ) dutw

<[ (( / f<:c,y>pdv<y>)l/p (f H<y>pdv<y>)l_l/p> au(e),

dove l'ultimo passaggio segue dalla disuguaglianza di Holder. La quantita

= (/Y H(y)" dV(y)) H/p,

che e costante rispetto alla variabile z, e sia diversa da 0 che diversa da oo, perche

ogniy € Y definiamo

integrale di una quantita limitata su un dominio limitato. Quindi, dividendo
ambo i membri dell’ultima disuguaglianza per A otteniamo proprio la (4.49).



A ‘ Appendice del capitolo

Riportiamo le dimostrazioni dei vari lemmi preparatori del capitolo

Il problema modello

Il cason > 4
Lemma A.1. S\ < S per ogni A > 0.

Dimostrazione. Possiamo suppore, senza perdita di generalita, che 0 € (2. Consi-
deriamo la seguente quantita

2 2
[Vully = Allull;

Qx(u) = 2
(1]
con (2)
u(z) = u.(z) = (5_|_ |:|2)(n2)/2 e >0, (A.1)

dove ¢ e una fissata funzione test (non negativa) identicamente uguale a 1 in un
intorno di 0 fissato. Proveremo che, quando ¢ — 0

|Vl = Ky e~=2/2 4 0(1), (A.2)

el = Ko™ ™22+ O(e), (A.3)

(A.4)

|2 K3e= /2 1 O(1) sen>5
uc|); =
2 Ks|loge| +O(1) sen =4,

87
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dove K, K, e K3 sono costanti positive, dipendenti solo da n e tali che

Ky
Ky
Verifichiamo la (A.2).
Si ha
Vo(x) — (n—=2)p(z)z

Vu(z) = — ~
(€+ |£U|2)( 2)/2 (€+ |$|2) /2

Poiché ¢ = 1 in un intorno di 0, ponendo z = £!/2y, segue che

/Q]Vue|2dx:(n—2)2/ﬂ(|x—|22ndx+0(1)

8—|—|x|)

:(n—Q)Z/Rn%dxth(l)

£+ |z )
ely|?
= (n— 2)2/ — 2 dy +0(1)
rr en(1+ |y|*)
= K, e ™22 1 0(1),

dove
2

K, = n—22/ |y—|nd = |[VU|J3.

Verifichiamo la (A.3).
Si ha

:O(1)+/Rn%dx—;://2+0( )

€+ ]:c\Q)
dove 1
K :/ — o da = |U|]PH.
2 R™ (1 _'_‘ ’2) p+1
La relazione (A.3) segue scegliendo Ky = ||U H pi1- In tal caso, inoltre, una sem-
plice verifica mostra anche che S = % :

Verifichiamo la (A.4).
Si ha

2
g @ e+ laf) " o (et ol @ (e + o)
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Quandon > 5

1 1 1
e dr = / —— o da+0(1) = 8(n4)/2/ —— 5 y+0(1),
/ﬂ (e + |2[)" B (e + [2?)" = (1 )"

e la tesi segue ponendo

1

K; = ———dy
(14 JyP)"

Quando n = 4, esistono delle costanti R, e R, tali che

1 1 1
/ 22dx§/ 22d$§/ 22dx'
jol<h1 (e + |z[°) (e + |z[°) j21<Rz (€ + |2]7)

Inoltre

/ L4 /R " ar = Laloge] + 0(1)
——dr =wy —— 5 dr = —wy|loge )
i<k (¢ + |2?)’ o (e+72)° 2

dove wy & la misura della palla unitaria in R*. Ma allora la (A.4) segue scegliendo

Kg = %CL)4.

Combinando le relazioni (A.2), (A.3), (A.4), se ¢ > 0 e piccolo abbastanza, si ha

Q)\(UE) < S.
Infatti, sen > 5

C KieAR2 _ AKpem (/2 £ O(1) | Ky — AKse + O(en2/2)

Qx(ue) = Koe—(n=2)/2 ¢ O(e) - Ky + 0(51+(n—2)/2)
K
=9 - )\5?3 +0(E" Y < S+0E"Y) — 8.
2

Se invece n = 4

Kie™! — MK3|loge| + O(1) _ K; +0(e)

Qa(u:) = Kye=1 4+ 0(e) K>+ O(e?)

Lemma A.2. Se Sy < S, nella l'inf viene raggiunto.

Dimostrazione. Sia {u;} C Hj(f2) una successione minimizzante per (3.4), cioe
una successione tale che
uill,p =1 (A.5)
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[Vull; = Mlusll; = Sx+o(1),  per j — oo. (A.6)
Poiché u; & limitata in H}(f2), possiamo estrarre una sottosuccessione (che con-
tinuiamo a chiamare u;) tale che
u; — u debolmente in H(Q),
u; — u fortemente in L*((2),
uj = u q.0.in )

inoltre, per il lemma di Fatou, ||u||,,, < 1. Poniamo v; = u; — ; in tal modo

p+1
v; — 0 debolmente in H; (1),
v; =0 q.0.in €.
Per la ela siha S < ||Vu,]|,. Inoltre, dalla segue che
Mully > [IVull; = Sx > § = 8y > 0,
ovvero u # 0. Sempre dalla , e dal fatto che v; — 0in Hj(Q2), otteniamo
IVl = Alulls + Vo115 = [Vull; = Malls + 1 Vagll; + [Vull; = 2(Vay , Vu)
= o(1) = Afull; + [Vuyll; = o(1) = Allvs|[5 + Va5 = o(1) + Sh.
(A7)
poiché v; — 0 debolmente in H;(Q2). Dato che v; & limitata in LF*(Q) e v; — 0
q.o.,

p+1 __
p+1

1 1
lullpy + sl + o(1). (A.8)

[l 5]
(La dimostrazione di questa importantissima proprieta & posticipata nel prossimo
lemma).

Allora, dalla (A.5) segue che

1 1
1= Jullpiy + losllpsy +o(1),

quindi
2 2
U< flullypr +llvjllpy +o(1).

Per la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, si ha

1
1< flull?,, + §HWH§ +o(1). (A.9)
Per concludere, affermiamo che
IVl = Alully < Sallull2,,; (A.10)

questo conclude la dimostrazione, perché v # 0.
Distinguiamo due casi:
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(i) Sy >0;

(i) Sy < 0.

Nel primo caso, dalla (A.9) si ha
S
Sy < Sallul2,, + (f) V0312 + o(1). (A.11)

Combinando la (A.7) con la (A.11) otteniamo

S
Sy < Sallull2,, + g(SA + Mully = 1Vully) < Sxllullz,y + Sy + Mulls = [ Vull;.

E quindi vale la (A.10).
Nel secondo caso S, < SA||u||§+1,poiché [ull,; < 1. Dalla
IVulls + Vo515 = Mlulls = Sy +o(1) < Sllully,, +o(1).
e quindi
IVl = Allullz = Sallull, o, = 1Vosll; +o(1) < Sxllull,, +of1).

p+1

O

Infine, in quest’ultimo lemma, dimostriamo la relazione (A.8), caso particolare di
un importante risultato dimostrato in [Br-Li].

Lemma A.3. Sia f,, = f + g, una successione di funzioni misurabili tale che:

(i) g» — 0q.0,;

(ii) g, e uniformemente limitata in L?({2), ovvero esiste una costante C', che non
dipende da n, tale che [|g.||, < C per ogni n;

(i) f e LP(Q),p > 1.

Allora
aim (1 + gl — llauly) = 11,

Dimostrazione. Partiamo con un’osservazione preliminare. Per ogni ¢ > 0 esiste

una costante C. tale che

Ha: +yl’ — ]w\p| <celx|’ + C.ly|”, perogniz,y € R.
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Infatti, se z = 0 la tesi & banale. Se = # 0, posto t = £, la tesi equivale a provare
che
1+t — 1] < e+ Ctf.

In un intorno di 0, ossia per |t| < J., essa e vera per continuita; per [t| > o,

possiamo scrivere

(146 -1,
T'tl 7

da cui la tesi. Fissato € > 0 definiamo la seguente quantita:

11+t — 1] <<

Ss,n(x) = (an(x)’p - |gn(x)|p - |f(x)|p‘ - €|gn(x)|p)+a

dove (u(xr)), = max{0,u(x)}.
Per l'ipotesi (i), quando n — oo si ha S, ,,(z) — 0 per quasi ogni x.
Vale inoltre la seguente stima:

1fal? = Ngnl” = 1F P[] fal” = |gnl” |+ FIP
=||f + gal" = |gal? |+ fIP < elgal” + (C: + 1)| £

In particolare
Sen(x) < (Co + 1) ful”

Allora, per il teorema di Lebesgue di convergenza dominata,

n—oo n—o0

lim [ S.,(z)dz = / lim S.,(z)dz =0.
Q Q
Inoltre, per quanto visto prima,

an‘p - |gn|p - |f‘p}§ Ss,n(x) + 5‘gn(x)’pa

quindi
/Q 1ful? = lgul? — 1£17] do < / (Sen(@) + elgn(@)|?) da.

Passando al limite si ottiene

hl’IlSllp/ “fnlp - |gn|p - |f|p| dz Shmsup/ (Se,n(x) +5|gn($)|p) dz
Q Q

n—oo n—00

< lim sup/ Sen(z) dz+ limsup/ elgn(z)|P dz < 0+ eC.
0 Q

n—oQ n—o0

La tesi segue quando € — 0. [
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Il cason =3
Lemma A.4. S, < S perogni A > ).

Dimostrazione. Vogliamo stimare

2 2
[Vully = Allull;

2
[ullg

Qxr(u) =

con

u(z) = u:(z) = (gf(—;;))m r=|z|, e >0, (A.12)

dove ¢ e una fissata funzione liscia tale che ¢(0) = 1, ¢'(0) = 0, p(1) = 0.
Proveremo che, quando ¢ — 0

K
IVeld = 25 + /Nw () dr + O(2), (A13)
K
luells = S5 + O(2), (A.14)
1
el = [ lo(r) 2 dr + 0, (A15)
0

dove K;, K, e K3 sono costanti positive, tali che % = S, mentre w; € la misura
della palla unitaria in R®.

Verifichiamo la (A.13).
Dopo aver effettuato il cambio di variabile r = ||,

) ©'(r) ro(r)

uelr) = (e + r2)1/2 B (e + r2)3/2

e quindi

' ()°  2rp(r)(r) | ()]

2
dr.
(e +1?) (e +12)? (e +12)° e

1
rw%@zw/
0

Integrando per parti, otteniamo facilmente

_2/0 (5+r dr_/ (r) { (e 4 r2)? B (e f’;)?’} &

3e —
/| 7"2€ rdr,
(e +12)°
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e quindi, sommando,

o O o)
”vugnz_w/o e [P0 ar (A.16)

Poiché ¢(0) =1 e ¢/(0) = 0, otteniamo

()l /1 r’e :
—1 < - < .
/ e <s+r2 )d y et RO Edr=CE

Il primo addendo della (A.16) puo allora essere riscritto come segue:

e / ()2 dr + O(e), (A.17)

0 5—1—7"2

Inoltre

/1 (Mr)'?_?ﬁ drSC’/l (o) dr <

e+ e+

1 7,4 1 1
0/ S R— gc/ _dr = O(c71?).
o (6412 0o E+7

1l secondo addendo della (A.16), dopo aver posto r = se'/2, diventa allora

|90( )|2 § - ! r’ , —1/2\ .
v b e LA ] o

in particolare

—1/2

/1 L. / S s /Oo S 45+ 0(1). (A19)
r = — dSs = S . .
0 (5 + TQ)S 53/2 0 (1 + 82)3 53/2 0 (1 + 82)3

Sostituendo nella (A.16)) le relazioni (A.17) e (A.19), e definendo

o] 82
Kl = BW3/ —3d8,
o (1+4s?)

otteniamo la (A.13).
Notiamo ora che, detta U(z) = 1/(1 + ]a:\Q) 1/2, da un’integrazione per parti risulta

0 2 e’} 4
K1:3w3/ 8—3ds:w3/ S—gds:/ |VU|2d$.
o (14 s?) o (1+s?) R3
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Ma vediamolo in dettaglio
© s 1 [~ —4 1 [>~/d 1
/ S—3d3:——/ —8353ds:——/ (——2) s*ds
o (14 s2?) 4/ (1+s?) 4Jo \ds(1+s?)
1§ 3 [ s 3/ &
= — ——22 +_ 22:_ 22d5
LA+, Ao (1477 AJo (1467

oo 2 1 2 o] 4 0 2
:§/ Lﬂg}ds:%/ S_3d3+§/ g,
4 0 (1+82) 4 0 (1+52) 4 0 (1+82)

o 52 o st
3/ ———?dyi/ 5 ds.
o (14 s2?) o (1+s?)

Verifichiamo la (A.14).

Dopo aver effettuato il cambio di variabile r = |z|, si ha

1 6 2
. o(r)°r
n%mzw/-———gm

:wé(’”|_w W*%K(liﬁwzh+h

(e +72)° £+1?)

ovvero

Poiché ¢(0) = 1 e ¢'(0) = 0 otteniamo

1 r4
|mgc/———7w:mfwy
o (e+71?)

Inoltre
e~1/2 82

w w ee 52
QZEW?A (1+§fds:aW?A (L+§fd&+0a)

Infine troviamo

6 — —1 —82 ds+ O
||UEH6 - 53/2 w 0 (1 82)3 § (E) .
La " Segue Scegliendo

Verifichiamo la (A.15).

Abbiamo ,
)l = /|¢ 2<%=w/\wmﬁm+owmy
+7r 0
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Combinando le (A.13), (A.14) e (A.15) otteniamo

Q) =5+ [/ () dr — A /|so Par] +oe. a2

L7r) abbiamo

[ 16k ar=12 [ 1ot ar

Qx(us) =S+ (iﬂz — )\) Ce'? +0(e)

per qualche costante positiva C. La tesi segue scegliendo ¢ > 0 abbastanza picco-
lo. O]

Scegliendo ¢(r) = cos (3

e quindi

Lemma A.5. Non esistono soluzioni della (3.8) per A < {A;.

Dimostrazione. Sia u una soluzione del problema (3.8), dove
Q={r ek : |z| <1}

Come mostrato in [Gi-Ni-Ni], u deve essere a simmetria sferica. Ponendo r = |z|,
scriveremo u(x) = u(r). Poiché la u risolve la (3.8), si ha

2
—Au=—u"—"u =u+ X u in(0,1), (A.21)
r
u'(0) = u(1) = 0. (A.22)
La condizione su «/(0) segue dal fatto che, essendo u radiale, vale
u'(0) = u,(0,0) cos + u,(0,0)sinf per ogni 6§ € [0, 27].

Vogliamo provare che

1 1
/ u? ()\@// + ;lwl") r2dr = 2/ u® (r¢ — 7"21/)) dr + 1| ‘(1 )| P(1) (A.23)
0 3 Jo

per qualche funzione liscia ¢ tale che ¢(0) = 0; l'identita di Pohozaev (teorema

1.27) corrisponde al caso ¢ (r) = r.
Per prima cosa moltiplichiamo la (A.21) per r?¢yu/, ottenendo facilmente

[ (3w v ar = Jpue =

1

) . (A.24)
= _6/0 u®(2rp + r*y’) dr — 5)\/0 u?(2ry + r?y’) dr.
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In seguito moltiplichiamo la (A.21) per (1r?y’ — ri) u, ottenendo, dopo aver in-
tegrato per parti,

NG 1
/ || <—r2¢' — r¢> dr — —/ u?ry"” dr =
0 2 4 Jo
! 1 ! 1
= / u® (—7’21// — 'rw> dr + )\/ u? (—r2¢’ — 'r’w) dr
0 2 0 2

A questo punto, combinando la (A.24) con la 1) otteniamo proprio la (A.23).

Gia sappiamo che non esistono soluzioni per la (3.8) quando A < 0. Per questo
motivo possiamo supporre che 0 < A < 1A = i 2. Nella (A.23) scegliamo

¥(r) = sin ((4N)"*r) . Siha v(1) = 0e

(A.25)

1
)\wl + _w/l/ — O
4
Inoltre
rip — ri) = rsin ((4)\)1/2r) — r2(40)"? cos ((4)\)1/27“> >0 in (0, 1],

perché sinf — 6 cos @ > 0 per ogni ¢ € (0, 7]. Ma questo contraddice la (A.23).

Per completezza, mostriamo nel dettaglio la validita delle (A.24) e (A.25).
Per la (A.24)

_1 1(2u,/u/) (7,2,(/}) dr = _1|:‘u|2 Qw ‘u’ 27”1/1"‘7‘ )
2 Jo 2
=%|U'(1)|21/J(1)+/0 | (WJF 7’%)

sommando a —2 fol % |2r1/1 dr otteniamo il primo membro della 1i
1 5 I\ (.2 6,2 11 1t 6 2 1
6 (6uu)(rw)dr:[ur¢}0—6 u’(2r +re’) dr
0 0

1 /1
= _6/ u®(2ry + r¥y’) dr;
0

1

3 [ wd) Poyar = o] = o3 [+ tvar

1
= —5)\/0 u?(2rp 4+ r*’) dr
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Per la (A.25)
! " <1 2 41 >
—/ uu | =reyp —ry ) dr
0 2
1 ! 1 5 (1 1
= —|v'u <7“2LZ/ - 7“¢> + <|u/| <T2¢, - 7“?/)) + u'u (7"27#” - ¢>> dr
2 o Jo 2 2

1 1 1
= /0 |u/|2 (;TQW _ T¢> dr + [;UQ <;r2w// _ w>:|0 _/O %UQ <Tw// + %TQw/// _ ¢/> dr

Lo 1 1 1q
|| (rQw’ —ry ) dr—— / w?r?y" dr — / —u?(ry" — ') dr.
0 2 4 Jo 0 2

1

w'u(ry’ —2¢)dr

1
—/ 2u’u (17”21#’ — rw) dr = —
o T 2

_ _%[u2(rw'—2w}é+

— S—

1
2 / " !
5/0 u? (" + " — 2" dr.

Sommando queste due espressioni otteniamo
1 1
1 2 1
—/ u"u (—T%D, — Tl/)) dr — / “u'u (—TQW — 7"2/1) dr
0 2 0o T 2
L1 1 /1
= / || (—Tzl/)/ — rw) dr — —/ u?riy"”
0 2 4 Jo

1 1
/0 u’u (%rzw’ - rw) dr = /0 u® (%rzw’ - Tw) dr.

Ricomponendo il tutto otteniamo la (A.25). O

Infine

Il caso generale

Lemma A.6. Supponiamo che f(xz,u) soddisfi le condizioni (3.15)-(3.18). Sia inol-
tre h(u) una funzione tale che

f(x,u) > h(u) >0 perq.0.z€w, perogniu>0, (A.26)

dove w C Q & un aperto non vuoto e la primitiva H(u) = ;' h(t) d¢ & tale che

172 c1/2 \ (=22
lim H ( ) s"1ds = oo. (A.27)
=0 J, 1+ 52

Allora vale la condizione (3.22) del teorema|3.10
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Dimostrazione. Per cominciare, ricordiamo che, per 1’osservazione se f(x,u) =
Au, la condizione (3.22) diventa

2 2
[Vvolly = Allvolly

2
[voll1

Risulta quindi naturale utilizzare una funzione v, come quella usata nel lemma

B2
Supponiamo che 0 € w e fissiamo una funzione test ¢ non negativa tale che ¢(z) =
1 per |z| < R, dove R & un fissato numero positivo. Poniamo

¢(x)

us(x) = e e >0, (A.28)
’ (x)
U\ T
ellp+1

Vogliamo provare che v. soddisfa la condizione (3.22) per ¢ > 0 abbastanza
piccolo. I calcoli fatti nelle dimostrazioni del[3.2]e del lemma [3.5/ mostrano che

K
el = gy +ol),  n23, (A.30)

con K dipendente solo da n,

IVve|z =S+ 022, n>3, (A.31)
O(e) sen > 5,
||Ug||; =< Ofelloge|) sen =4, (A.32)

O(e'/?) sen = 3.

Poniamo X, = || Vv,||; allora

1 tp+1 1 tp-i—l
\Ij(tvs) = §t2Xs - 1 - / F(.T, tvg) dz < §t2X5 — ?,
p Q p

in particolare lim; o ¥(tv.) = —o0. Inoltre sup,-, ¥(tv.) & raggiunto per qualche
t. > 0 (se fosse t. = 0 allora sup,-, ¥(tv.) = 0 e non ci sarebbe niente da provare).
Poiché la derivata della funzione ¢ — V¥ (tv.) si annullain ¢t = ¢, si ha

t. X, -t — / f(z, tov)ve do = 0, (A.33)
Q

dunque ¢. X, — t? > 0 e percio

t. < XM, (A.34)
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Poniamo
Y. = sup ¥(tv.) = ¥(t.v.).
>0
Poiché la funzione
an
t— —t?X, —
2 p+1

& crescente sull’intervallo [0, X.'/®~V], dalla (A.34) segue che

1 tPr 1
V.= £2X, - = — — / F(z,tw.)de < =X PHD/e=1) _ / F(z, tw.)dz.
p+1 Q n Q

Utilizzando la (A.31) otteniamo

Y. < Lon g O(en=2/2) _ / F(z,tv.)dr. (A.35)
n Q

D’altra parte, proviamo che
lim 1. = SU/(p=1), (A.36)

Infatti, per la (A.33)

Xa - tapil - / f(x’ t€v_€>v€ d.T = O
Q t:—:
Allora é sufficiente verificare che

lim / Flatv)ve g g, (A.37)
=0 Jq te
Utilizzando (3.15)-(3.18) si vede che per ogni 6 > 0 esiste (' tale che

|f(z,u)] < duP +Cu perqo.z€Q perogniu>0.

Infine si ha

T, t.v:)v _ _
[ IS ol < ozt Clcl = 4 o
Q €

il che implica la (A.37) e quindi la (A.36).

Dalle relazioni (A.36), (A.28)-(A.30), per ¢ > 0 abbastanza piccolo si ha, ricordan-
do le propriete di @,

Ag(n—Q)/4
/F(x,tava) dmz/ H RSP dx (A.38)
Q wl<rk \ (e + |zf*)
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per qualche costante A > 0. Dalla (A.35) e dalla (A.38) deduciamo che

1 A (n—2)/4
Y. < =82 4 O/ — / H ( c dz. (A.39)
n 2y (n—2)/2
i<k \ (& + ||
Proviamo che
1 A (n—2)/4
e=0¢€ jo|<R (e + |2I)

(che implica, insieme alla (A.39), che Y. < (1/n)S™? per ¢ > 0 sufficientemente
piccolo, e quindi la tesi).

Si ha
| Actr2)/a
(n2)/2/ H( o\ (1—2)/2 dz
€ i<k \ (€ + |2[7)
R _
" A (n—2)/4
e 2 — "t dr
ECEIEN A (e 12)0 2
Re-1/2 172\ (1-2)/2
= 5wn/ H A( 2) s"ds,
0 1 + s

dove w,, & la misura della palla unitaria di R” e » = ¢!/2s. Dunque, la (A.40) &

equivalente a
R6—1/2 5_1/2 (n—2)/2
lim 5/ H ( ) s"1ds =00 (A.41)
e—0 0 1 —+ 32

Quando R > 1 la (A.41) & conseguenza della (A.27). Invece, quando R < 1,

consideriamo
—1/2 172 (n—2)/2
Z.=¢€ / H s"ds
Re—1/2 1 + 82

e osserviamo che, per qualche costante C,

1 Z.| < CeH(Ce2/4)e=n/2
che e limitato quando € — 0: infatti per le condizioni (3.15)-(3.17)
H(u) < / a(x)t + g(z,t)dt < Cu®.
0

Quindi la (A.41) e nuovamente conseguenza della (A.27). [



B ‘ Appendice del capitolo 4

Riportiamo in questa appendice la verifica di alcune uguaglianze presentate nel
capitolo 4

Lemma B.1. Sia v : (0,4+00) — R una funzione positiva che verifica le ipotesi
della proposizione4.3| Allora

lim 7P~ Lu(r) =0, lim 7P~ Ly (r) = 0. (B.1)

r—+00 r—0

Dimostrazione. Studiamo innanzitutto il caso r — +oo.
Fissato N € N¥, per r > 0 scriviamo

N-1

() =y (k) = (k4 1)) + e (N
k=1
N-1 (k+1)r
<Yt [ ) s ()
k=1 kr
N-1
p(n=1/p  pk+l)r
— (n—1)/p ,.1/p—1 ’ n/p—1
= r r k("—l)/P/k [u'(s)|ds + u(Nr)
k=1 v
NEU 1 per 1 .
n—1)/p n/p—
< k:(”l)/P/k s |u'(s)|ds + 7 u(NT)
k=1 r
T rie! i (n=1)|,/ P v n/p—1
<Sqwsl [, O]

IA
=
L
—

1-1/p N—1 1/p
(k+1)r (1)1 , o1
n— n/p—
W Z / S \u (8)‘ ds +7r U(NT)

k=1 kr

1 =P e ) 1/p
n— / p
=D/ (p—1) ( /0 S (s)] d5> '
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Se N — oo, posto C' = (372, 1/k("‘1)/(p‘1))1_1/p, per ogni r > 0 ricaviamo

+o0 1/p
’l“n/p_lu(’l“) < C</ S(n—1)|ul(8)|P dS) .
0

Quindi

lim /P~ tu(r) = 0.
r—+00

Studiamo adesso il caso r — 0.
Sia N € N™ e r > 0. Con lo stesso metodo appena utilizzato

N-1
(2 )t " (@) — (@) 4 @) ()
k:()
N—-1 ok+1—N .
- (2_N7’)n/p_l/k N |u'(s)] ds + (2_Nr)n/p_1u(r)
k=0 2k=Nyp
N-1 k=N, \(n=1)/p  p2kt1-N;
_ n/ —1 (2 7”) n/ 1
=S e [, WOl 7
k=0 28=Np
N-1 _N._\n/p—1 ok+1-N,.
< % S(nfl)/p‘u/(s)‘ ds + (TNT)"/P—lu(T)
- — (QkaT)(nfl)/p kN
N-1 l/p—l 9k+1-N,. 1/p
(2 "r) n—11,1(\[P k=N, _\1=1/p
< 2 1)/ - s (s)]" ds (28 V)

+ (27N )" ()
2k+17N

N-1 1/p
2k k/p " n— _ n/p—1
=2 g (/ s wu'(s)v’ds) + ()" ulr)

-1 21<; k/p \P/-D\ VP N-1 e, 1/p
n—1y,./ P
e ) (Z Lo ) ds>

NP ()

1 1-1/p . 1/p
2” k(5=1-1) ) (/ "/ (s)]P ds> + (2_N7“)n/p_1u(7’).
0

0

2

i

¢
&
(i

T 1/p
(2_N7’)n/p_1u(7’)§0( /O s”_1|u’(s)|pds> V). B2)

7_1) 1-1/p . . +
Posto C' = ) ,perognir > 0eperogni N € N
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Sia allora € > 0. Esiste § > 0 tale che

r 1/p
C’(/ s (s) ds) <e  perognir € [0,].
0
Scegliamo N; € N in modo che

(2_N5)n/pf1 es[;l/];)(s] u(r) <e  perogni N > Nj.

Sia adesso t € (0,273§]. Esiste allora un unico N > Nj tale che
27Vl <t <276,

Scegliamo in (B.2) r = 2Vt € [§/2, 6]. Allora
2n¢ 1/p
t"/p_lu(t) S C(/ s”_1|u'(s)]p dS) + tn/p_lu(QNt)
0
<e+ (2_N7"n/p—1u(r)

<e+ (Q’N‘S(Fn/p_1 sup u(r) < 2e.
reld/2,6]

Dunque
/77 ly(t) < 26 perognit € (0,275,
ovvero

lim /7~ Lu(t) = 0.

t—0

]

Lemma B.2. Sia v : (0,4+00) — R una funzione positiva che verifica le ipotesi
della proposizione4.3] Allora

lim P (r) = 0, lim 7?4/ (r) = 0. (B.3)

r—+400 r—0

Dimostrazione. Studiamo il caso r — 0.
Per il lemma precedente, |u(t)| = o(t!~"/?) per t — 0. Quindi

/ " () dt:/ o (¢ -/ dt:/ o (t"/P72) dt = o(r™/P71).
0 0 0
In particolare, posto

W(r) =" (r)]" sign(u'(r),

si ha
U'(r) = =Cor™ Hu(r) [P " sign(u(r)).



Quindi,se0 < s <,
U(r) —U(s) = —Cj / ' ()P sign(u(t)) dt.
Da quanto detto segue che
esiste ¥(0) = £1_r)1% U(s).

Proviamo che ¥(0) = 0.
| (0)| = lim — /|\If |dt—hm /t” Yo/ (£) [P~ at
r—=0 7

1 1-1/p
< lim — (/ " 1|u()y”dt) (/ " ldt)
r—=0 7 0 0

_ s 1 | yn/p o w1y _ g
_Tl_{%;o( )nl/P_rl_%O(r ) =0.
Percio )
) < G| [0l at| = o),
0
Dunque
\Ij 1/(17*1) n(l—p)
|U/(r>| = <|Tn<f1)|) =0 (TP(p—l)) — 0<T—n/p)‘
Quindi

lim 7"/P/ (1) = 0.
r—0

Studiamo il caso r — +oo.
Sia e > 0. Sia M > 0 tale che

lu(t)| < et™?~t perognit > M.

Allora

T

B(r)| < [W(M) + C / () dt

M
< |\I/(M)|+Coe/ /P2 dt
M

,rn/pfl Mn/pfl
= |V (M C —
w0t (- L)

< |W(M)| 4 Cer™/?1,
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Quindi

PP ()] = ¢ D ) [0
< pr/p—(n—l)/(p—l)|\1;(M>|1/(p*1) + (Cg)1/(pfl)rn/p—(n—1)/(p—1)r(n/p—1)/(p—1)

= o(1)ClM®),

Quindi

max lim r"/?[u(r)| < C];sl/(”—”,
T—00

da cui

lim 7"/P4/ (1) = 0.
T—+00

Lemma B.3. Detta

ro-1(222) e [(a-ira-arra e o

g\p—1

vale la seguente equazione differenziale (formula (4.33))

f1-0 719 = (1 p) e+ n-p) (6-1) 1O

a\p—

Dimostrazione. Ricordiamo che

f(&) = 1(n _p)pﬁp /01 (1— )91 — &)™ dt

g\p—1

Cambiamo variabile, ponendo

1t
s = —1_8.
Allora
n—p ,, §—s \"1(, _E=s\T" 1-¢
fe p—1 ¢ ( <1—s>> (1_1—s> 5(1—32)2015

S
’B

m

1—5) 1—s (1 — s2)°

3

p—1— n/q 1-n+n/q n/a(] _ g\" 2 "1 g
) 5 f) /0 S ( S) S

3
gp 1- n/q 5)1—71/19/ Sn/q(l_s)n/p—2 ds.
0

i)

SIS
'@ —

/\/\5\/\/\
’@&—t

»er—l QI»—k @I»—k »QI»—n
=
—_
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Pertanto

! —1 i ’ - — — n/ 2 1 —n/p gn/ n/p2
-2 (222) ((p-2-1) s [
£
p—n/q—1 1__> 1_ "/P n/q n/p 2d
—¢ ( /0 s+
+ £P*”/Q*1(1 _ é)l_n/pgn/q(l . é—)n/p—Q)
1/n—p\’ n s ¢,
:5(2_219) (fi’qz(l—f) » ((p—g—l) (1—&)/0 4(1_3) 2ds +
(1 p>£/o (1= s)2~ds t1z¢)

Quindi
c1-97@0 (2] —er
+ ép*n/Q71<1 . f)l_n/p (p _ E -1 _é‘ (p _ E _ E)) /E Sn/q<1 _ S)n/p—Q ds
q q P 0

3
= (L= [ sy (p -l —p>>

e+ (p- 2= 1rn-n) 16)

e infine
LELVGES (Z:f)pép = /(©) (p— o 1+€(n—p)) /@)
— - (s-3).
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