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Introduzione

Negli ultimi due decenni, sotto I'impulso dei progressi nel calcolo delle va-
riazioni, nella teoria geometrica della misura e nella geometria frattale, si
sono avuti importanti sviluppi nello studio di equazioni alle derivate parziali
e problemi al contorno in aperti di R™ del tutto irregolari ed anche, ancor pit
generalmente, in spazi metrici.
Parallelamente si & avuto un enorme sviluppo nella comprensione della teoria
degli spazi di Sobolev nella cornice generale degli spazi metrici [19,22] e
molti progressi sono stati fatti sulla definizione di funzioni BV e insiemi di
perimetro finito nel contesto degli spazi metrici misurati |2].

I1 mio lavoro di tesi si inserisce in questo contesto e si occupa delle funzioni
a variazione limitata, brevemente BV, analizzando in principio il caso euclideo
per poi passare al caso piu generale di funzioni BV in uno spazio metrico.
Inizialmente vengono esaminate le due definizioni di funzioni BV su R: la
definizione classica dovuta a Jordan nel 1881, e la definizione moderna basata
sul concetto di derivata distribuzionale introdotto da Schwartz, e se ne prova
effettiva equivalenza |4]. Si dimostrano il classico teorema di derivazione di
Lebesgue su [a, b], la bigezione tra le funzioni BV e le misure di Radon finite
con segno [31], e un teorema di decomposizione (valido solo in una dimensione)
per cui una funzione BV é somma di una funzione assolutamente continua,
una funzione “salto” e una funzione “cantoriana” [4]. Nel caso di funzioni
con dominio 2 un aperto di R”, sulla base della definizione distribuzionale,
dopo aver provato le principali proprieta della variazione totale, si prova che
una funzione BV ¢ limite in L'(2) di funzioni in Wh(Q) (caratterizzazione
dovuta a De Giorgi); una volta provato che BV (£2) ¢ uno spazio di Banach
vengono introdotti due diversi tipi di convergenza: la convergenza forte e la
convergenza debole*. Prima di dare la definizione di funzione BV in spazi
metrici vengono presentati alcuni concetti base: viene introdotto il concetto
di curva rettificabile a valori in uno spazio metrico e viene provata l’esistenza
di geodetiche nel caso di uno spazio proprio [21]. si introducono le nozioni
di misura doubling e di operatore massimale di Hardy-Littlewood, e viene
dimostrato il teorema di Hardy-Littlewood che, nel caso 1 < p < oo, mostra



che 'operatore massimale ¢ limitato in LP, mentre si ottiene una stima debole
(1-1) nel caso p =1 [3]. Si definisce il gradiente superiore debole e a questo
scopo viene introdotta una misura esterna sull’insieme delle curve rettificabili.
Introdotti poi gli spazi di Sobolev metrici secondo la definizione di Hajlasz
e la disuguaglianza debole (1, p)-Poincaré, si mostra la loro equivalenza nel
caso 1 < p < oo [21]. Infine vengono definite le funzioni BV in uno spazio
metrico [30]: fissato (X, d, i) uno spazio metrico misurato, con y una misura

doubling, per ogni u € L}, (X) si definisce la variazione totale di u:

||Dul|(X) = inf {liminf/ Lipu;dp : (w;); C Lip(X), u; = v in L}OC(X)} ;
1—00 X

si dice allora che una funzione u € L'(X) ¢ una funzione a variazione limitata,

u € BV(X), se ||[Du||(X) < co. Dopo aver provato che ||Du|| ¢ la restrizione

agli aperti di X, di una misura di Radon finita, si dimostra una recente ca-

ratterizzazione di tipo puntuale: piu precisamente vale il seguente risultato |27]

Teorema. Sia (X,d, ) spazio metrico completo, misurato, con j una misura
doubling, che supporta una disuguaglianza debole (1,1)-Poincaré. Sia u €
LY(X). Allora u € BV(X) se e solo se esistono una misura finita v e due
costanti 0 > 1 e Cy > 0 tali che valga la disuguaglianza

|u(x> - u(y)| < Cy d(xm?J) [Mo'd(fv,y)w($) + Mad(%y),u(x)}

per pi-q.o. x,y € X. Inoltre, ||Dul| < Cv, con C una costante che dipende
unicamente da Cy, o, dalla costante doubling della misura p e dalla costante
della disuguaglianza debole (1,1)-Poincaré.



Capitolo 1

Preliminari

In questo primo capitolo presenteremo alcune definizioni e alcuni teoremi utili
per il seguito.

1.1 Mollificatori

Definizione 1.1.1 (Mollificatori simmetrici). Una funzione n(z) é detta
mollificatore se:

(i) n € CRR™);
(ii) suppn C By ={x € R" : |z| < 1};
(iil) [pn n(x)dz = 1.
Se in aggiunta abbiamo
(iv) (@) = 0;
(v) n(z) = g(|x|) per qualche funzione g : R™ — R,
allora i & detto mollificatore positivo simmetrico.

Per esempio la funzione

0 se |z] >1
V() = C' exp (L) se |z| <1,

|z[>—1

dove C' ¢ la costante per cui fR" v(z)dx = 1, & un mollificatore positivo
simmetrico.
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Dati un mollificatore 1 e una funzione f € L; .

e>0

(R™), definiamo per ogni
x

@ =n(2) e L= n@)«f, (L.1)

€
cioé, ricordando che 7 ¢ simmetrico,

= [ (") serde= e [ oY) fa -y

£ €

— [ n(w) fla+ 2w du

Proposizione 1.1.2. Sia f € L} _(R"). Valgono i sequenti fatti:

loc

(a) f. € C=(R™), f. — f in LL(R"), ¢ se f € L}(R")

loc

allora f. — f in L'(R");
(b) se A< f(x) < B per ogni x allora A < f.(x) < B per ogni x;
(c) se f,g € LY(R"™) allora f]R” fegdr = fRn fg.dx;

n ofe _ ([ 0O .
(d) se f € CY(R") allora 3 = ( f)g;

ox;

(e) sesuppf C A allora suppf. C A. = {z : dist(z, A) < e}.

1.2 Alcuni risultati di analisi funzionale

Di seguito enunceremo alcuni risultati classici di analisi funzionale che saranno
largamente utilizzati nel resto della trattazione.

Proposizione 1.2.1. Sia X uno spazio metrico lacolmente convesso e p una
misura con segno di Radon finita su X . Allora per ogni insieme aperto A C X
vale la sequente uguaglianza

ul(4) = {/Xudu - u € oY), full < 1}.

Teorema 1.2.2 (di rappresentazione di Riesz). Sia T un funzionale lineare
su Co(2). Allora esiste un’unica misura di Radon con segno X su §2 tale che

T(f) = /Q fAN Ve Gy,



Osservazione 1.2.3. 11 teorema di rappresentazione di Riesz puo essere riscritto
dicendo che il duale dello spazio di Banch Cy(X) ¢ lo spazio M(X) delle

misure con segno di Radon finite su X, con la dualita data da

(u, ) ¢=/ udp;
b
Inoltre dalla proposizione || (X) e la norma duale.

Proposizione 1.2.4. Per ogni funzione F : R — R, limitata, non decrescen-
te, continua a destra, e tale che lim, , o, F(x) =0, esiste un’unica misura p
su (R, B(R)) tale che per ogni x € R vale F(x) = u((—o0,x]).

Teorema 1.2.5 (di decomposizione di Jordan). Ogni misura con segno p
st puo scrivere come differenza di due misure, di cui almeno una é finita:
= pt —p=. Vale inoltre |p| = p™ — p~.

Definizione 1.2.6 (Convergenza debole®). Siano p e (uy), misure con segno
di Radon. Diciamo che (), converge debole® a pu se

h—o0

lim [ pdu, = / odu Vo € C.(9).
Q Q

Se u e (fn)p sono finite, diciamo che (up,), converge debole* a p se

lim | odu, = / edpu Yo e Co(Q).
h—oo Jq Q

Teorema 1.2.7 (Compattezza debole*). Se (uy,) é una successione di misure
con segno di Radon finite su uno spazio metrico localmente convesso con
sup{|pn|(X) : h € N} < o0, allora ha una sottosuccessione che converge
debole*. Inoltre la mappa p — |u|(X) & semicontinua inferiormente rispetto
alla convergenza debole*.

Teorema 1.2.8 (di Radon-Nikodym). Siano p una misura o-finita e v una
masura con segno. Allora esiste un’unica coppia v® e v° di misure con segno,
tale che v* << p, v° L p ev =v*+v°. Inoltre esiste un'unica funzione
fe LYX,pu) tale che v* = f . La funzione f ¢ detta densita di v rispetto a
i ed é indicata con /%

Teorema 1.2.9 (di derivazione di Besicovitch). Sia p una misura di Radon
in un aperto  C RN e v una misura di Radon con segno. Allora per u-q.o.
x nel supporto di p, il limite

— Tl Y B:7))
T = Ber)
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esiste in R. Inoltre la decomposizione di Radon-Nikodym di v é data da
v=fu+ v dove v’ = m_EE| e I/ e linsieme di misura nulla rispetto a v

_ o (B, )

E = (QNsuppp) U {x € suppy : ll_l)lg)m =00 .
Teorema 1.2.10 (Teorema dei punti di Lebesgue). Sia u una misura di
Radon in un insieme aperto Q CR" e f € LY(Q, u). Allora per q.o. z € Q
rispetto a p vale la sequente uguaglianza:

hmr—)O][ F(y) — f(2)] dy = 0. (1.2)
B(z,r)

I punti per cui vale sono dett: punti di Lebesgue di f.

Teorema 1.2.11 (Lemma di Mazur). Sia X wuno spazio di Banach. Se una
successione (x,) converge debolmente a x in X, allora esiste una successione
di combinazioni convesse (y,) degli (x,), la quale converge a x in norma.

Proposizione 1.2.12 (Ascoli-Arzeld). Siano E ed F' due spazi metrici con
E compatto e sia (u,) una successione di funzioni continue da E in F tale
che:

1. (up) € equicontinua,

2. esiste un compatto C C F tale che per ogni d-intorno Cs di C' si ha
un(E) C Cs per n sufficientemente grande.

Allora esiste una funzione v : E — C' e una sottosuccessione di indici (ny)
tale che (up,) converge uniformemente a u su E.

Teorema 1.2.13 (di Lusin). Sia p una misura di Borel su E (spazio metrico),
con u(E) < co. Se f & una funzione misurabile su E allora per ogni e > 0
esiste un sottoinsieme chiuso F. tale che f & continua su F. e u(E \ F.) < e.
Il teorema si estende facilmente al caso in cui p é una misura o-finita.

Lemma 1.2.14 (di Urysohn). Siano A,C due chiusi disgiuinti in uno spazio
normale E. Allora esiste una funzione continua, f : E — [0,1] tale che
f(z) =0 per ognixz € A e f(x) =1 per ogni x € C.

Teorema 1.2.15 (Stone-Weierstrass). Siano X uno spazio topologico com-
patto e A un algebra in C(X) che contiene le costanti e che separa i punti in
X. Allora A ¢ densa in C(X).

'Per ogni insieme B misurabile rispetto a v*, v¥(B) = vLE(B) = v(E N B).
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Teorema 1.2.16 (di estensione di Tietze). Sia A un sottoinsieme chiuso di
uno spazio normale E e sia f: A — R una funzione continua. Allora esiste
una funzione continua f*: E — R tale che f|f4 = f.

Teorema 1.2.17 (di estensione di McShane). Sia A un sottoinsieme non
vuoto di uno spazio metrico B, e sia f € Lip(A,R). Allora esiste una funzione
[ € Lip(E,R) con stessa costante di Lipschitz di f, tale che fia = f.

Teorema 1.2.18. Un insieme A in uno spazio riflessivo é debolmente com-
patto per successioni se e solo se e limitato.

Teorema 1.2.19 (Disuguaglianza di Clarkson). Siano f,g € LP(FE), ep €
(1,00). Allora:

(i) Sep=2.  |f+glp+If = glp <207 (715 + lolz]

.. qil
i) Sel<p<2eq=2.  |If+allg+ 17 —allg <2 [+ llolg]

Proposizione 1.2.20 (Disuguaglianza di Markov). Sia u € LP(E,u) per
qualche p > 1. Allora per ogni t > 0 wvale:

p({lul > t}) < tP(ulllp g,

Dimostrazione. Per ogni t > 0 abbiamo

Pulllel =) < [l dn < fullse

{lul>t}

e quindi la tesi. O



Capitolo 2

Funzioni BV di una variabile reale

In questo capitolo introduciamo le funzioni a variazione limitata di una variabi-
le reale, mostrandone le proprieta classiche come i teoremi di decomposizione,
il teorema di derivazione di Lebesgue su [a, ] e il legame con le misure con
segno finite; presenteremo sia la definizione classica introdotta da Jordan nel
1881 per studiare le serie di Fourier di tali funzioni |25], sia la definizione
moderna, incentrata sul concetto di derivata distribuzionale, mostrandone
Ieffettiva equivalenza.

2.1 Definizione classica e proprieta

Definizione 2.1.1. Sia f : [a,b] — R; data una partizione 7 : a = 29 < 21 <
... <z, =0bdi[a,b], definiamo

to(f,m) = Z |f(zi) = f(wia)l,

e detto II 'insieme delle partizioni finite di [a, b],

T;(f) = sup to(f, 7).

mell

Chaimiamo TP(f) variazione totale di f in |a,b]. Diciamo che f & una funzione
a variazione limitata in [a,b], e scrviamo f € BV|a,b], se T?(f) < oo.

Osservazione 2.1.2. 1. Se f ¢ monotona in [a, b allora f € BV[a, b]; infatti

TY(f) = sup Z f(25) — f(zis))] = |£(b) — f(a)] < cc.



2. L’insieme delle funzioni f € BV[a, b] ha la struttura di spazio vettoriale;
infatti dati f,g € BV]a,b] e A\, u € R si ha

LU+ ng) = sup D | (Malw) + pg(a)) = (M (i) + prg(ir))|
i=1
< NT(S) + 1T (g) < oo
3. Se f € BV]a,b|, f ¢ limitata in [a, b]: infatti, dato = € [a,b],

[f(@)] = [f(a) + f(z) = fa)] < [f(a)] + |F(0) = f(2)] + [f(x) = f(a)]
< fla) + T,(f) < co.

Ma non tutte le funzioni limitate sono a variazione limitata: per esempio,
se A= {5 }nen € f = x(A), considerando la partizione
1 3 1 3 1

3

abbiamo t°(f, my) = 2N, da cui T?(f) = oo.
Osservazione 2.1.3. Possiamo generalizzare la definizione di funzione a va-
riazione limitata definita in un intervallo [a,b] a valori reali ed estenderla
a funzioni a valori in uno spazio metrico (X,d) con d la relativa distan-
za. Basta sostituire il valore assoluto |f(x;) — f(z;_1)| della definizione con
d(f(x;), f(xi—1)), la rispettiva distanza delle immagini in (X, d).

Inoltre se f : [a,b] = X ¢ in BV ([a,b],X) e ¢ : X =Y (con (Y,h) un
altro spazio metrico) ¢ lipschitziana, allora anche p o f ¢ in BV ([a,b],Y) e di
fatto

To(po f) < Lip(p)T2(f),
con Lip(yp) la costante di Lipschitz di .

Come corollario otteniamo:

Corollario 2.1.4. Una funzione (f1, ..., f.) = f : [a,b] = R™ ¢ in BV ([a, b], R™)
se e solo se ogni componente & in BV |a,b|.

Dimostrazione. Basta ricordare l'osservazione [2.1.22) e osservare che le
funzioni ; : R® — R e ¢ : R — R" cosi definite:

Qi(T1,. .., T,) = Ty,

vi(x) = zey,
dove e; é I'i-esimo vettore della base canonica, sono lipschitziane. La tesi
allora discende dall’osservazione 2.1.3 [
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La variazione totale ¢ additiva rispetto alla decomposizione di [a, ] in
sottointervalli adiacenti. Vale la seguente:

Proposizione 2.1.5. Se f € BV|[a,b] allora per ogni ¢ € [a,b] vale
To(f) = T;(f) + T2(f). (2.1)

Dimostrazione. (<) Data una partizione 7 di [a,b] consideriamo le due
partizioni 7 e my tali che

m =7 N][a,cU{c}, Ty = {c} U Nc,bl,
(dove 'unione con il singoletto {c} puod essere anche ridondante); allora

ta(f,m) < to(fom) +t(f.m) < TE(f) + T2(f)

e per 'arbitrarieta di 7 otteniamo
T(f) < Ti(f) + T2(f)-

(>) Date due partizioni m di [a, | e 7o di [c, b], la loro unione é una partizione
7 di [a, b] e abbiamo

tfz(fa 7T1> + tg(fv 7T2> - tZ(f? ﬂ-) S T(S(f)?

e per arbitrarieta di m; e m abbiamo

T(f) + T2 f) < TL(S).
Il

L’additivita della variazione totale ci permette di dimostrare un noto
teorema di decomposizione:

Teorema 2.1.6. Sia [ : [a,b] — R. Allora f € BV][a,b] se e solo se f ¢
differenza di due funzioni crescenti in [a,b].

Dimostrazione. (<=) Per 'osservazione le funzioni monotone sono a va-
riazione limitata e BV [a, b] ¢ uno spazio vettoriale, dunque la differenza
di funzioni crescenti é a variazione limitata.

(=) La funzione z — T*(f) ¢ una funzione non negativa e crescente in [a, bl;
infatti se © < y vale, in virtu della proposizione [2.1.5

() = T3 + () = T ()

11



Inoltre anche la funzione x — TF(f) — f(z) & crescente:

T (f) = flo) < TI(f) = fly) == fly) = fl@) < TI(f) = T3 (),

ma

fly) = @) < [f(y) = )| < TS <TI) = TE ()
Dunque scrivendo f(z) = T*(f) — <T”(f) - f(x)) abbiamo la tesi.

a

O

2.2 Proprieta di continuita e di derivabilita

In questo paragrafo dimostreremo continuita q.o. e derivabilita q.o. di
una funzione a variazione limitata, e per mostrare la la seconda proprieta
proveremo il teorema di derivazione di Lebesgue.

Proposizione 2.2.1. Sia f monotona nell’intervallo |a, b], allora per ogni ¢ €
(a,b) esistono finiti il limite sinistro e il limite sinistro di f in c. Inoltre ogni
funzione monotona ha una quantita al piv numerabile di punti di discontinuita.

Dimostrazione. Supponiamo f crescente (si fa allo stesso modo se f & decre-
scente), e fissiamo ¢ € (a, b). Osserviamo che poiché f & crescente 'immagine
di (a,c) ¢ limitata da I, = sup,c(, f(¥), che ¢ finito (perché minore di
f(e) < 00), e proviamo che I; & proprio il limite sinistro. Fissato ¢ > 0,
vogliamo provare che esiste un 6 > 0 tale che per ogni = € (¢ — 9, c) vale
ls — f(x) < e, ma grazie alla crescenza di f basta trovare un § tale che
ls — f(c —0) < € e questo ¢ garantito dalle proprieta dell’estremo superiore
(se tale d non esistesse [y — ¢ sarebbe maggiorante). Per il limite destro la
dimostrazione € la stessa a meno di sostituire ’estremo superiore con I’estremo
inferiore. Allora i punti di discontinuita sono solo di tipo salto. Notiamo anche
che la somma dei salti (per monotonia) sarad minore o uguale di |f(b) — f(a)l;
dunque per ogni n € N l'insieme D,, = {c € [a,b] : |f(cT) = f(c7)] > £}
é finito. Percio l'insieme delle discontinuita D = UD,, é al pitt numerabile
perché é unione numerabile di insiemi finiti. O

Corollario 2.2.2. Se f € BV|[a,b] allora é continua q.o. (i punti di discon-
tinuita sono al pit un insime numerabile) e le discontinuita sono di tipo
salto.

Dimostrazione. 1l teorema é vero per le funzioni crescenti; allora per il teorema
di decomposizione abbiamo la tesi. O
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2.2.1 Teorema di derivazione di Lebesgue
Per dimostrare il teorema ci serviremo di un lemma di ricoprimento:

Lemma 2.2.3 (di Vitali). Sia E C R con m*(E) < oo, e sia F una famiglia
di intervalli chiusi dotati delle sequenti proprieta:

1. F ¢é un ricoprimento di F;
2. per ogni x € E e per ogni § > 0 esiste [ € F tale che v € I e m(I) <.

Allora per ogni € > 0 esistono Iy, ...,In € F, disgiunti, tale che
m* (E \ Uf\illz) <e

Dimostrazione. Sia A un aperto contenente E con m(A) < oo, per la seconda
proprieta possiamo supporre senza perdita di generalita che I C A per ogni
I € F. Costruiamo per induzione una successione {I,, },en di elementi di F
disgiunti. Prendiamo [; un qualsiasi intervallo di F, e supponiamo di aver
gia scelto Iy, ..., I, intervalli disgiunti di F, se U} ;I; D E abbiamo finito
perché m*(E \ U, 1;) = m*(0)) = 0; in caso contrario esiste x € E\ U, [; e
quindi, ricordando che gli intervalli sono chiusi e disgiunti, per la proprieta 2
esiste un intervallo I € F disgiunto da Iy, ..., I,. Posto

kn, =sup{m(I) : I € F, INUL,L; =0},

abbiamo 0 < k, < m(A) < oo e per le proprieta dell’estremo superiore
possiamo scegliere un I,, 11 € F, disgiunto da I, . .., I,,, tale che m(I,, 1) > %”
Se esiste N tale che UY,I; D F, come sopra abbiamo la tesi; in caso contrario
ottteniamo una successione {I, }neny C F di intervalli disgiunti per cui vale
m(In41) > . Poiché UY,I; C A abbiamo Y m(l;) < m(A) < oo; allora
dato € > 0 esiste IV tale che

[e.e]

Y m(l) < %

i=N+1

Poniamo B = E \ UY,I; e mostriamo che m*(B) < e: cid provera la tesi.
Sia x € B: allora esiste I € F disgiunto da [y, ..., Iy tale che x € I; d’altra
parte esiste n > N tale che I N I, # (), altrimenti per ogni n € N avremmo
m(l) < k, < 2m(l,41) e poiché limm(l,) = 0 (la serie a termini positivi
converge) avremmo m([) = 0, assurdo. Sia n il pitt piccolo intero come sopra,
allora vale m(I) < k,_1 < 2m(1,);detto xq il punto medio di I,, si ha

5

|z — zo] < m(l)+ %m(ln) < §m(_fn).
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Indicando con J, I'intervallo di centro xy e ampiezza 5m([,), abbiamo x € J,
e dunque B C UJ,. Allora per la subadditivita della misura esterna

m'(B)< > m'(J,)=5 > m(,)<c.
n=N+1 n=N+1

]

Prima di passare al teorema vero e proprio introduciamo per x € (a,b) i
quattro numeri derivati (o derivate del Dini)

D" f(x) = limsup floth) - f(m), D, f(x) = liminf fleth) - f(x),
h—0+ h h—0+t h

D~ f(z) = limsup floth) - f(m), D_f(z) = liminf fleth) = f(z)
h—0— h h—s0- h

Chiaramente abbiamo D f(x) > Dy f(z) e D™ f(x) > D_f(x). Se tali valori
coincidono e sono finiti il loro valore comune non ¢ altro che f'(x).

Teorema 2.2.4 (di derivazione di Lebesgue). Sia f : [a,b] — R una funzione
monotona crescente. Allora ¢ differenziabile g.o. su [a,b]. La derivata f' é
misurabile e vale

/ f'dm < f(b) — f(a).

Dimostrazione. In virtu di quanto detto sopra per avere la differenziabita di f
ci basta provare DY f(z) > D_f(z) e D™ f(x) > D, f(z); mostreremo che gli
insiemi in cui non valgono le disuguaglianze hanno misura nulla (consideriamo
solo la prima disuguaglianza; per l’altra il calcolo é uguale, cambia solo il
segno dell’incremento). Per ogni o, f € Q con a < [ sia

E.,s={z € (a,b) : D_f(x) <a< <D f(x)};

poiché
U Eas={z e (ab) : D_f(x) < D*f(2)},
a,BeQ
ci basta provare che m*(E,p) = 0 per ogni o < 3, con o, f € Q. Fissiamo

€ > 0: allora per le proprieta della misura esterna esiste un aperto B tale che
m(B) < m*(Eag) +€. Sex € Equp

o St h) — f(2) ,
D_f(z) = hhn_l}ér}f . m in 3 ;
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allora per ogni 6 > 0 esiste un hs € (0, d] tale che
[z — hs,z] C B, f(z) — f(x — hs) < ahs.

La famiglia di intervalli {[x — hs,z] : & € Eu5,6 > 0} ¢ un ricoprimento
di E,s che soddisfa le ipotesi del lemma [2.2.3| per il quale esistono [z, —

hi,x1], ..., [xny — hy,zyn] disgiunti tali che

N

N
=1

=1

Quindi per I'aperto A = UL, (z; —hs, 7;) C B vale ugualmente m*(Eqg\ A) <
g, e applicando ad A la definizione di misurabilita

m*(A N Eag) = m*(Ea[g) — m*(Eaﬁ \ A) > m*(Eaﬁ) —E.

Considerando ora I'insieme A N E,g e ripetendo I'argomento precedente, se
y € AN E,3 abbiamo

D* f(y) = limsup L& h})L — /)
h—07t

> 3

allora per ogni d > 0 esiste ks € (0, 4] tale che [y, y+ks] C Ae f(y+ks)—f(y) >
Bks. La famiglia di intervalli {[y,y + ks] : y € AN E,p,d > 0} & un
ricoprimento di A N E,p che soddisfa le ipotesi del lemma per il quale
esistono [y; — k1, 1], ..., [ynr — kar, yasr] disgiunti tali che

N

Ui~ konl <4 o (a0 B\ U~ bl ) <

i=1 i=1
Allora per l'aperto C' = UN, (y; — ki, y;) C A vale m*((AN Eyp) \ C) < e.
Dalla precedente stima dalla misurabilita di C'

m(C) >m*"(CNANE.) =m* (AN Eyu) —m* ((CNA)\ Eup)
> m*(Aﬂ Eaﬁ) — &> m*(Eag) — 26,

da cul

M M

S (Flys+ k) = fy) > B kj = Bm(C) > Bm*(Eap) — 2¢].

j=1 j=1
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Ma essendo C' C A e A unione disgiunta di intervalli, per ogni j € {1,..., M}
esiste un unico ¢ € {1,..., N} tale che (y;,y; + k;) C (z; — hi, z;), e poiché f
é crescente abbiamo

D_(Flys + k) = flyi) < D (@) = fyatha) <@ by
=am(A) <am(B) < a(m(E.s +¢)),
per cui

p(m™(Eap) — 2¢) < a(m’(Eag) + ),

da cul ricaviamo
o+ 203

B—
Per larbitrarieta di € otteniamo m*(E,z) = 0, quindi Uy<peqEas ha misura
nulla e DT f(z) < D_f(z) q.o. in (a,b).
Abbiamo mostrato dunque per q.o. = € (a,b) esiste la funzione
B —
) — o 1) = S0)

h—0 h ’

m*(Eag) <€

resta da vedere che |g(x)| < oo per q.0. x € (a,b). Estendiamo la funzione f
oltre b ponendo f(x) = f(b) per ogni & > b e definiamo per ogni n € N* la

funzione )
gn(x):f(b’“r;l)—f(l‘), celal

n
Chiaramente g,(z) — g(z) per q.o. x € [a,b]; inolre le g, sono misurabili
perché f lo é (essendo monotona) e dunque g é misurabile e non negativa
dato che f & crescente. Grazie allora al lemma di Fatou abbiamo

b b 1
/gdmgligioglf/n[f(a:—l—g)—f(x)}dm

- bt b
<1iminfn/ fdm—/fdm]

n—00 L 1
at—

- b+% a+%
= liminfn / fdm — / f dm}
-Jb a

n—oo

<timinfn [ £(b) ~ - f(a)] = 70) - f()

n—o0

dunque g é sommabile in [a, b] e in particolare g & q.o. finita in [a, b]. Quindi
f @ q.o. derivabile in [a, b] con derivata f’ sommabile; inoltre vale

b
/ fdm < £(b) - fla).
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]

Osservazione 2.2.5. 1. Se f ¢ monotona decrescente, applicando il teorema

alla funzione — f troviamo che f & derivabile per q.o., f' & sommabile
q.o0. e che vale f: frdm > f(b) — f(a).

2. La disuguaglianza puo essere stretta; infatti per la funzione di Heaviside
in [—1,1]
[0 sexe[-1,0]
H(x) = { 1 sex€|0,1].

si ha H' =0 q.o. e vale
1
/ Hdr=0<1=H(1)— H(-1).
—1

Ora grazie al teorema possiamo dedurre il seguente risultato:

Corollario 2.2.6. Ogni funzione in BV[a,b] & derivabile q.o. e la derivata
f e sommabile in [a,b].

2.3 Misure finite con segno e funzioni BV

In questo paragrafo analizzaiamo i rapporti tra le misure con segno e le
funzioni a variazione limitata. Intanto estendiamo la definizione a funzioni
definite su intervalli qualsiasi (anche illimitati).

Definizione 2.3.1. Dato un intervallo I C R, data f : I — R e definito
'insieme delle successioni crescenti finite in I, S; = {(¢;).y C I, n € N, {y <
-+ < tp}, poniamo

Vi(I) = sup {Z |f(t:) — f(tima)| = (t) € 5}-

Se V¢(I) < oo la funzione f & detta a variazione limitata su I (o variazione
finita). Se I = (—o00,4+00) e Vi(—00,+00) < oo, f & detta a variazione
limitata.

Osservazione 2.3.2. Questa definizione generalizza la definizione 2.1.1} infatti
se I é un intervallo chiuso, per ottenere Vy(I) ¢ sufficiente limitarsi a fare
I’estremo superiore sulle successioni contenenti gli estremi. Notiamo che a
livello di notazione V}([a,b]) = T?(f), utilizzeremo questa nuova notazione
per comodita, poiché ci sara utile fissare la funzione e far variare gli intervalli.
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Definizione 2.3.3. Sia f : R — R a variazione limitata; diciamo variazione
di f la funzione Vy : R — R definita da Vi(z) = Vi((—o0, z]).

Sia p una misura con segno finita su (R, B(R)). Definiamo la funzione
F, : R — R nel modo seguente:

F(z) = p((—o0, z]), Vz eR. (2.2)

Se (t;), C R & una successione crescente, allora

Z [Fu(ts) — Fu(tion)] = Z (s tia])| < ul(R);

passando all’estremo superiore abbiamo Vi, < |u|(R), quindi F), ¢ a variazione
limitata.

Proposizione 2.3.4. Sia p una misura con segno finita su (R, B(R)); allora

1. F,, si annulla a —oo;
2. F, & continua a destra;

3. F, é continua in x € R se e solo se p({z}) =0.

Dimostrazione. 1. Vogliamo provare che

lim p(—o0,a] = 0.
a——00

Fisssato € > 0 vogliamo mostrare che esiste M < 0 (che possiamo pren-
dere intero per comodita) tale che per ogni a < M risulti |u(—o0, a]| < e.
Per la formula di decomposizione di Jordan (teorema possiamo
scrivere p come differenza di due misure g = put — =, ed essendo g
finita anche le due misure saranno finite. Mostriamo che p*(—o0,a] — 0
quando a — —oo, e che lo stesso vale per u~.

/ﬁ(—oo,a]g/ﬁ(u —1k> Z,u k—1,k < ut(R) < oo.

k=0

Dunque la serie a termini positivi é convergente e le code sono dunque
infinitesime, per cui esiste un M+ < 0 tale che per ogni a < M™*

pt _Zu k—1,k <

k=M+

l\DIm

Ripetendo il ragionamento per = e chiamando M = min{M*, M},
per ogni a < M vale

|1(—00, a]| = |pu* (—o00,a] — p~(—o0,a]| <&
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2. Proviamo che lim,_,,+ F,(z) = F,(a). Ricordando che F), ¢ a variazione
limitata e dunque il suo limite destro esiste

1
x) = lim pu(—o0,x| = lim F,( —oo,a+ —
o

:M<é(—oo,a+%]> = p((—00,a]) = Fy(a).

3. Grazie al punto (2) basta provare l'equivalenza con F), continua a
sinistra.

1
lim F,(x) = lim p(—p,z] = lim Fu<—oo,a— —]

- u( N (=oca- %]) ~ ((~s0,0)) = Fy(a)
Allora F,(a) = p((—o00,a]) = p((—00, a)) se e solo se u({a}) = 0. -

Osservazione 2.3.5. Come si é fatto nell’osservazione 2.1.2] si pud provare che
perognia < b€ R

Vi(—00,b] = Vi(—o0,a] + Vi[a, b]. (2.3)
Inoltre se b € R, allora

Vi(—o00,b] = lim Via,b; (2.4)

a——00

infatti, dato € > 0, per le proprieta dell’estremo superiore esiste una succes-
sione (t;)iy € S(—c0, che soddisfa

Z |f(t:) — f(ti1)| > Vi(—o00,b] — €.

Per ogni a < ty abbiamo
Vf(—OO,b] —e< Vf[a,b] < Vf(—OO,b],

allora per arbitrarieta di £ abbiamo la tesi.
Infine se a < c e se f ¢ continua a destra in a, allora

Vila,c] = lim Vi[b, c]. (2.5)

b—at
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Infatti dato € > 0 esiste una successione (;)i-, € Sy, tale che

D) = ftia)| > Vila.d - e,

allora scelto un b < t; e tale che | f(b) — f(a)| < € (che esiste per continuita a
destra di f) abbiamo

Vila,c] —e < Z |f(t:) — f(tia)]

<UFB) = fla)l + [F(0) = FO) + Y 1f (k) = f(ti)
< 1f(b) = fl@)| + Vilb, ] < &+ Vylb, o]

da cui
Vila, c] —2e < Vy[b, c] < Vila,d],

e per arbitrarieta di € abbiamo la tesi.

Lemma 2.3.6. Sia una funzione a variazione limitata a valori reali. Allora
1. Vi & limitata e non decrescente;
2. Vi si annulla a —oo;
3. se f e continua a destra allora Vy é continua a destra.

Dimostrazione. 1. V; ¢ limitata, infatti
Vi(z) == Vi(—o0,2] < Vi(R) < oo;

inoltre se x <y
Vi(w) = Vy(—o0,2] =sup » _|f(t:) — f(ti-n)]
i=0

<sup { SO1F(t) = F(t)| + 1) — £(2)]}
< Vi(—o0, 4] = Vi(y),

e questo ci da la non decrescenza.
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2. Da (2.3) e (2.4)) abbiamo

lim Vi(z) = lim Vj(—o0,z]

T—r—00 T—r—00

= lim [Vf(—oo,b]—vf[x,b]]

T—r—00

= Vf(—OO, b] - Vf(—OO, b] = 0.
3. Da (2.3) e da (2.5)) (grazie alla continuita a destra di f) abbiamo

lim Vi(z) = lim Vi(—o0,z] = lim [Vf(—oo,b] - Vf[x,b]]

z—at z—at z—at
— lim [vf(—oo,a] + Vila, b — Vf[x,b]] = Vj(a).
z—a™t

]

Ora proviamo il risultato pitt importante di questo paragrafo: la bigezione
tra le funzioni a variazione limitata e le misure con segno finite su (R, B(R)).

Teorema 2.3.7. L’equazione definisce una bigezione p — F), tra l’in-
sieme di tutte le misure con segno finite su (R, B(R)) e linsieme di tutte le
funzioni continue a destra, a variazione limitata, che si annullano a —oo.

Dimostrazione. Data p come nell’ipotesi, dalla proposizione segue che,
F,, ¢ continua a destra, ¢ a variazione limitata e si annulla a —oo. Siano p, v
due misure con segno finite tali che F,, = F,: scrivendo p = py* —p~ ev =
vt —v~, sitrova Fj« —F,- = F,+ —F,-. Posto G = F+ + F,- = F,« + F,-,
poiché i due membri sono funzioni limitate, non decrescenti, continue a destra
che si annullano a —oo, in virtu della proposizione esiste un’unica misura
A tale che G(x) = A(—o0,z]. Quindi ™ + v~ =vt 4y~ per cui p = v, da
cui 'iniettivita.

Data una funzione F' continua a destra, a variazione limitata e nulla a —oo
possiamo scriverla come differenza di due funzioni crescenti F' = F; — F5, con
Iy e F5 che soddisfano le ipotesi della proposizione m, (ricordiamo che
Fy =Vre Fy, =Vp—F). Allora per la proposizione esistono due misure
f1 e pio tali che Fy = F, e F, = F,, e pertanto

F(z) = Fi(z) - By(x) = Fu(2) = F(2) = pu(~00,2] — ta(—o00, ).

Una somma di misure con segno € una misura con segno, da cui la suriettivita
e quindi la tesi. O
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2.4 Definizione moderna

In questo paragrafo presentiamo un punto di vista pitt moderno, legato alla
teoria delle distribuzioni, definendo una funzione BV in termini della sua
derivata distribuzionale e mostreremo 'effettiva equivalenza con la precedente
definizione. Infine presenteremo un teorema di decomposizione. Nel seguito
consideremo BV () (a priori sottospazio di £°(£2)) come sottospazio di L' (£2)
allo scopo di ottenere buone proprieta di compattezza e continuita.

Nel seguito €2 sara un aperto di R.

Definizione 2.4.1. Sia f € L*(Q). Diciamo che f ¢ una funzione a variazione
limitata in ), e scriviamo f € BV(Q), se la derivata distribuzionale di f ¢
rappresentabile da una misura con segno di Radon finita in €2, cioé risulta

/st’d:v = —/ pdu, Yo e CF(Q), (2.6)
Q Q

per qualche misura di Radon p, finita in (2. Denoteremo tale p con Df.
Definiamo inoltre la variazione di f in {2 come

V(f,Q)Zsup{/Qfso’dx e Q) Iyl §1}. (2.7)

Data f € BV () vale il seguente teorema che lega la variazione di f alla
variazione totale di Df.

Teorema 2.4.2. Sia f € L'(Q). Allora f € BV (Q) se e solo se V(f,Q) < co.
Inoltre V(f,Q) = |Df|().

Dimostrazione. Sia f € BV (), allora osserviamo che, detta h la densita di
D f rispetto a | D f|, per ogni funzione ¢ € C'°(Q) vale

/ fode = —/ odDf = —/ ohd|Df] < [l¢lllDFI() < oo.
Q Q Q

Segue che V(f,Q) < |Df|(€2). Per provare la disuguaglianza opposta definia-
mo 'operatore

L;:C®(Q) - R

definito come

L) == [ f¢ds Voecr@)
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Osserviamo che || Ly|| = V(f,€2). Per densita possiamo estendere L; ad un
operatore L : CJ(2) — R, con la stessa norma. Allora per il teorema m
di rappresentazione di Riesz esiste un’unica misura di Radon p, finita su 2
tale che Ls(p) = [, ¢ du e la variazione totale di 1, |u| ¢ uguale a |[Lg||. In
particolare per ogni funzione ¢ € C2°(£2) vale

—/fso’d:chf(w) Z/wdu,
Q Q
quindi per la definizione w=Df, da cui la tesi. O

Prima di procedere con il teorema di equivalenza osserviamo che la defini-
zione ¢ una definizione puntuale e non adatta al contesto delle funzioni
L'(Q): infatti basta modificare la funzione in qualche punto per ottenere una
variazione diversa. Per superare questo ostacolo introduciamo la seguente
definizione:

Definizione 2.4.3. Definiamo variazione essenziale eVy(£2) 'estremo infe-
riore delle variazioni puntuali nella classe di equivalenza di f:

eVi(Q2) =inf{V,(?) : g = fq.0.inQ}. (2.8)

loc
e la variazione V(f,Q) coincide con la variazione essenziale eVy(§2).

Teorema 2.4.4. Per ogni f € L, () Uestremo inferiore in (@ é raggiunto

Dimostrazione. Assumiamo che Q = I = (a,b) sia un intervallo possibil-
mente illimitato. Per provare la disuguaglianza V' (f,I) < eVy(I), ci basta
mostrare che per ogni ¢ nella classe di equivalenza di f vale V(f, 1) < V,(I).
Consideriamo per ogni intero h > 1 una successione {z! }o<;<n, € S tali che

To=a, xy, =D, 0<x?+1—x?§ Vi=1,...,N, — 2,

conzh L ae :L'}]{,h_l 1 b. Data g, definiamo la funzione

Ny—1
an() = D g X@rar, (1), con g € (a2l
i=0

Osserviamo che per ogni scelta di {y!'}, grazie al teorema [2.1.6, g, — g in

L, .(I) per h — oo. Infatti, scrivendo g = g1 — g2 con gy, go crescenti e a
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variazione limitata

fion-sioa-

Nj,—1

g(t) — 9 )X (e at dt

(1)

i+1

1=
h

0
lg(t) — g(yl")| dt

< N'h_l/j?“ [|gl( ) — g1 (yM)| + |ga(t) — ga(yﬁ‘)l] dt
Vo, (I) + Vg, (1)

— 0.

h
Per h > 1, osservato che per ogni ¢ € C°(I) con |p| < 1 si ha

Nj,—1 Nj,—1

[ de = 3 gl plel) = el = 3l — gDl

< Z lg(y) — g(yly),

sl ricava immediatamente

Vign,I) < Z l9(y™) — g(yi))| < V, (D).

Allora passando al limite per h — oo e utilizzando la semicontinuita della
variazione in L}, (1)

V(f,I)=V(g,I) < H}{ginfv(g}ul) < V,(I).

Adesso proviamo la disugualglianza opposta, eVy(I) < V(f,I); possiamo
supporrre V(f,I) < co. Essendo V(f,I) < oce fe L} (I) per il teorema
2| abbiamo |Df|(J) = V(f,J) per ogni J € I. Allora dato che

sup [Df|(J) =sup V(f,J) = V(f,I) < o0

Jel Jel

possiamo estendere |D f| ad una misura finita di Radon in I nel seguente
modo:

|IDf|(A) =sup{|DfI(ANJ): JEI} VA e B(I),
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e abbiamo che |Df|(I) = V(f,I). Sia ora w(t) := Df((a,t)): mostriamo
che la derivata distribuzionale di w ¢ proprio Df, cio¢ Df = Dw. Per ogni
@ € C*(I) applicando il teorema di Fubini abbiamo

/ b dt = / / 1 dD (s
/ / ) dtdD(s) = /absms)de(s)

da cui le derivate distribuzionali di f e w coincidono. Allora esiste ¢ € R tale
che f(t) — w(t) = ¢ per q.o. t € I, e questo prova che w + ¢ appartiene alla
classe di equivalenza di f.

Ora, per ogni successione {t;}¥, € S; abbiamo

S loltin) — (0] = 3 DSt )l < Y2 1DF(tinn)) < D11
Quindi

eVi(I) < ViyeI) = Vo (I) < [DF(I) = V(f, ).
Oltre alla tesi per 2 = I abbiamo anche mostrato che I’estremo inferiore in
(2.8) viene raggiunto da w + ¢. Infine, se Q2 & un qualsiasi aperto notiamo che,
per 'additivita di Vy(-), eVy(Q2) = >_;eV(I) (con I componenti connesse
di ©2) e © ha al piu una quantitd numerabile di componenti connesse; allora
grazie all’additivita abbiamo la tesi. O]

Abbiamo appena provato che se f € una funzione a variazione limitata
esiste un rappresentante f nella sua classe di equivalenza tale che

VAQ) = eV () = V(/,9). (2.9)

Chiameremo un rappresentante di f con questa proprieta un buon rappresen-
tante. Caratterizziamo il buon rappresentante:

Teorema 2.4.5 (Buon rappresentante). Siano I = (a,b) C R un intervallo e
f e BV(I). Sia A Uinsieme degli atomi di Df, cioe A={t el : Df({t}) #
0}. Allora valgono le sequenti proprieta:

(a) Esiste un unico ¢ € R tale che
f'(t) == c+ Df((a,t)), frt):=c+Df((a,t]) tel, (2.10)

sono buoni rappresentanti di f, f' continuo a sinistra e f7 continuo a
destra. Inoltre ogni altra funzione f: I — R & un buon rappresentante
di f se e solo se per ogni t € [0,1] esiste un 0; € [0,1] tale che

F(t) = 0uf'(t) + (1= ) " (). (2.11)
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(b) Ogni buon rappresentante f & continuo in I\ A ed ha discontinuita di
tipo salto su ogni punto di A:

fleo)=f) = f(t), flto)=f(t)=f(t), VteA

(c) Ogni buon rappresentante f ¢ differenziabile q.o. in I. La derivata f' ¢é
la densita di D f rispetto alla misura di Lebesque su R.

Dimostrazione. (a) Da 1 segue che la funzione w + ¢ = f' & un buon
rappresentante di f e con lo stesso ragionamento si puo dimostrare lo stesso di
f7 (la costante c & la stessa perché f! e f" coincidono in I\ A). Proviamo che
ogni funzione f che soddisfa ¢ un buon rappresentante. Ci basta provare
Vi(I) < V(f,I), l'altra disuguaglianza ¢ banale in virti di . Osserviamo
che per ogni successione {t;}¥ , € S, e per ogni 6; € [0, 1] abbiamo

N-1

Z|f<ti+1) — f(t)]

=0

=

(L= 6 ) fH(tig1) + O f7(Ein) — (1= 0,,) f1(t) — 00, f7 (t3))]
0

<.
|

=2

IN

N-1 N-1
[ (tisn) = D)+ Oy D (Ei) = ()| 400> £ (1) = f7 (k)]
0 i=0 i=0

%

=

IN

£ ) = PG+ D01 ) = £ )l + 3 17 = 760

Il
=)

%

Notiamo che f! e f7 coincidono su I \ A, per cui da (2.10) f'(¢t) — f"(t) =
Df({t}); quindi abbiamo

Vi(I) < |Df|(I) +2|Df|(A) < oc. (2.12)
Osserviamo che

lim F(s) =l f(s) = /(). lim F(s) = lim f7(s) = 7 (1),

st sTt st

per ogni t € I. Ora proviamo un lemma, il quale afferma che per calcolare la
variazione puntuale V(I) ci si puo limitare a considerare le partizioni i cui nodi

sono punti di continuita; allora da (2.12)) avremo V(1) < |Df|(I) =V (f,I).

Lemma 2.4.6. Sia u : I = (a,b) — R una funzione per cui V,(I) < oo.
Chiamiamo

T={r:a<ty<---<t, =b|t; sono punti di continuita diu}
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e definiamo
nr—1

Su(l) = sup Y [ultipr) — ult:)].
T€T i—1
Se per ogni t € I esiste un 0, € [0, 1] tale che u(t) = Ou(t_) + (1 — 0)u(ts)
allora S, (I) = V,(I).

Dimostrazione. Per le proprieta dell’estremo superiore V,,(I) > S,(I). Sia
T:a <t <---<t, =buna partizione di (a,b) tale che esista un indice i
per cui ¢; é un punto di discontinuita di u. Allora

3 fultye) = ults)] = Y Jultin) — ult)] + fut) — ulti 1)
() (e + Y Jultin) —u(t)|
j=it1

Fissiamo un e > 0. Siano t}, 7 € (a,b) tali che t; < t; <7, Ju(t;-)—u(t})] < 5

1771 7

e |u(tiy) —u(t?)] < 5. Allora

lu(t;) —u(ti-1)| = [Opu(ti-) + (1 — O, )ultiy) — ultio1)]
< O u(tic) —u(tio)| + (1= 0p)|u(tiy) — u(tio1)]
< Oy, u(ty) — utig)| + (1 — 6 u(t?) — ulti-y)]

(L= Be)luE) — u(th] + 5;

allo stesso modo
u(ts) — u(ti)| < Oy Ju(t?) — ultivr)| + (1 — 0y |u(t]) — u(tir)|

+ Oy Jult) = u(th)] + 5.

Dunque, detta 7’ la partizione ottenuta da 7 togliendo il nodo ¢; e aggiungendo

i nodi ¢;,t?, che per semplicita indichiamo con 7/ : a < sy < -+ < s, , <D,
abbiamo

nr—1 n.—1

D fultien) —ulty)] < Y fulsien) — uls;)| + &

j=1 j=1
passando all’estremo superiore, per arbitrarieta di € abbiamo la tesi. O

Mostriamo ora che ogni buon rappresentante di f soddisfa (2.11]). A

questo scopo consideriamo V(-) come funzione degli intervalli J C H Questa

funzione soddisfa le seguenti proprietéa:

!Abbiamo utilizzato lo stesso approccio nel paragrafo come specificato
nell’osservazione @
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L. Vi(J) = sup e, Vi(J);
2. 2o Vi) < Vp(J), con J DUy Jie JiNJy =0 se i # k.

Usando queste proprieta mostriamo che f é un buon rappresentante di f in
ogni intervallo J = (¢, d). Poiché A é al pitt numerabile e vale la proprieta

1., per provare la disuguaglianza V#(J) < |Df|(J) possiamo supporre che
c,d ¢ APl Allora grazie al teorema

Vf(J) —Vf((a, c)) — Vf(d, b) + Vf([)

—[Dfl((a,c)) = [DfI((d, b)) + |Df|((a, b)) = [Df]((c, d)).

Ricordando il teorema (e modificandolo opportunamente per funzioni
definite su un intervallo aperto) possiamo scrivere f come differenza di funzioni
crescenti e dunque esistono f(t_) e f(t,), limite sinistro e limite destro. Allora
ricordando che f ¢ un buon rappresentante di f (come f' e f7) abbiamo:

<
<

B t

1t 1
ft)y=lim—- [ f(s)ds=lim~- [ fl(s)ds= f'(t) Vtel,
=07 f,_ . =07 Ji_,

B t+r _ t+r

f(ty) = lim — f(s)ds = li_r%— fr(s)ds = f"(t) vtel.

r—0 7 t T Jt

Ora passando al limite per » — 0 nella disuguaglianza

[f(E=r) = FOI+[F () = fE+7)] S VR((E =7t +7) = [DfI((E =7t +7)),

otteniamo

P = FOL+1F @) = fr @O < £ = (@),
che implica e dunque (a).
(b) Per definizione f' e f" sono continue e coincidono su I \ A. Da
ogni buon rappresentante ha la stessa proprieta; per lo stesso motivo i limiti
sinistro e destro dei buoni rappreseentanti sono gli stessi di f! e f".
(¢) Per il teorema di Radon-Nikodym, date le due misure Df e m (la
misura di Lebesgue su R) esiste una misura D*f (detta parte singolare di
Df) e una funzione v € L'(I) (detta densita di Df rispetto a m) tali che
Df* 1L me Df = D°f + vm. Proviamo che ogni buon rappresentante di f é
differenziabile in ogni punto ¢, di Lebesgue di v rispetto a m, nel quale valga
anche |D*f|((t — r,t +r)) = o(r); chiamiamo tale insieme M. Per r — 0,

2Grazie alla monotonia di V¢(-) possiamo limitarci a fare l’estremo superiore sugli
intervalli i cui estremi non sono in A.
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poiché Df* 1 m, e v ¢in L'(I) per il teorema dei punti di Lebesgue (teorema
1.2.10), m(M¢) = 0. Dalla definizione di f abbiamo

Coy e ST = £ L D[t +)
(F) () = lim . = lim ===
t+r s
- 13%1% t v(s)ds —i—l}g}l b f([t:f%—r)) = v(t).

Con un argomento simile si mostra che anche la derivata sinistra di f! ¢
v(t). Poiché A, I'insieme degli atomi di Df, ¢ contenuto nel supporto di D*f,
abbiamo che, in M, dove f! ¢ differenziabile, f coincide con f*, quindi anche
le loro derivate coincidono. Ne segue la tesi. O]

Osservazione 2.4.7. L'equazione che descrive f' e f" pud essere riscritta senza
menzionare c:

F(8)~ 1) = DF(Ls),  [7(s)—f(t) = Df((ts]),  Va<t<s<b
e puo essere considerata come il teorema fondamentale del calcolo in BV'.

Se f é una funzione monotona, essa € buon rappresentante della sua classe
di equivalenza: infatti f' e f” conicidono con f salvo che nell’insieme dei
punti di discontinuita; se ¢ & un punto di discontinuita esistera un 6¢; € [0, 1]
tale che f(t) = 0,f'(t) + (1 — 6;) f"(t), altrimenti f non sarebbe monotona,
e quindi per il teorema (a) concludiamo. Inoltre applicando il teorema
2.4.5{(c) troviamo una forma piu forte del teorema (di derivazione di
Lebesgue):

Corollario 2.4.8. Sia f : (a,b) — R una funzione monotona. Allora f ¢
differenziabile per q.o. t € (a,b) e

b
[f(b-) = flay)| = / [F@O1dt+ > 1f () = FE)], (2.13)
a tEAf
dove Ay ¢é linsieme delle discontinuita di f.

Dimostrazione. La prova si ottiene osservando che
b
[£(b-) = flay)l = [Df]((a, b)) = / /' dt +[D*f|((a, b))
b
> [C1£ldt+ 3 15 - Feo))

tEAf

Il segno di > ¢ dovuto al fatto che D?®f potrebbe avere una parte Cantoriana

(vedi il corollario [2.4.17)). O
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Osservazione 2.4.9. Nell’esempio [2.4.20] mostriamo una funzione per cui la
disuguaglianza (2.13)) ¢ stretta.

Il teorema mostra che esiste una bigezione tra [BV (a,b)]™ e I'insieme
delle coppie (¢, ) con ¢ € R™ e p € [M(a,b)]™.

Teorema 2.4.10. Sia (a,b) C R un intervallo limitato. Allora la mappa
lineare (¢, ) — f(t) = c+ p((a,t)) stabilisce un isomorfismo tra gli spazi di
Banach R™ x [M(a,b)|"™ e [BV (a,b)]™.

Dimostrazione. Sia T'(c, u)(t) = ¢+ p((a,t)). T ¢ lineare e, come visto nella
dimostrazione del teorema (essendo p una misura di Radon positiva) si
ha T(c,u) € [BV (a,b)]™ e

1T (c, sy = 1T (e, ) llx + |pl(a; 0))] < Jel(b = a) + (b — a + 1)[ul((a, b)),

da cui T' & continuo. Se T'(¢, ) = 0 allora anche la sua derivata distribuzionale
sard zero e, per quanto visto nella dimostrazione del teorema [2.4.4] 0 =
DT(c, ) = p, quindi per definizione di T'(c, p1) si ha anche ¢ = 0 e con questo
abbiamo l'iniettivita. La suriettivita é data dal teorema [2.4.5] e per il teorema
della mappa aperta T' é un isomorfismo. O

Abbiamo visto che in generale un buon rapppresentante non ¢ univoca-
mente determinato dalla derivata distribuzionale perché la misura puo avere
una parte atomica. Questa eventualitd non sussiste nel caso nel caso delle
funzioni assolutamente continue che definiamo qui di seguito:

Definizione 2.4.11 (Funzione assolutamente continua). Sia @ C R un
aperto e f € [L'(2)]™. Diciamo che f ¢ assolutamente continua in € se
fe[BV(Q)]™e Df & assolutamente continua rispetto a m.

Osservazione 2.4.12. Lo spazio vettoriale delle funzioni assolutamente con-
tinue in  coincide con lo spazio di Sobolev [W11(Q2)]™. Dal teorema
otteniamo che per ogni funzione f assolutamente continua esiste un unico
buon rappresentante continuo f differenziabile m-q.o. in Q per cui vale il
teorema fondamentale del calcolo integrale

F(s) — f(t) = / ) dr,

per ogni intervallo [t, s] C Q. Per questo motivo spesso si identifica f con f
considerando [WHHQ)|™ C [C(Q)]™.

Le funzioni assolutamente continue furono introdotte da G. Vitali nel
1905 [32] con la seguente definizione:

30



Definizione 2.4.13. Sia f : (a,b) — R (con (a, b) intervallo anche illimitato)
¢ detta assolutamente continua se per ogni € > ( esiste un 0 > 0 tale che

N N

Sthi—a)<s = S (fb) — fla) <e,

=1 i=1

per ogni (ay,b1),...,(an,by) C (a,b) disgiunti.

Teorema 2.4.14. Le definizioni|2.4.11] e [2.4.15 sono equivalenti.

Dimostrazione. (=) Osserviamo intanto che grazie alla decomposizione di
Jordan delle misure (teorema Df << m se e solo se |Df| << m.
Osserviamo inoltre che per il teorema fondamentale del calcolo integrale é
possibile fare la seguente stima

Z|f a1|— Z/|f |ds—|Df|(U<az,i>)

Allora ci basta mostrare: |Df| << m implica che per ogni ¢ > 0 esiste un
§ > 0 tale che, per ogni famiglia finita di intervalli disgiunti {J;}Y, per cui
valga m(UJ;) < 6, allora |Df|(UJ;) < €. Procediamo per assurdo negando la
tesi, cioé supponiamo che esista € > 0 tale che per ogni n € N esiste un H,,
anch’esso unione di intervalli disgiunti, tale che m(H,) < 27" e |Df|(H,) > ¢

Posto allora -
Li=H, 1=l
k=n

s)ds

neN
abbiamo
< Zm(Hk) = 22”“ =2 — 0 pern — oc.
k=n

Allora, poiché I C I, per ogni n € N, si ottiene m(/) = 0. D’altra parte
I, D H, per cui |Df|(I,) > |Df|(H,) > € per ogni n € N, ma I,, D I,;1,
allora, ricordando che |Df| é una misura finita, posso passare al limite su
una successione di insiemi decrescente, ossia

DFI(T) = lim [Df|(1) > &

contro l'ipotesi di assoluta continuita della misura.

(<=) Supponiamo per assurdo che esista .J, unione di intervalli aperti disgiunti
(a;,b;), tale che Df(J) > 0 e m(J) = 0. Allora scelto ¢ € (0,Df(J)]
abbiamo m(.J) = 0 < § per ogni 0, mentre e < Df(J) = > [f(b;) — f(a;)] <
S>1f(b;) — f(a;)|, contro I'ipotesi. O
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Osservazione 2.4.15. Ricordando la definizione 2.4.11] per il teorema [2.4.10]le

funzioni assolutamente continue in un intervallo (a,b) sono tutte e sole quelle
rapppresentabili da ¢ + fabg(s) ds con c € R™ e g € [L'(a,b)|™.

In generale, ogni misura g su un aperto 2 C R puod essere divisa in
tre parti: una assolutamente continua p® (rispetto a m), una puramente
atomica g/ e una singolare diffusa (cio¢ priva di atomi) u¢. Per ottenere
questa decomposizione indichiamo con A = {t € Q : u({t}) # 0} 'insieme
degli atomi di p (con cardinalita al pitt numerabile), per il teorema di Radon-
Nikodym scriviamo p in maniera unica come somma della parte assolutamente
continua u® e della parte singolare ;* e definiamo p/ := u*LA la restrizione
di p® all’insieme A, cio¢ p*LA(E) = p*(ENA), e uf = p*(Q\ A). Cosi
otteniamo:

po=pt =t 4 (2.14)
Questa decomposizione di p ¢ unica e poiché le misure p®, 47, 4 sono mu-
tuamente singolari abbiamo anche |u| = [u®| + || + |u¢|. Dal teorema [1.2.9)
di derivazione di Besicovitch sappiamo che p® si pud rappresentare come
restrizione di 4 a un insieme m-trascurabile

g {tEQ i (=t 7)) _OO}

r—0 r

contenente A; allora possiamo descrivere le tre misure in un modo piu
costruttivo:

pt = puc(Q\9), W= pu A, = pu(S\A). (2.15)
In accordo con questa decomposizione diamo la seguente
Definizione 2.4.16. Sia f € BV(2); diciamo che

e f & una funzione salto se Df = DJf, cioé se Df ¢ puramente una
misura atomica;

e f ¢ una funzione di Cantor se Df = D°f, cioé se Df ¢ una misura
singolare senza atomi.

Dal teorema [2.4.10| e dall’equazione (2.14]) deduciamo la seguente rappre-

sentazione su un intervallo:

Corollario 2.4.17. Sia Q = (a,b) C R un intervallo limitato. Allora per
ogni f € [BV(Q)]™ wvale la sequente rappresentazione:

f=r+f+r (2.16)
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dove @ & assolutamente continua (quindi f* € [WH(Q)]™), f7 & una funzione
salto e f¢ ¢ una funzione di Cantor. Le tre funzioni sono univocamente
determinate a meno di una costante additiva e vale

IDS(9) = DI + D) + |D°FI(®) 2.17)
= [P0l Y1) - e+ 1019, (2a8)
a teA

dove f & un buon rappresentante di f e A & linsieme degli atomi di |Df].

Osservazione 2.4.18. Questa decomposizione € tipica delle funzioni BV in
una dimensione; per dimensioni maggiori non vale (vedi esempio 4.1 [4]).

Mentre abbiamo gia caratterizzato le funzioni assolutamente continue,
portiamo ora degli esempi di funzioni salto e di Cantor:

Esempio 2.4.19 (di una funzione salto). Un esempio classico di funzione salto
¢ il seguente: sia {z,} C (a,b) una successione (finita o infinita), e {a,} una
successione tale che Y a, < co. Allora definiamo

F(t) =) anX(aan (2).

neN

La derivata distribuzionale di f ¢ la misura positiva finita p = ) @nds,,
infatti f(t) = p((a,t)) per ogni t € (a,b). In generale come mostrato nel
teorema [2.4.5] la derivata distribuzionale puo essere ricostruita come differenza
di limite destro e limite sinistro di un buon rappresentante.

Per il teorema [2.4.5 ¢ per la definizione [2.4.16] una funzione di Cantor
(ovviamente il suo buon rappresentante) € continua nel suo dominio per
I’assenza di atomi della misura associata (nel senso del teorema [2.4.10)), ed ¢
differenziabile con derivata 0 quasi ovunque. Questo mostra che a differenza
delle funzioni assolutamente continue e delle funzioni salto, la derivata di una
funzione di Cantor puo essere vista solo come misura nel senso distribuzionale,
e non si puo studiare con gli strumenti dell’analisi classica come limiti destro
e sinistro e derivate.

Presentiamo 'esempio classico che giustifica la terminologia di funzione di
Cantor:

Esempio 2.4.20 (funzione di Cantor-Vitali). Consideriamo il seguente insieme
definito per ricorrenza: C' = NC,, con Cy = [0,1] e C,41 ottenuto da C,
dividendo ogni intervallo in tre intervalli di uguale lunghezza e rimuovendo il

secondo. Quindi C), consiste di 2" intervalli chiusi e disgiunti di ampiezza 3%,
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per cui m(C,,) = <§> che tende a 0 per n — oo; cio implica m(C') = 0. Ora

definiamo la funzione lineare a tratti f, : [0,1] - R

folz) = /0 ’ (g)" Yo (#) dt,

La successione {f,} ¢ di Cauchy in C[0,1]: proviamo infatti che |f, —
Jntilcp < 32++1 Osserviamo che per ogni n € N la funzione f, cre-

n
sce linearmente con pendenza (%) su C,, e rimane costante su [0, 1] \ C,.
Scriviamo C,, = U?;If, con I} intervalli disgiunti di ampiezza 3% Se x é
Iestremo destro (o sinistro) di un [, ricordando che C,; C C,, si deduce

fn<w> = fn+1<x)7 infatti h

fulz) = / () xewa=(3) 5=
fene) = [ (3)" vama= (3)" 2 -

Poiché le funzioni crescono linearmente (con pendenza costante) e si incontrano

alla fine di ogni I7, ci limitiamo a studiare | f, — fui1]co,) su I = [0, 55]. Su

[0, 3%] le funzioni crescono con pendenze diverse, quindi avremo il massimo
della differenza in x = 3%

Jn (3n1+1> = /03”+1 <;>”ch(t) di — <§>"3n1+1 _ 312n

1 T 3\ ntl 3yt 1 1
fn+1 (W) :/0 <§> XCni1 (t> dt = (5) 3n+l - on+1’

‘5 1 1oy 1 1 2 :
perclio ‘fn(W) - fn+1(3n+1>’ — 3agnTi- In [3n+17 3n+1] Jn cresce e f,;1 rimane
costante, dunque ha senso valutare il modulo della differenza all’estremo
dell’intervallo, ma per simmetria del problema troviamo nuovamente 32++1 e

abbiamo quanto cercato. Ora per ogni m > n abbiamo

m m 1 1
‘fm - fn|C[O,1] < Z ’fn—i—l - fn’C[O,l] < Z 3. ontl < 3.9n°

Ne segue che la successione é di Cauchy; allora f,, converge ad una funzione
f continua e monotona su [0, 1] chiamata funzione di Cantor-Vitali (o scala
del diavolo).

Dai teoremi e abbiamo che la derivata distribuzionale di f ¢ una
misura p tale che [0, 2] = f(z). Osserviamo che p L m in quanto m(C) =0
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e m([0,1]\ C) = 1 mentre per ogni n € N abbiamo ([0, 1]\ C,,) = 0, infatti in
tali intervalli f ¢ costante. Allora poiché [0, 1]\ C,, ¢ una successione crescente
di insiemi, passando al limite otteniamo u([0,1] \ C') = 0; di conseguenza
u(C) = 1. Dalla continuita di f possiamo dedurre che p non ha atomi, quindi
da abbiamo che p ¢ una misura di Cantor: dunque f é una funzione di
Cantor secondo la definizione 2.4.16
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Capitolo 3

Funzioni BV in R"

In questo capitolo definiamo le funzioni BV su un generico aperto €2 di R"™.
Utilizziamo la definizione legata alla teoria delle distribuzioni.

3.1 Definizione e prime proprieta

Definizione 3.1.1. Sia f € L*(Q). Diciamo che f ¢ una funzione a variazione
limitata in ), e scriviamo f € BV(Q2), se la derivata distribuzionale di f ¢
rappresentabile da una misura con segno di Radon finita in €2, cioé se

0

/f ('Dd:z:——/@d,ui, Vo € C(Q), i=1,...,n, (3.1)
o 0z Q

per qualche misura vettoriale di Radon p = (p1, ..., i,), finita in Q. De-

noteremo tali p; con D;f e p con Df. Definiamo la variazione totale di f

come

V(f,Q) :sup{/ﬂfdivgdx ‘ g e:(@)},

dove €(Q) ={9=(g1,---,92) € C3(L,R") ||g| <1 VzeQ}
edivg =", gg?.
Osservazione 3.1.2. Come visto nel teorema [2.4.2 possiamo provare (con una

dimostrazione pressocché identica) che f € BV () se e solo se V(f, ) < o0
e V(f,Q) =|Df|(£2). Nel seguito useremo i due simboli indifferentemente.

Osserviamo che, con un argomento di densita, la formula (3.1]) di inte-
grazione per parti vale per ogni ¢ € C!(Q). Queste formule possono essere
sommate in una singola equazione scrivendo

/Q fanpdr==-3 /Q cidDif Ve e [CHO.
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Osserviamo che lo spazio di Sobolev W'1(Q) ¢ contenuto in BV (Q2): infatti
per ogni f € WU(Q) la derivata distribuzionale ¢ data da Vfm,[l] Nel
prossimo esempio mostriamo che tale inclusione é stretta:

Esempio 3.1.3. Sia E = B(xo,r) C Q (F ha frontiera di classe C*°, a noi
bastera C?) e consideriamo x g, la funzione caratteristica di F, appartenente a
L'(Q2) perché E ¢ limitato. Vediamo che yz ¢ W (Q2): supponiamo che xg
abbia derivate parziali deboli in L'(); allora, per ogni ¢ € C'}(Q2), dovrebbe
valere la formula:

de = — dz.
o O /QXE&):Z- !
Notiamo che m(9(E)) = 0 per cui

dp OXE /aXE / OXE
dr = — dr = — dx — dx =10
/QXE Ox; ! /Q Ox; v B 0z 7o O\E Ox; 7 ’

dove l'ultima uguaglianza ¢ dovuta al fatto che in E e Q\ E le derivate
deboli coincidono con le derivate classiche, quindi sono identicamente nulle,
quindi %"Tf = 0 q.0.. Se consideriamo una ¢ tale che pp = Yor ;e sia
regolarizzata ad una funzione C2°(£2) otteniamo:

OXE

0=—
o 0z

gpdx:/Eldx:m(E)%O.

Questa contraddizione mostra che le derivate deboli di xg non sono funzioni
in L1(Q).
Mostriamo che xg € BV(£2). Supponiamo g € €(£2), per il teorema di

Gauss-Green
/XEdivgdx:/divgdx:/ g-vdH, 4,
Q E OENQ

dove v(x) ¢ il versore normale esterno alla superficie OF e H,,_; ¢ la misura
di Hausdorff (n — 1)-dimensionale. Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
abbiamo [, g -vdH, 1 < H, 1(0ENQ) < 400, e quindi

|DxE|(Q2) = sup / xedivgdz < H, 1(0FE NQ) < +oo.
gee(Q) JQ

Percio xg € BV (2). Notiamo che per mostrare la disuguaglianza | Dy g|(€2) <
H,_1(0E N ) abbiamo utilizzato solo la regolarita di OF; sotto l'ipotesi di
regolarita C? del bordo vale

IDx5|(Q) = H,_1(9E N Q). (3.2)

m,, & la misura di Lebesgue in R”.
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Per provare (3.2)) ci basta provare |Dxg|(2) > H, 1(0ENK). L’insieme E
ha frontiera C? e dunque v(z) sara una funzione di classe C! (¢ il gradiente
della parametrizzazione di OF) con |v(x)| < 1 per ogni x in OF, cosi possiamo
estenderla ad una funzione N definita su tutto R tale che N € C}(R™, R") e
|N(z)| <1 per ogni z in R”. Siano oran € C(2) con [n| <1leg= Nn;si
ha

/divgd:c :/ g-vdH, 4 :/ n(N-v)dH,, :/ ndH, 1,
E OF OE OF

cosi
| Dxpl(2) = sup /divgdxz sup / ndH, 1 = H, 1(0ENQ).
9ee(Q) J E neCse(Q),In|<1JoE

Nel precedente esempio abbiamo considerato una particolare classe di
funzioni BV () chiamate funzioni caratteristiche con bordo liscio (C?). Ora
estendiamo ’idea a insiemi pitl generali.

Definizione 3.1.4. Sia E un boreliano e 2 un aperto di R”. Definiamo il
pertmetro di E in 2 come:

P(E.Q) = |Dxg|(Q) = sup/ divg dz.
Q) JE

Se 2 = R", denotiamo P(E) = P(E,R"). Se un boreliano E ha perimetro
localmente finito, ossia per ogni aperto €2 limitato si ha P(E, Q) < 400, allora
E é chiamato insieme di Caccioppoli.

Esempio 3.1.5. Mostriamo un esempio di una funzione f € L'(Q2) \ BV (Q).

Sia Q = R e denotiamo sy = 32, i
(0 2z € (—00,0)
r x€l0,s)
3 T E[s1,8)
fla) = ;
L x € [Sn-1,5n)
\

Allora f € L'(R), infatti

<1
dr < — < 00
/Rm_;m o

d’altra parte f ¢ BV (R) perché f ¢ C! a tratti e allora per il corollario
2.48

o0

DAR) 2 [ leradfldo =3 1 = o

0 n=1
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3.2 Proprieta di semicontinuita

Una delle pitt importanti proprieta delle funzioni BV ¢ dimostrata nel prossimo
teorema.

Teorema 3.2.1 (Semicontinuita). Sia Q@ C R" e {f;} una successione di
funzioni in BV (Q) che converge in L}, .(Q) ad una funzione f. Allora

D) < liminf |Df;|(€). (33)
j—00
Dimostrazione. Sia g € €(Q). Poiché f; — f in L},.(Q2)
/fdivgdx: 1im/fj divg dx;
Q J7ee Ja

infatti

/ (f; — f)divgde / (f; — f) divgde| < ||divg] / i~ fldz 0.
Q supp g supp g

Allora abbiamo:

/fdivg dr = lim /f] divg dr < liminf sup /f] divg dz = liminf | D f;{(€2).
Q Jj—oo Jq Q j—00

I gee(@)
Passando all’estremo superiore su €(2) al primo membro troviamo la tesi. [

Dall’equazione (3.2]) abbiamo visto che se E ¢ un insieme di R™ con
frontiera C? allora P(F,R") = H, 1(0F N Q). Se la frontiera di £ non ¢&
sufficientemente regolare 1'uguaglianza non € necessariamente vera.

Esempio 3.2.2. Sia {x;} la successione di tutti i punti a coordinate razionali in
R" e siano B; = (2,27 ) ={z € R" : |z —2;] <27} e E = U2, B;. Allora

oo o0
i w
Bl <Y Bl =wn 327" = 15
i=0 i=0
1\n
dove w,, = % é la misura della palla unitaria in R™. I punti a coordinate

razionali sono densi in R" e quindi £ = R” per cui |[0E| = +00 e a maggior
ragione H, 1(OF) = +oo. D’altra parte se definiamo Ej = U¥_B; allora
E; — E (0 xg, — xg in L'); inoltre OF) ¢ C? a tratti, dunque vale e
otteniamo

k
. NWy,—
P(Ek) = anl(aEk) S anl( Uf:o aBk) = NWnp-1 szz(nfl) S ﬁ,
=0
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e per il teorema [3.2.1] concludiamo:
P(E) < liminf P(Ey) < —n=L < o,
k—00 1 — 2t
Con il prossimo esempio mostriamo come 'uguaglianza in (3.3) non venga
necessariamente raggiunta.
Esempio 3.2.3. Siano Q = (0,27) C R e f;(z) = % sin(jx) per x € Q e
j=1,2,.... Le f; sono in L'(Q) e inoltre

1 [ 2
[ 1o == [ fsingio)] o < =7,
Q J Jo J

cosi f; = 0in L. D’altra parte le f; sono C', dunque con facili conti abbiamo

27
DA = [ leradfyldo = [ costin)] do = 4

Sebbene generalmente in (3.3)) non possiamo aspettarci 'uguaglianza, possia-
mo provarla in casi particolari, come vedremo in [3.2.5] e

Proposizione 3.2.4. Lo spazio delle funzioni a variazione limitata, dotato
della norma

[fll8v = Ifllex + [DFI() (3.4)

é uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Intanto || - ||py € una norma perché || - ||;1 ¢ una norma e
|Df|(£2) ¢ una seminorma per le proprieta dell’estremo superiore. Rimane da
provare la completezza.

Sia {f;} una successione di Cauchy in BV (€2); da {f;} deve anche
essere una successione di Cauchy in L'(Q), e dalla completezza di L' () esiste
f € LY(Q) tale che f; — f in L'(Q). Dato che {f;} & di Cauchy in BV (),
| fllpv € limitata, quindi |Df;|(Q2) é limitata quando j — oo.

Allora per la semicontinuita

[DfI(2) < liminf [Df|(€2),
J—00
dunque |Df](€2) ¢ finita e cosi f € BV(Q2). Ora bisogna mostrare che f; — f
in BV (); basta provare che [, |D(f — f;)| = 0 per j — co. Supponiamo
e > 0, allora esiste un n € N tale che per ogni j,k > n abbiamo || f; — fx||sv <

e e quindi | D(f;— f)|(Q) < e. Ora poiché fr — fin L' anche f;—fr. — f;—f
in L'; cosi per semicontinuita (teorema (3.2.1)

ID(f; — HI@) < limint DU - fl(@) <=, Vizn
Dunque abbiamo f; — f in BV (Q). O]
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Proposizione 3.2.5. Sia {f;} una successione in BV () tale che
fio i Q) e lm D@ = DfI@)
Allora per ogni aperto A C )

IDfI(ANQ) > limsup |D f;|(ANQ). (3.5)

Jj—oo
In particolare, se |Df|(0ANKQ) =0 allora |Df|(A) = lim;_, |Df;|(A).

Dimostrazione. Sia B = Q\ A; B & aperto. Per semicontinuita (teorema

3.2.1]) abbiamo
|DfI(A) < liminf [Df;|(A) e [Df|(B) <liminf |Df;|(B).
j—oo j—oo

D’altra parte (ricordando che |Df| ¢ una misura),

DFIANQ) +[DfI(B) = [DFIQ) "= lim |Df;|()
> limsup |Df;|(AN Q) + liminf |Df;|(B)
j—00 J—r0
> limsup |Df;|(AN Q) + |Df|(B),
j—00

quindi vale (3.5). Inoltre, se |Df|(0ANQ) =0,

limsup [Df;|(AN) < limsup IDfj|(ANQ)

j—oo Jj—roo

< [DSI(ANQ) = [DFI(ANQ) < liminf |Df;[(ANQ).

O]
3.3 Risultati di approssimazione
Proposizione 3.3.1. Sia f € BV (Q) e sia A CC Q) aperto tale che
IDf|(DA) = 0. (3.6)

Allora se f. sono le funzioni mollificate (dove f & estesa a zero fuori da §)) si

ha
IDSI(A) =ty [ |Df]de. (3.7)
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Dimostrazione. Dalla proposizione [1.1.2(a) f. — f in L'(Q) e allora per
semicontinuita (teorema 3.2.1))

|IDf|(A) < limiglf/ |Df.|dx.
E— A

Supponiamo ora g € €(A), allora per la proposizione [1.1.2f(¢) e (d) abbiamo

/fgdivgdx(g/f(divg)sdx@/fdivggdx.
Q Q Q

Dato che |g| < 1, per la proposizione [I.1.2/b) allora anche |g.| < 1 e per la
proposizione [1.1.2(e) da suppg C A segue che suppg. C A.; cosi

/Q J. divgdz < |Df|(A).

e passando, nel primo membro, all’estremo superiore su €(2l) otteniamo

[ prlas < (A
Cosi
timsup [ |Df|ds < ling DfI(A2) = |DS1(2) © |Di(4),

e—0

Osservazione 3.3.2. Se A = R"™ allora la proposizione [3.3.1 mostra che
[DfI(R") = lim [ |Df.|dz,
e—0 R™
e in particolare, se f = yg otteniamo

P(E) =1lim [ |D(xg):|dx.
e—0 R™

Ora possiamo mostrare che ogni funzione f € BV () puo essere appros-
simata in qualche senso da funzioni C*°. Non possiamo sperare nell’appros-
simazione in norma BV (2), dato che la chiusura di C'*° in questa norma ¢
WHH(Q) che ¢ diverso da BV (Q) (vedi esempio [3.1.3). Cosi in particolare,
non possiamo sperare di trovare {f;} € C* tale che f; — f in LY(Q) e
ID(f; — F)I(2) 0.
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Teorema 3.3.3 (Approssimazione). Sia f € BV(Q), allora esiste una
successione { f;} C C*(Q) tale che

lim [ 1= fldr=0 ¢ lm DL =IDA@). (33

Dimostrazione. Supponiamo che € sia limitato. Sia ¢ > 0. Esiste m € N tale
che, dato €, = {x € Q| dist(x, 02) > m+k} si ha

[DFI(2\ Q) <e.

Consideriamo ora gli insiemi A; con 7= 1,2, ...

{ A =y
Az - Q’L+1 \ Qi*la

e sia {; }ien la partizione dell’unita subordinata al ricoprimento {4;}, cioé
Sia 1 un mollificatore positivo simmetrico. Ricordando la proposizione
1.1.2(e) e (a) per ogni i possiamo scegliere ¢; tale che

(1) supp(me, * f i) C Qiga \ Qica (Q_y = 0)
(i) Jo Ime, = (fFoi) = f il dz <e27

(iii) [q [7e, * (f Dgi) — f Dgi| doe < 27",

Infine sia f. = > .=, 0., * (f ;). Da (i) segue che la somma che definisce f.
¢ localmente finita e dunque f. € C*°(Q); dato che f = Y2, f¢;, da (ii)

abbiamo -
[l =s1ae <3 [ n (o0 - alde <
Q — Ja

dove abbiamo portato fuori la somma per il teorema di Beppo Levi. Dunque
quando ¢ — 0 abbiamo f. — f in L'(Q2). Dalla semicontinuita (teorema

3.2.1)) abbiamo
IDf(R2) < lim i(])af |Df-|(Q). (3.9)
e—
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Sia ora g € €(12). Segue:
i = N * ) div Lebesgue N * ;) div
/Qfsdlvgdx—/ﬂlz:;ns (f pi) divg dz ;/gn (f ) divg do
=3 [ [t =9 10 ) vty an] o

/n [/ y — z)divg(z) dz }f(y)%(y) dy

/ [/’7 z —y) divg(z) dz }f(y)soi(y)dy,,

dove nella penultima uguaglianza abbiamo utilizzato il teorema di Fubini. Ora
considerando g zero fuori da €2, ricordando che 1 & simmetrico e considerando
i supporti delle varie funzioni in gioco, possiamo “scambiare” gli insiemi di
integrazione, cosi

dove nell’ultimo passaggio abbiamo sfruttato la proprieta della convoluzione
di scaricare la derivata. Cosi:

: - "0
/QfadIVQMZZ/Qf%[Za—%(mi*gj)]dm
—ZZ[/f (i 7e, * g5 d:v—/stoz naz*g])d]

i=1 j=1

_Z/fle Pi 775 *gJ dx—ZZ/fDSDz 7’]51*9])

=1 j=1

Ora con gli stessi accorgimenti utilizzati prima studiamo il termine generale
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del secondo addendo:
| 5@ D) (e 07) ) o =

- /Q | 1) Dei(e) e = ) gi(y) dy da

_ /H/Qf(x) Dyi(z) n.,(x —y) g;(y) dx dy

=/ f(=2+y) Doi(=z +y) ne,(—=2) 9;(y) dz dy
n Rn

= / [f Dep; *77] (¥) 9;(y) dy.
Osservando che Yy .2, Dy; = 0 abbiamo

/ fedivg dx =
Q

= i/ﬂf div (s (e, * g)) dz — ii/ﬂ{[f Dep; * n} (v) 9;(y) dy

i=1 j=1

- i/ﬂf div(pi (n., * g)) da — iié[f Dg; ne,— f Dsoz-] (v) g;(y) dy

i=1 j=1

:/Qfdiv(sol (11 * 9)) dw+Z/QfdiV(%0i (0, % 9)) da

- ii /R[f Dei e, — f DSDi] () 9;(y) dy.

i=1 j=1

Ora tiriamo le somme. Dato che |p; 7., * g| < 1 otteniamo
[ #aivtein. ) ds < DFI(@);
Q

poiché l'intersezione di piu di tre A; ¢ vuota, per (i) e (ii) risulta
> [ fdiviei(n,xg)) do < 31DFI(@\ %) < 3
i=2 /9

infine per (iii) abbiamo

ii/ﬁ [fD%' * e — stoz} (W) gi(y)dy < Vn e,

i=1 j=1
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dove abbiamo portato la somma dentro l'integrale, abbiamo interpretato
I'integrando come prodotto scalare tra g e [f Dy; xn., — f Do;](1,...,1) e
concluso per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Cosi

/fadivgda:<|Df|(Q)+4€ dacui |Df|(Q) <|Df|(Q) +4e.
Q

Al tendere di € — 0, per (3.9) abbiamo la tesi nel caso di 2 limitato.
Applicando quanto appena visto ad una successione di aperti B, N €2 che
invadono 2, con un procedimento diagonale ritroviamo la tesi. O

Osservazione 3.3.4. Per ogni f € BV (), per ogni € > 0, per ogni n > 0 e
per ogni zy € 0f2 si ha

lim p—n/ . — fldz = 0. (3.10)
p—0 B(zg,p)N2

Infatti, mantenendo la notazione della precedente dimostrazione, se x €
B(zg, p) N2 allora dalla nostra scelta suppyr, = Ap = Qg1 \ Q1 segue che

- 1
@)= f0) = 3 [mxfon =Tl doe k= |3)-m-2
k=ko+1 p
Infatti se z € A con k < ky allora
1 1
dist > dist Q) .
ist(z, ) > dist(z, 0 )>m+k’+1>[1/p]—1>p

Allora da (ii)
p‘”/ e = flde <27 p=n e
B(z0,0)NQ

dalla definizione di ky abbiamo che lim, o 27k p~m e 0, da cui la tesi.

3.4 Risultati di convergenza

In questo paragafo introduciamo la convergenza debole* e la convergenza
stretta nello spazio BV (Q).

Definizione 3.4.1. Siano (fz)heny € BV(Q2) e u € BV(§2). Diciamo che
(up)nen converge debole* in BV (Q) a u se (up)neny converge a u in L'(Q) e
(Dup,)pen converge debole® a Du in €, cioé

lim [ ¢dDu, = / edDu Vo e Cy(). (3.11)
Q 0

h—o00
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Adesso proviamo una formulazione equivalente della convergenza debole™*.

Proposizione 3.4.2. Sia (up), C BV (Q). Allora (up), converge debole* ad
u in BV () se e solo se (up) € limitata in norma BV (Q) e converge a u in

LY(S).

Dimostrazione. (<=) Supponiamo che (uy); sia limitata in BV () e che
converga a u in L'(2); dobbiamo solo mostrare che (Duy,); converge debole*
a Du in  nel senso di (3.11]). Allora dal teorema [1.2.7, (Duy)), ¢ debol-
mente relativamente compatta, quindi basta provare che ogni punto limite
p = limy_,o Duy, coincide con Du. Infatti, passando al limite per & — oo
nell’'uguaglianza

0
/Uhka—jdlﬁz—/SDdDiuhk, Voe CHQ)  i=1,...,n
Q % Q

otteniamo

/uago dxz—/@dui, Yo € CH(Q) i=1,...,n,
o Oz Q

cioeé la tesi.
(=) La tesi segue dal teorema di Banach-Steinhaus, perché la convergenza
finita di misure con segno di Radon finite in {2 corrisponde alla convergenza

nel duale di [Cy(£2)]" (vedi l'osservazione [1.2.3)). O

Definizione 3.4.3 (Convergenza stretta). Siano u,u, € BV(§2). Diciamo
che (up,)n converge strettamente in BV (Q) a u se (uy);, converge a v in L'(Q)
e la successione delle variazioni totali (|Duy|,(€2)) converge a |Dul(€2) per
h — oo.

Si puo verificare che
d(u,v) = / |u —v[ dz + || Du|(€2) — | Dv[(Q)]
)

¢ una distanza in BV (€2) che induce la stretta convergenza. Dalla proposizione
ricaviamo che la convergenza stretta implica la convergenza debole*,
mentre I’esempio [3.2.3| mostra che il viceversa, in generale, non vale.

Definizione 3.4.4 (Dominio di estensione). Diciamo che un aperto Q2 di R™ ¢
un dominio di estensione se 0S) ¢ limitato e per ogni aperto A O € e per ogni
m > 1 esiste un operatore lineare e continuo 7 : [BV(Q)]™ — [BV(R™)]™,
detto operatore di estensione, che soddisfa
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(@) Tu =0 q.o. in R"\ A per ogni u € [BV(Q)]™;
(b) |DTu|(0S2) = 0 per ogni u € [BV (Q)]™;

(¢) per ogni p € [1,00] la restrizione di T su [W'?(Q)]™ induce una mappa
lineare e continua tra questo spazio e [W1P(R")]™.

Teorema 3.4.5. Ogni insieme aperto 2 C R™ con frontiera 052, compatta e
Lipschitziana é un dominio di estensione (per una dimostrazione si veda [?]).

Adesso proveremo un risultato di compattezza; premettiamo un lemma.

Lemma 3.4.6. Sia u € BV (Q) e K C Q un insieme compatto. Allora
/ |u* n. —u|dr < e|Du|(2) v(0,d(k, 00)).
K

Dimostrazione. Dal teorema [3.3.3| possiamo assumere, senza perdita di gene-
ralita, che u € C*(Q2). Partendo dall’identita

u(r —ey) —u(x) = —5/0 (Vu(x —ety),yydt  z€ K, ye B(0,1)

integrando su k rispetto alla variabile x e utilizzando il teorema di Fubini
otteniamo

/K|u(x—gy)—u(x)|dx_g/ol/K<vu(:p—gty),y> dz dt < = | Dul(9).

Moltiplicando sia destra che a sinistra per un mollificatore n(y) (vedi la
definizione [1.1.2)) e integrando nella variabile y otteniamo

[ ([ e =en = sl an) o <cla@). )
Poiché u * n. — u & uguale a [, (u(z —ey) — u(z))n(y) dy da abbiamo

[t —uldo < [ ([ Jute =2~ o) ) do << Dl
L]

Teorema 3.4.7 (Compattezza in BV'). Ogni successione (up)n C BVipe(S2)
che soddisfa

sup{/ |up|dz + |Dul(A) : he N} < 0o VA € Q aperto
A
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ammette una sottosuccessione (up, ) convergente in Li, () a u € BVi(9).
Se Q & un dominio di estensione limitato e la successione ¢ limitata in BV (Q)
possiamo dire che uw € BV () e che la sottosuccessione converge debole* ad
u.

Dimostrazione. Sia §2; una successione di aperti 2; € €2 tale che Q; 1 ; se
per ogni indice j troviamo una sottosuccessione ugj) convergente in Ll(Qj)
posssiamo estrarre una sottosuccessione diagonale che soddisfa la tesi. Allora,
sia ) €  un insieme aperto, basta mostrare 1'esistenza di una sottosucces-
sione convergente in L'(Q) ad una qualche funzione u (notiamo che dalla
proposizione u € BV()). Sia § = d(£¥,00) > 0. Consideriamo U C
un g—intorno di Q' e sia up = up * 1 (con 1 come nella definizione . Se

e € (0,2) le funzioni uy,. sono lisce in Q' e soddisfano

lunelle@y < llunllr@linellce,  IVunelleqy < llunllerw) Vel

Le successioni (up,) e (up) sono equilimitate ed equicontinue per ¢ fissato.
Qesto significa che, fissato ¢, possiamo trovare una sottosuccessione con-
vergente di (uy.) in C(€). Con un argomento diagonale possiamo trovare
una sottosuccessione di indici (hy) tale che per ogni ¢ = =~ con m > % la

successione uy, . converge in C'(€Y). Applicando il lemma abbiamo

limsup/ |tun, — up | dr < limsup/ Uy, 1 =y a1 |dx
/ ’ m

b
k&' — 00 k&' — o0 krm

+ limsup/, [\uhk — Upy, 1|+ g — uh%%\] dx

k., k! — 00

2
< = sup | Dun|(U).
M heN

Cosi per arbitrarieta di m e per la completezza di L'(Q') abbiamo che uy,
converge in L'(€)).

Se 2 ¢ un dominio di estensione limitato, applicare la prima parte della
dimostrazione alle estensioni Tu;, € BV (R"), troviamo una sottosuccessione
di indici (hy) tale che (T'uy, ) converge ad una qualche funzione u € BV (Q)

in L} (R™). In particolare (uy,) converge ad u in L'(Q), quindi, grazie alla
proposizione 3.4.2 u € BV (2) e abbiamo la convergenza debole*. O

Il seguente teorema ¢ un’estensione della disuguaglianza di Sobolev per
funzioni in WH1(Q).
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Teorema 3.4.8 (Disuguaglianza di Sobolev). 1. Sia f € BV (R™) con sup-
porto compatto. Allora:

( |f|n"1d:c) <o [ 1DfL (3.13)
R” R™

dove c; € una costante dipendente solo dalla dimensione n.

2. Sia f € BV (B,) e definamo f, = ‘B—lﬁ pr fdx. Allora

( If—fplnnldx> <c |Df|, (3.14)
By B,

con ¢y costante dipendente solo da n.

Dimostrazione. Le disuguaglianze e sono note per funzioni f €
CP(R™) e C*°(B,) rispettivamente.

Mostriamo la prima. Scegliamo una successione {f;} in C5°(R"™) tale che
fi = finL'e [, |Dfj| = [on |Df| che sappiamo esistere per il teorema

3.3.3] Ora per (3.13) le {f,} sono uniformemente limitate in L#-1(R"), infatti
6l < [ D5 <e [ IDf4e,
Rn n

-1 —
che ¢ finito perché ogni [, |Df;| € finito e lim; .o [o, [Dfj| = [on [Df] €
anch’esso finito. Quindi le {f;} sono limitate in L+ e allora, poiché Lw-1
¢ riflessivo, esiste una sottosuccessione (che richiamiamo {f;}) che converge
debolmente ad una certa funzione f, € L7-1. Poiché fi—=finLY f;—=f
in L7 e fy = f; questo perché, per ogni ¢ € C$°(R™) abbiamo

‘/n(f—fo)SOd%‘

S’/n(f_fj)Sde

[ -t

< |If = fillLr@ny sup ¢ +

| - fyeds

che tende a zero al tendere di j — oco. Quindi f — fo = 0 g.o. per il lemma
fondamentale del calcolo delle variazioni e f = f, € L»-1, per cui f; — f in
L=»=1. Allora per la convergenza debole

(Wu

n—1 n—1
= d:r;) < liminf ( = da:>
Jj—ro0 R™

<o lim [ |Dfil=c [ DS
J—00 R R
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Ora mostriamo la seconda disuguaglianza. Sia come sopra { f;} una successione
in C*(B,) tale che f; — fe pr |Dfi] = pr | Df; verifichiamo che f;— f;, —

f—f,in La=1(B,). Per (3.14), f; — f;, sono equilimitate in L#1(B,), quindi
esiste una sottosuccessione (che richiamiamo {f;}) tale che f; — f;, — fo; ma
fi = fip = [ — [, in L'(B,), infatti

1(f5 = fio) = (f = Flllers,y < N(f5 = fllevs,y + 1(f5p = fo)llis,) < 26,

perché

1
= Sollien = [ |1 [ (5= Dy
B, | p| B,
1
S5 1f; = fllzs,) de = |If; = fllis,)-
| By| /5,

Allora come prima f; — f;, = f — f, e fo = f — f,, da cui per convergenza
debole e (3.14) per funzioni C*(B,)

n—1

n n
=1 dx

< e lim/ Df|=e [ IDfI
j= /B, B,

( U_jﬂf1m> Shmhﬁ( \fi = fip
Bp J]—00 Bp

]

Corollario 3.4.9 (Disuguaglianza isoperimetrica). Sia E un insieme limitato
di Caccioppoli in R™. Allora

B <o / Dyl (3.15)

min {|EN B, |E° N B[} < 2502/ Dy, (3.16)
By

Dimostrazione. La (3.15]) é diretta conseguenza della (3.13|) prendendo f = xg
(xg € BV(R") ed ¢ a supporto compatto):

n—1
n=1 _n_ "
R™ Rn

|ENB,|

Proviamo ora (3.16). Notiamo che se f = xg allora f, = B, © cosi
. ENB,| "1 ENB,| ™
|f—fp|"—1dl':{1—g} |EQBP|_|_{|—/)|} |EcﬂBp|.
B, Byl Byl
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: ENB o : o
Notiamo che |E° N B,| = |B,[{1 — ﬁ , € quindi possiamo riscrivere:
P

n—1

([ ur=piar)” =
By

. . v ([IEAB15T [|E.NB,|177 "
>min{|ENB,|,|E‘NB,|} = {[Tﬁ] [Tﬁ
P p

1 n n—1
> (5) min BN BB 0B

: : ENB E.NB o
dove nell’ultimo passaggio (notando che | B "J| el B “" sono minori di 1 e la
P P
n—1

l n n
loro somma ¢ 1) (%) " ¢ il minimo assunto dalla funzione [:vﬁ +(1—2) ﬁ} "
O

in (0,1).
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Capitolo 4

Analisi in spazi metrici

In questo capitolo introdurremo alcune nozioni relative agli spazi metrici che
serviranno per poi costruire la teoria sulle funzioni BV in ambiente metrico e
ottenere un teorema di equivalenza.

4.1 Curve in spazi metrici

Sia (X, d) uno spazio metrico.

Definizione 4.1.1. Diciamo curva una mappa continua v : [a,b] — X e
indichiamo con |y| := v([a, b]) la sua immagine. Data m:a =1ty < ..., t, =b
una partizione dell'intervallo [a, b] definiamo la lunghezza di 7y come

ny—1

I(y) =sup Y d(v(t:), ¥(tir)), (4.1)

mell S0

dove II ¢ 'insieme delle partizioni finite dell’intervallo [a, b]. Diciamo che la
curva v ¢ rettificabile se () < co. La funzione lunghezza associata ad una
curva rettificabile y : [a,b] = X ¢ s : [a,b] — [0,1(7)] data da s,(t) = {(V|la.9)-

Osservazione 4.1.2. Una curva @& rettificabile se e solo se ¢ una funzione
continua e di variazione limitata (vedi 'osservazione (2.1.3)), con I(y) = T?(v).

Lemma 4.1.3. Sia 7 : [a,b] = X una curva rettificabile, allora la funzione
lunghezza s, : [a,b] — [0,1(7)] & non decrescente e continua.

Dimostrazione. Chiaramente s, ¢ non decrescente. Proviamo la continuita
per assurdo. Cominciamo dalla continuita in (a, b). Supponiamo per assurdo
che ci sia 7 € (a,b) per cui

lim s,(t) — lim s,(t) =71 > 0. (4.2)

t—7t t—7—
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Prendiamo una partizione 7 :a =ty < t; < --- < t, = b tale che

n—1
Ui
B0 = Y dr(tenn) 1(0) > 1)~ (4.9
=0
e d(y(tiy1),v(t:)) < 2 per i =0,...,n — 1. Possiamo sempre supporre che 7

non sia un nodo della partizione 7: infatti se 7 coincide con uno dei t;, per

(4.3) esiste un ¢ €]0, ] tale che

() = 1() = 3 + <.
e in virtu della continuita di v esistono t} e ¢? tali che t} < 7 < 2, per cui
d(y(t;), (7)) e d(y(t}),~(r)) sono minori di £. Allora considerando la nuova

partizione 7’ :a =ty < --- <t; 1 <t} <t?<-.--<t,="bsiha

2¢ n €

ey, ) >ty ) - ==1)— =+,
dunque la (4.3)) vale anche per 7’ che non ha 7 come nodo. Sia dunque 7 una
partizione che non ha 7 come elemento e sia 7 € (;,t;11). Dall’equazione
(4.2)) segue che (y|p,4,,,]) = 1, allora esiste una partizione o di [t;, t;41] per
cui tiz“(’y,a) > 21 Rimpiazzando in (4.3) addendo d(v(ti+1),7(t;)) con

tZ“ (7,0) e detta 7’ = 7w U o otteniamo

ta(y, ") > (l(v) - ﬁ) )

in contraddizione con la definizione di lunghezza.

Il procedimento ¢ analogo nel caso in cui la presunta discontinuita sia in
un estremo dell’intervallo [a,b] (lo proviamo solo per l'estremo a). Infatti
supponiamo per assurdo che

lim s,(t) — sy(a) =n > 0.

t—at
Considerando come prima una partizione m : a = tg < t1 < -+ < t, = b
per cui vale (4.3)) e un’opportuna suddivisione di [a, ;] avremmo di nuovo
8 (y, ) > I(v); assurdo. O

Definizione 4.1.4. Se v : [a,b] — X ¢ una curva e « : [¢,d] — [a,b] ¢ una
funzione continua, crescente e suriettiva, allora diciamo che la curva vy o« é
ottenuta da ~ con un cambio di variabile non decrescente. Notiamo che

l(y) =l(yoa). (4.4)
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Possiamo definire la lunghezza anche per curve arbitrarie, non necessaria-
mente continue, 7 : [a,b] — X, nello stesso modo delle curve continue. Come
visto in osservazione [2.2.2] anche nel caso di curve rettificabili a valori in uno
spazio metrico la curva ha al pitt una quantita numerabile di punti di discon-
tinuita. Infatti se v avesse una quantita piti che numerabile di discontinuita
potremmo considerare gli insiemi D,, = {t € [a,b] : d(y(ty),y(t-)) >27"};
se solo uno di questi fosse piti che numerabile, potremmo estrarne un sottoin-
sieme numerabile e costruire una successione di partizioni che evidenzi tali
salti cosi da ottenere lunghezza infinita. Allora la cardinalita dei salti € nume-
rabile perché unione numerabile di insiemi D,, al pitt numerabili. Osserviamo
che vale per una mappa arbitraria 7 : [a,b] — X.

Ogni curva rettificabile ammette una parametrizzazione con buone proprieta,
detta parametrizzazione per lunghezza d’arco.

Teorema 4.1.5. Se~y : [a,b] — X ¢ una curva rettificabile, allora c’é un’unica
curva 7 : [0,1(y)] = X tale che

v ="7505,. (4.5)

Inoltre l(F0,4) =t per ogni t € [0,1(y)]. In particolare 7 : [0,1(y)] = X ¢ una
funzione 1-Lipschitziana.

Dimostrazione. Assumiamo per comodita che a = 0. Sia
h(t) =inf{s '(t)} Vtel0,l(7)

Notiamo che h(t) € s7'(t): infatti dalla continuita di s, per ogni ¢ € [0,1(v)]
insieme s_'(t) ¢ un chiuso in [0,1(v)], dunque compatto, ed inoltre t €

551(s,(t)). Allora
S =t e hs®) <t
Se 7(t) soddisfa (4.5)) allora y(h(t)) = F(s,(h(t))) = F(t) per ogni t € [0,(7)],

quindi
() =)  Viel0 ()], (4.6)

che ci da l'unicita. Supponiamo ora che 7(t) soddisfi (4.6)), allora ci rimane
da provare (4.5)) e I(jp,g) = t. Osserviamo che

d(y(®), 7(h(s1(£)))) < Lincsy en.a) = 54(8) = 5,(A(s4(2)))
= 5,(t) — s,(t) = 0.

Quindi per le proprieta della distanza e (4.6]) abbiamo (Jos,)(t) = y(h(s,(t))) =
v(t), da cui (4.5)). Inoltre ricordando (4.4))

L Ao.0) = U0,y () = LT © 85)j0,m1) = LMo, reyy) = s+(R(2)) =t

95



Da questo otteniamo la 1-Lipschitzianita di ¥

d(F(t2),7(t1)) < 1U(Hjt1,02)) = t2 — L1,
e dunque la tesi. O

Osservazione 4.1.6. In particolare il teorema [£.1.5 mostra che ogni curva
rettificabile ammette una parametrizzazione 1-Lipschitziana. Diciamo che 7 &
parametrizzata con lunghezza d’arco perché l(p) =t per ogni t € [0,1(7)].

Definizione 4.1.7. Sia v : [a,b] — X una curva; definiamo la velocita di
in un punto ¢ € [a, b] come

om0y R),y(2))
[91(t) = lim - , (4.7)
quando tale limite esiste.

Teorema 4.1.8. Per ogni curva Lipschitziana 7y : [a,b] — X esiste q.0. la
velocita e vale:

b
1) = [ Bl (4.8)

Dimostrazione. Sia {x,}°, un sottoinsieme denso di |y| = v([a, b]). Siano
©n(t) : [a,b] — R definite come ¢, (t) = d(y(t),z,). Le funzioni ¢, sono
Lipschitziane, infatti dalla Lipschitzianita di

[n(t2) — on(ts)| = |d(v(t2), zn) — d(y(t1), 2a)| < d(v(t2),7(t1)) < [t — tl.

(4.9)
Inoltre ¢,, € BV a, b], infatti
N N
Ty (pn) = SUEZ |on(tiv1) — ealti)] < SUEZ d(y(tivr), 7(t:)) = U(7),
e =0 A

e grazie al corollario le ¢, sono differenziabili q.o.. Sia m(t) = sup,, |Fn(t)|-
Vogliamo provare che

1¥(t)] =m(t) q.o.. (4.10)
Proseguendo come in (4.9), per ogni n € N e per q.o. t € [a, b] troviamo

[n(t + 1) — @u(t)] d(y(t +h),v(t))

. 5 < T
M T
allora passando all’estremo superiore su N otteniamo
d(y(t+ h),y(t
m(t) < lil;Lni(I)lf Sl +h ), () <L per q.o. t € [a, bl (4.11)
—
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con L la costante di Lipschitz di v. Quindi m é limitata e dunque integrabile
in [a,b]. D’altra parte per ¢t; < t, abbiamo

d(v(t2), 7(tr)) = sup |d(y(t2), 2n) — d(3(t2), 7a)| (4.12)

<o [l [meas @1

n t1 t1

Ora per ogni t € (a,b) punto di Lebesgue per m, dal teorema [4.2.14] di
Lebesgue abbiamo

d(y(t + h),~(t 1[th

lim sup (Ot + h), (1)) < limsup —/ m(s)ds = m(t). (4.14)
h—0 |h| h—0 h t

Le equazioni (4.11)) e (4.14)) implicano (4.10)).

Adesso vogliamo provare (4.8). Ricordando (4.12)) e (4.10)), per una generica

partizione 7 di [a, b] troviamo

N-1 N-1

tii b
> i) <3 [ mtsyds = [l ds,

=0 =0

e passando all’estremo superiore su tutte le partizioni finite di [a, b] otteniamo
I(y) < f; |7](s) ds. Per provare la disuguaglianza opposta fissiamo un € > 0 e
dividiamo l'intervallo [a, b] in n segmenti di unguale lunghezza, t; = a + ih,
con h, = b’T‘l Preso n tale che h,, < ¢ abbiamo

1 b—e 1 hn n—2
il < . .
|t a@as g TS )
I
<o | )dt=1(y).
n J0

Ora per la definizione di velocita e per il lemma di Fatou troviamo

/ - 91(t) dt = / - lim 40EE ) (1)

n—o00 h,,

< liminf — / " Ayt 4 b)) d < 1),

n—oo n
Passando al limite per € — 0 otteniamo la tesi. O

bl = X e sia ¥ la curva parametrizzata

Corollario 4.1.9. Per ogni vy : [a,
=1 per q.o. t €10,1(7)].

per lunghezza d’arco, vale |¥|(t)
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Dimostrazione. Dalla Lipschitzianita di 4 abbiamo |¥]| < 1. Allora

)
() = 1(7) = / Aldt < 1(3),

da cui |7] = 1 q.o.. O
Corollario 4.1.10. Se v : [a,b] = X & una curva Lipschitziana allora s, é
Lipschitziana e $,(t) = |§|(t) per q.o. t € (a,b).
Dimostrazione. Dati a < t; <ty < b abbiamo
to
|57 (t2) = sy (t2)] = 1V 12]) = / 7[(t) dt < Lty —t],
t1

ove L ¢ la costante di Lipschitz di . Dunque s, ¢ Lipschitziana.
Essendo s, Lipschitziana, per il teorema ¢ anche differenziabile, quindi

b

b
11(t) dt = 1(7) = s,(b) — s4(a) = / s,(t) dt.

a

Inoltre
d(y(t+h),7(t)) (Vit,e+m)
— < 2
I®) = fim h < fim =
o st h) s ()
- }llg% h - S’Y(t)a
da cui |¥|(t) = s,(¢t) per q.o. t € [a,]. O

Adesso, grazie all’esistenza delle parametrizzazioni secondo lunghezza
d’arco di curve rettificabili, mostriamo ’esistenza di geodetiche in spazi metrici.
Introduciamo una definizione che condizionera 1’esistenza delle geodetiche:

Definizione 4.1.11. Uno spazio metrico si dice proprio se gli insiemi chiusi
e limitati sono compatti.

Osservazione 4.1.12. La proprieta di essere proprio ¢ una condizione piu forte
della locale compattezza: basta vedere per esempio R" \ {0}. La tesi del
prossimo teorema ¢ falsa per R™\ {0}.

Teorema 4.1.13. Sia (X, d) uno spazio metrico proprio tale che per ogni
due punti x,y € X esista una curva che li unisce. Allora, detto I',, l'insieme
delle curve che congiungono x ey, per ogni x,y € X esiste una geodetica,
ossia una curva che realizza il minimo delle lunghezze in I'y .
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Dimostrazione. Sia L l'estremo inferiore delle lunghezze [(+y) con v : [a, b] —
X evyel,, (grazie a possiamo fissare il dominio delle ). L ¢ limitato
inferiormente, infatti 0 < d(y(a),v(b)) < L. Mostriamo che esiste una curva
di lunghezza L. Sia v, : [a,b] — X una successione minimizzante rispetto alla
lunghezza in I', ,, cioé I(y,) — L per n — oo. Senza perdere di generalita
possiamo supporre L, = I(7,) < L + 1. Indichiamo ora con ¥ la curva =y
parametrizzata per lunghezza d’arco. Allora riparametrizziamo le 4,, definendo
Ma(t) : [0, L] = X, 1a(t) = 3,(%2). Notiamo che grazie al teorema m

abbiamo
d(nn(t2), ma(t)) = d(% <%) i <%) )

L, L+1
Sf’tQ_tl‘S%‘tQ_tl

Y

da cui abbiamo 'equicontinuita della famiglia n,,(¢). Le immagini delle curve
sono contenute in un insieme compatto di X (per esempio una palla di raggio
L + 1 e centro in x); allora per il teorema di Ascoli-Arzela possiamo estrarre
una sottosuccessione uniformemente convergente 7, — n con n: [0, L] — X.
Ora dalla definizione di lunghezza e per la semicontinuita della variazione
totale abbiamo {(n) < liminfy {(n,,) = L. Essendo n una curva in I, ,
la sua lunghezza non puo essere inferiore a L, quindi I(n) = L. O]

Osservazione 4.1.14. Una geodetica 7 : [a,b] — X ¢ iniettiva, infatti se
esistessero ¢, d € [a,b] e x € X per cui y(c) = vy(d) = x avremmo I(y;) < I(7)
dove v : [a,b] — X & la curva definita come

v(z) sex € [a,c]

1(z) =< v(c) sex€led
v(z) sex € [db

=

Adesso definiamo l'integrale di una funzione di Borel lungo una curva
rettificabile.

Definizione 4.1.15. Sia v : [a,b] — X una curva rettificabile e p : |y] —
[0, 00] una funzione di Borel (ricordiamo che || = v([a, b])). Allora definiamo

l v [ " o) dt.

dove 7 : [0,1(y)] — X ¢ la parametrizzazione per lunghezza d’arco di 7.
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Teorema 4.1.16. Sia v : [a,b] — X wuna curva Lipschitziana e p : |y] —
[0, 00] una funzione di Borel. Allora

[o- [ s

Dimostrazione. Dato che per il teorema e il corollario y=7505,
e s, ¢ Lipschitziana con $,(t) = |§|(t) q.0., facendo il cambio di variabile
T = s,(t) abbiamo

[o= [ oatenar= [ statsoms, = [ sl ae

4.2 Misure doubling e operatore massimale

Studieremo alcune proprieta di media per funzioni su spazi metrici. Tali
risultati dipendono da una proprieta di riscalamento della misura. In parti-
colare risulta utile restringersi ad una particolare classe di misure di Borel
dette doubling. Introdurremo una naturale generalizzazione dell’operatore
massimale di Hardy-Littlewood per funzioni su spazi metrici, ed osserveremo
che essa possiede, nel caso in cui la misura sia doubling, proprieta funzionali
del tutto simili a quelle dell’operatore classico su spazi euclidei (per il caso
reale vedi [16]).

Definizione 4.2.1 (misura doubling). Una misura p di Borel p: B(X) —
[0, 00] ¢ detta doubling se 0 < pu(B) < oo per ogni palla B, ed esiste una
costante Cy > 1 detta costante doubling tale che

wu(Bar (7)) < Cq p(By(x)) Vre X, Vr>0. (4.15)
Mostriamo ora una caratterizzazione di queste misure.

Teorema 4.2.2. Una misura p1: B(X) — [0, 00] per cui 0 < p(B) < oo per
ogni palla B, é doubling se solo se esistono s, C' tali che

W(B.(x)) (e
) 2 (%) (410

per ogni x,y € X e per ogni R > r > 0 tali che x € Bg(y).
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Dimostrazione. (<) Da (4.16]) prendendo y = x e R = 2r abbiamo

(1(Boy(z)) < é (%)Su(Br(w))

che é quanto volevamo.
(=) Peri =1,2,..., definiamo R; := 2r e sia j := min{i|Br(y) C Bg,(x)}.
Iterando (4.15)) j volte otteniamo

“(Br(x)) —J
W(Brly)) =

D’altra parte Br(y) ¢ Bg,_,(7): allora poiché x € Bg(y) si ha R;_; < 2R.
Quindi

1(Br(y)) < p(Bg,(z)) < Cou(B,(x)) =

A 4
2071 < 2R — j < log, (—R).
T

Vogliamo mostrare che esistono due costanti positive C’ e s che soddisfano la
relazione |D e per fare cio esibiremo s e C’ tali che C;7 > C'(%)*. Sia
C" := C;?, troviamo un s > 0 che soddisfi tale disuguaglianza: si ha

*j+2> LS 9 < E
o _(R) — J 2_slogcd(r .

Ma per quanto visto sopra

. 4R . R
J <log, — — j—2<log, s

Allora basta che slogc, (%) > log, (%) per avere la tesi. Quindi basta
scegliere s = log, Cjy. O

L’esponente s = log, C; ¢ chiamato dimensione omogenea dello spazio
X. Notiamo che la dimensione omogenea non ¢ univocamente associata
ad una data misura doubling, infatti si pud sempre prendere una costante
Cy piu grande. Ma ¢ anche vero, come visto nella dimostrazione, che in
generale l'esponente s = log, Cy non puo essere abbassato. Verrebbe naturale
definire costante doubling 1’estremo inferiore delle costanti che soddisfano
la definizione 4.2.1] e quindi fissare univocamente la dimensione omogenea s,
ma a volte in letteratura viene richiesta la condizione s > 1, soprattutto nei
teoremi di immersione di Sobolev dove I'esponente s gioca lo stesso ruolo di n
(dimensione di R™) e puo essere utile farlo variare. Nel caso particolare in cui
i € la misura di Lebesgue su R™ troviamo appunto che Cy = 2" e che s = n.
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Osservazione 4.2.3. Se p € una misura doubling, allora grazie a (4.16]) p &
finita sui limitati ed ¢ uniformemente localmente positiva, nel senso che per
ogni limitato A C X e per ogni ¢ > 0

inf p(B(z,e)) > 0.

La proprieta doubling di una misura é strettamente collegata alla geometria
dello spazio; i seguenti risultati forniscono condizioni sullo spazio affinché
possa supportare una misura doubling.

Lemma 4.2.4. E|Se i e doubling, allora lo spazio metrico X e doubling, nel
senso che esiste una costante C' > 0, dipendente dalla costante doubling Cy,
tale che il minimo numero di palle di raggio 5 necessario per ricoprire ogni
palla B(x,r) ¢ maggiorato da C'.

Dimostrazione. Sia {x;}ic; C B(x,r) un insieme di punti massimale rispetto
alla proprieta che d(z;, x;) > § per ogni ¢, j € I con i # j. Per massimalita,
B(x,r) C Uier B(w;, §) e inoltre B(x;, 7) sono palle disgiunte; per la definizione

e per (|4.16)) abbiamo

> u(B(i, 7)) < p(Bla,2r)) < Cap(Bla,r)),

i€l

da cui, dividendo gli estremi della disuguaglianza per u(B(z,r)), troviamo

(B(=i, 7)) o,s
oz 3 B 22O

Allora ricordando che s = log, Cy abbiamo |I| < C9. O

i€l el

Osservazione 4.2.5. 11 lemma ci dice che in (X, d, ) un insieme limitato
é totalmente limitato: EL infatti per ogni limitato K esiste un punto z € K e
un raggio R > 0 per cui K C B(z, R). Sia ora ¢ > 0: allora esiste un n € N
per cui 27"R < e. Allora applicando n volte il lemma troviamo l’insieme
cercato; la sua cardinalita sara minore di Cn.

Teorema 4.2.6. Uno spazio metrico, completo e doubling é proprio.

Dimostrazione. Sia K C X un sottoinsieme chiuso e limitato. Per 1’osser-
vazione , K ¢ totalmente limitato, inoltre lo spazio metrico (K,d) e
completo. Allora (K, d) é uno spazio metrico completo e totalmente limitato,
dunque compatto. O

Wale il viceversa per spazi metrici completi, si veda |29,33]
2Un sottoinsieme K di uno spazio metrico (X, d) si dice totalmente limitato se per ogni
€ > 0 esiste un insieme finito di punti {z;} tale che K C UB(x;,¢)
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Le misure doubling hanno molte proprieta in comune con la misura di
Lebesgue in R"™; infatti 'operatore massimale di Hardy-Littlewood é limitato
in L” con p > 1, per p = 1 si ha una stima debole (1, 1) e vale il teorema di
differenziazione di Lebesgue.

Definizione 4.2.7 (operatore massimale di Hardy-Littlewood). Date due
misure ;4 e ¥ non negative su uno spazio metrico X, definiamo 'operatore
massimale della misura v rispetto alla misura p come

— s V(Br(x))
M(z) = sup B )

Inoltre definiamo My := My, per ogni funzione Boreliana f : B(X) — [0, 00]
se la misura p ¢ chiara dal contesto.

Ve e X.

Osservazione 4.2.8. Segue dalla definizione che

— _ (fu)(Br(z) fBr(x) f du B
Mie) = Mylo) = sup S o R =sp ] S d

Osservazione 4.2.9. L'operatore massimale M ¢ una funzione misurabile.

Dimostrazione. Sia f una funzione borelaina non negativa, allora la funzione
fBT(I) f du & continua rispetto alle due variabili e r. Poiché

sup][ fdp = sup][ [ dp
r>0 J B, (x) reQt J B, (x)

M risulta misurabile perché estremo superiore di un insieme numerabile di
funzioni misurabili. O]

Ci proponiamo di studiare per quali classi di funzioni 'operatore massimale
ha proprieta rilevanti. Cominciamo mostrando che per una qualunque funzione
non nulla f € L} (Q) con Q aperto di R™ allora M; ¢ L'(Q,m,). Ma nel
seguito vedremo che nel caso p = 1 abbiamo una stima debole (1-1). Nel caso
p € (1,00) abbiamo un teorema dovuto a Hardy e Littlewood che ci dice che

se f € LP(E, u) allora anche My vi appartiene.
Proposizione 4.2.10. Sia f € L},.(R™) non nulla; allora My ¢ L*(R™).

loc

Dimostrazione. Data f € Lj,.(R™) non nulla esiste un R > 0 tale che

/ |f| de =C con C > 0,
Br(0)
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(se 0 ¢ € ci si puo riportare in questa situazione con una traslazione, e la
misura di Lebesgue ¢ invariante per traslazioni). Allora per definizione di
operatore massimale di f rispetto alla misura di Lebesgue abbiamo:

_ fBr(w)fd'u fBR-Hac\(z)fdﬂl C
Ms(@) =swp= B @) = iBram@) = #Brm(@)’

. C 1 n . .
Ci basta mostrare che ———rs By @) ¢ L'(R™) per provare la tesi. Notiamo che

C C e 2|

WBripl (@) wy (R+2])"  wa 2" (R + 2])"

||

ma la quantita ( | ‘)n é limitata e tende crescendo ad 1, per cui la funzione
R+|x

all’'ultimo membro non appartiene a L'(R"). Ne segue

C
M; da > / L dr=o0
Rn Br()c wWn (R + |2])

quindi la tesi. OJ

Teorema 4.2.11 (Stima debole (1—1)). Siano p e v due misure non negative
su uno spazio metrico X. Se p & una misura doubling con supp(p) = X,
allora esiste una costante K (dipendente dalla costante doubling di p) per cui
vale la sequente stima:

,u({x e X| M,(x) > )\}) < ?I/(X) VA > 0. (4.17)

Prima di procedere dimostriamo un lemma di ricoprimento.

Lemma 4.2.12. Sia X uno spazio metrico e sia § un’arbitraria famiglia di
palle in X tali che sup {r(B)|B € §} < +oo con r(B) raggio di B. Allora
esiste una sottofamiglia § C §, costituite da palle disgiunte, tale che

UBc B

Beg Beg’
con BTZE?) := B(x,5r).

Dimostrazione. Partizioniamo la famiglia § in sottofamiglie a due a due
disgiunte

R R
S]:{Beglﬁ<T<B)§2—]}
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con j € Ne R:=sup{r(B) | B € §}. Sia §, una sottofamiglia di elementi
disgiunti massimale in §,, che esiste per il lemma di Zorn (infatti ogni catena
ascendente rispetto all’inclusione ha un elemento massimale che € I'unione di
tutti gli elementi della catena). Allora induttivamente scegliamo §; per j € N
come una famiglia di elementi disgiunti massimale in

j—1
{Besj | BNB =10 VB’EUS{}. (4.18)
=0

Posto §' 1= U52,§;, la famiglia §” ¢ disgiunta per costruzione. Ora scegliamo

B € 3§j; affermlamo che esiste B’ € U_,§! tale che B C B, il che concludereb-
be la dimostrazione. Scegliamo B’ € UJ_y§! tale che BN B’ # ); un tale B’
esiste: infatti se per ogni B’ € U/_ _%; fosse BN B’ = (), potremmo aggiungere
B alla famiglia §;, contro la massimalita. Allora per definizione r(B) < R 277
e r(B') > R2777!; ne segue r(B') > 5R277-1 > R27t! > 2¢(B), il che
implica B C B O

Osservazione 4.2.13. Se I'insieme X ha misura finita e ogni palla ha misura
strettamente positiva, la famiglia §’ := U2} ha cardinalita al pitt numerabile.
Infatti gli insiemi §! sono al piu numerablh perché sono costituiti da insiemi
disgiunti con misura strettamente positiva la cui unione ¢ contenuta in X. Si
conclude per additivita della misura p.

Possiamo ora dimostrare il teorema [4.2.11]

Dimostrazione. Se v(X) = oo non ¢’ niente da dimostrare; supponiamo
quindi v(X) < oco. Scegliamo A > 0, R > 0 e definiamo

o uBE)
M, g(z) == Oqu (B (2)) Ve e X (4.19)
Ap = {z € X|M, g(z) > A} (4.20)

Sia § la famiglia di tutte le palle aperte B,(x) tali che x € Ag, 0 <1 < R, e
v(B,(z)) > AMu(B,(z)). Dal lemma esiste una sottofamiglia di elementi
disgiunti §' C § tale che Ar C Upey B dove B ¢ come nel lemma .
Poiché p ¢ doubling e 5 < 23 abbiamo:

) < (U B) < 3 uh)

Beg' Beg’
03
. 3 d
[ doubling) < Ci > u(B) < =L " v(B)
BegF’ Beg’
3
<%y = Eux)



Poiché v(X) < oo, per l'ossservazione {4.2.13|1a famiglia §’ ¢ al pitt numerabile.
Infine per I'arbitrarieta di R, otteniamo:

p({e € X M) > 2}) < lim p(dg) < 2o

(X) YA > 0.

]

Utilizziamo la stima appena trovata per dimostrare la versione del teorema
di Lebesgue nel caso metrico.

Teorema 4.2.14 (di Lebesgue). Siano X uno spazio metrico, 1 una misura
doubling su X e f una funzione in L}, (X, pn). Allora abbiamo:

. 1
lim
70 W™

/ ) = @) duty) =0 (4.21)

per p-quasi ogni T € X.

Osservazione 4.2.15. Un punto che soddisfa (4.21]) ¢ detto punto di Lebesgue
per f. Il teorema appena enunciato pud dunque essere cosi riformulato:
L’insieme dei punti di X che non sono di Lebesgue per f ha misura nulla.

Dimostrazione. Per il teorema di Lusin (teorema [1.2.13]) e per il teorema
di Tietze (teorema [1.2.16]) per ogni ¢ € N possiamo trovare una funzione
continua f; tale che, posta g; = f — fi, vale ||gi||1,(x ) < 27". Definiamo

]W:{xGXH%h>@Y}U{xEXHmM>(gY}

Per la disuguaglianza di Markov (teorema [1.2.20)) e per la formula (4.17))
abbiamo

w3 < (5) lallron + K (5) oo < (5) 0+ K)

con K come in (4.17)), il cubo della costante doubling di ;. Definiamo ora

N:=[JN.

n>1i>n

Si ha p(N) = 0, infatti

U< () () =a() av

i>n po
SGISOREV(VOREONERE



Mostriamo che (4.21) vale per ogni * € X \ N. Se z € X \ N, allora
x ¢ N; per i sufficientemente grande (dipendente da x); allora |g;|(z) < (%)

e Mg, (x) < (%)Z per 7 sufficientemente grande. Quindi per ¢ opportunamente
grande abbiamo, essendo [ = f; + ¢;:

/B 1) = 1) duty)

lim sup -
rl0 Wwnr

< limsup f V)~ )] duty)

rl0

+ lim sup ][ 19:(y) — gi(x)| dply)
rl0 B.(z)

<0+ limsup f 19:(w)] + lgs(@)]] duy)
rl0 Br(z)

dove il primo addendo va a zero per la continuita di f;. Ora per I'osservazione
[4.2.8) e per le maggiorazioni fatte abbiamo

lim sup ][ [9:)] + 19:(@)] dua(y) < 1gi()] + limsup ][ 5:)] duly)
"0 JB.() 0 JB.()
2

< lgil(x) + Mg () < 2(3)
che tende a zero quando ¢ tende ad infinito. O

Lemma 4.2.16 (Principio di Cavalieri). Sia E un insieme non vuoto, M
una o-algebra su E e p una misura non negativa su M. Se u e una funzione
integrabile e non negativa su E, allora

/E w dp = /0 T (w1 dt. (4.22)

Dimostrazione. Supponiamo che p sia o-finita e che u sia sommabile, allora
per ogni x € ¥ abbiamo

u(x) = / dt = / X[0,u(z)] (t) dt.
0 0

Per il teorema di Fubini (che possiamo utilizzare perché abbiamo supposto u
sommabile) abbiamo

[ dn= [ [ xoucontt)dt dy
E EJO

:/ /X{er;u(x)>t}(£E) dudt:/ p({u > t}) dt.
0 E 0
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Se p non & o-finita, sia A := {u > 0} e i la restrizione di p ad A. Osserviamo

che
/udu—/udﬁ
E A

plfu > 1}) = p({u > t})

Allora se g1 ¢ o-finita concludiamo per quanto appena visto. In caso contrario
per ogni successione di insiemi (X;) C 91 tali che U; X; = A esiste un indice k
per cui p(Xy) = oo. Consideriamo gli X; della forma X; := {u > i~'}, allora
esistera un k tale che u({u > k='}) = oo. Allora

[Cuttws iz [Futosmaz a(fos 1)) <o

Ma allo stesso tempo u ¢ L'(E, u1), infatti

1 1 1 1
/]u\ d/LZ/ |ul duZ—u({]u\>—}) Z—u({u>—}>:oo.

Allora poiché u & non negativa segue che || 5 U dp =00, e questo completa la
dimostrazione. O

Osservazione 4.2.17. Con il principio di Cavalieri abbiamo guadagnato un
criterio di sommabilita per funzioni non negative. Una funzione f non negativa

¢ sommabile se e solo se il secondo membro di (4.22)) ¢ finito.

Corollario 4.2.18. Sia E un insieme, M una o-algebra su E e p una misura
non negativa su M. Se u e una funzione integrabile e non negativa su F
allora vale la sequente uguaglianza:

/Eup di=p /000 t* u({u > t}) dt (4.23)

per ogni p > 1.
Dimostrazione. Utilizzando la (4.22) sulla funzione u? e con il cambio di

1 )
variabili s = t? otteniamo

/Eup dp — /OOOM({UP 1)) dt
:/Ooou<{u>ti}> at

—p / T lu{u > s)

quindi la tesi. O
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Il seguente risultato, dovuto ad Hardy e Littlewood, mostra come 1'opera-
tore massimale ¢ una mappa continua da LP in L” per ogni p > 1.

Teorema 4.2.19 (di Hardy-Littlewood). Sia (X, p) uno spazio metrico con
una misura doubling, e sia f € LP(X, 1) conp>1 0p=occ. Allora

[Mlle < Cpl| £l v (4.24)

per una certa costante C, > 0 che dipende solo da p.

Dimostrazione. 1l caso p = oo si dimostra utilizzando la definizione di My,
infatti

o du o 1 llpe dp
J5.0) < sup S5, £l

M¢(xz) = sup < = [[fllzeo
) =) S ey ]
e passando all’estremo superiore abbiamo la tesi.
Vediamo il caso p > 1. Osserviamo intanto che
|f3()fdﬂ| fB()|f‘dﬂ
My|(z) = sup —2——— <sup =2 = x
M) = s = B, @) <5 By Ml

5
B Jo, ) £ 5.0 [(f =5 +5] du

M) =sup =g gy <50 1(B.(2)

B fBr(w) (f —5)Tdn ¢

ST B@) 2

quindi possiamo supporre f > 0. Set >0, da f < (f —Ht + % otteniamo

Dunque

{M; >t} C {M(f_%)+ > %}

u({0; > 1}) < u({M(f o> 1)

t
2
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Allora per (4.23)) abbiamo
/ (M;)? dp =p/ = u({Mf > t}) at
X 0
o t
< p-1 M =
[t = 2s] :p2p/ sP1 ,u({M(f_s)+ > 3}) ds
0
* K
@ < [0S [ (@) -9 duds
0 5 J{f>sy
<k [ 5 [ @i lo) duds
0 X
(Tonelli) < Kp2p/ f(x)/ P72 X o5 () ds dp
b 0

f(=)
< Kp2p/ f(x)/ P72 ds dp

—K—QP/f Y dy
-G [ sy du,

K
p_z
1

dove la costante

_y szp
dipende da p e Cy (la costante doubhng di p). Estraendo la radice p-esima
abbiamo la tesi. O

4.3 Moduli di famiglie di curve

In questo paragrafo assumiamo che (X, d, ;1) sia uno spazio metrico misurato.
Sia M la famiglia delle curve rettificabili non costanti. Puo accadere che
9 = (), ma a noi interesseranno spazi metrici in cui 9 sia abbastanza grande.
Nel seguito analizzeremo delle proprieta valide per “quasi tutte” le curve; a
tale proposito introduciamo una misura esterna su 99t che rendera rigoroso la
dicitura “per quasi ogni v € "

Definizione 4.3.1. Dato I' C 9, sia F(I') la famiglia di tutte le funzioni
boreliane p : X — [0, 00| tale che

/,021 Vyel.
0l
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Ora per ogni 1 < p < oo definiamo

Mod,(I') = inf /prdu.

peF(T)
Il numero Mod,(I") & chiamato p-modulo della famiglia I'.
Teorema 4.3.2. Mod, ¢ una misura esterna su M, cioé
1. Mod,(0) =0,
2. Se 'y C Ty, allora Mod,(I'y) < Mod,(I'y),
3. Mod,(U2,T;) <> 72, Mod,(T).
Dimostrazione. 1. Mod,(0) = 0 perché p = 0 appartiene a F(()).
2. SeI'y C Iy allora F(I'y) C F(I'y) e quindi Mod,(I'1) < Mod,(T';).

3. Intanto si puod supporre che per ogni indice i Mod,(I;) sia finito, perché
altrimenti la tesi sarebbe banale. Ora, scegliamo p; € I'; tale che

[y PP dp < Mod,(T;) + 227, Allora p = (X2, o) € F(UR,T}), e

/wppdu—/xipfdu—i/xp?dugZMOCZP(FZ-)—FE, (4.25)

quindi la tesi.
O]

Dal teorema m@) abbiamo visto che pit ¢ grande la famiglia, piu &
grande il modulo. Ma vale anche che piti sono corte le curve, piu il modulo
cresce:

Lemma 4.3.3. Siano I'y,I'y C M. Se per ogni curva, v : [a,b] = X, vy €T
esiste una curva ¥ : [c,d] = X, v € 'y tale che [c,d] C [a,b] e Yeaq =7,
allora Mod,(I'y) < Mod,(I's).

Dimostrazione. F(I's) C F(I'1) e quindi la tesi. O

Se una certa proprieta vale per ogni curva v € MM\ " con M C M e
Mod,(I') = 0 allora diciamo che la proprieta vale per p-g.o. curva in 9. Se
M = M diciamo che la proprieta vale per p-q.o. curva.

Negli spazi euclidei la nozione di p-q.o. curva é consistente con la nozione di
“quasi tutte le curve parallele ad una direzione coordinata”. Piu in dettaglio:
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Esempio 4.3.4. Sia Q" = [0,1]" = [0,1] x Q"' e sia z = (21, 2’) un suo punto.
Sia 1 < p < co. Dato £ C Q™ !, consideriamo la famiglia di curve passanti
per E e parallele a x1, cioé

Ig={y:[0,1] = Q" | v (t) = (t,2"), 2’ € E}.

Allora Mod,(I'g) = 0 se e solo se m,,_1(£) = 0. Quindi in questo caso p-q.o.
curva (parallela alla direzione z;) corrisponde a q.o. rispetto alla misura di
Lebesgue m,, 1 (dove identifichiamo ogni segmento con la sua proiezione su

{0} x Q"1).

Dimostrazione. (=) Per ogni € > 0 esiste una funzione p € F(I'g) per cui,
grazie alla disuguaglianza di Holder,

(/ p‘”du > //ppdu
> ma(B)7 [ / plt, ') dtd' > my (E),

da cui m,,_1(E) = 0.
(<=) Notiamo che p = xp1jxe € F(I'g); allora

Mod,(I'g) < /n pFdp =m,([0,1] X E) =m,_1(E) = 0.

Ora caratterizziamo le famiglie di curve I' di p-modulo zero.

Teorema 4.3.5. Sia I' C M, allora Mod,(I') = 0 se e solo se esiste una
funzione boreliana non negativa p € LP(X), tale che

/,0=+oo Vyel.
.

Dimostrazione. (=) Per ipotesi, per ogni n € N esiste una funzione p,, €
F(T) tale che [, pb dpu < 27" Allorala funzione p := (37 p,) ¢ la funzione
cercata.

(«<=) Per ipotesi esiste una funzione boreliana positiva p € LP(X) per cui
f7 p = oo per ogni 7y € I'. Allora per ogni n € N la funzione £ appartiene a

F(I'), quindi Mod,(I") < lim,_,o HﬁHLP = 0. O

Corollario 4.3.6. Data una funzione boreliana non negativa g € LP(X), con
1 <p<oo, siha fvg<oo per p-q.o. v € M.
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Questo teorema sara utile nel seguito:

Teorema 4.3.7. Siano uy : X — R = RU {—o0, +oc} funzioni boreliane,
tali che u, — u in LP(X). Allora esiste una sottosuccessione (ug,); per cui

/]ukj—u]—>0 perj — 00,
2

per p-q.o. curva y € M.

Dimostrazione. Sia (uy;); una sottosuccessione tale che

/ g, — ulP dp < 27777 (4.26)
X

Sia ora I' C 9 tale che, per ogni v € T', f7 |ug, —u| non converga a 0; vogliamo
provare che Mod,(I") = 0. Denotiamo con I'; C 9 la famiglia di curve per cui
J, lug; —u| > 277 per ogni v € I';. Notiamo che 2/|uy; — u| € F(T;) e quindi
per quanto supposto su (ug,); abbiamo Mod,(I';) < 277. Poiche T' C U3, T
per ogni i € N, allora Mod,(T") < 27" per ogni 4, per cui Mod,(I') =0 e
dunque la tesi. O

4.4 Gradiente superiore

Vogliamo generalizzare il concetto di gradiente superiore introdotto da B. Levi
nel 1901 in R? (utilizzando solo linee orizzontali e verticali) e generalizzato a
R™ da B. Fuglede nel 1957 [14]. Tale generalizzazione in spazi metrici ¢ stata
ottenuta da Heinonen e Koskela nel 1998 [24].

Definizione 4.4.1. Sia u : X — R una funzione boreliana. Diciamo che una
funzione g : X — [0, 00] & un gradiente superiore di u, se

) ~ulw) < [ 9 (1.27)
i

per ogni curva rettificabile v che congiunge i punti z,y € X. Diciamo invece

che g ¢ un gradiente superiore p-debole se la condizione (4.27]) vale per p-q.o.

curva vy € 9.

Osservazione 4.4.2. Se g ¢ un gradiente superiore di u e f é una funzione
boreliana per cui f = g u-q.o., allora non é detto che f sia un gradiente
superiore di u.
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Esempio 4.4.3. Sia (X,d, 1) la palla B(0,2) C R? con la distanza euclidea e
la misura di Lebesgue ristretta alla palla. Consideriamo u(z) = ||z||, allora
g = 1 é un gradiente superiore: infatti

= Il < llo = ol < 22) = [ 1.
gl
per ogni curva che collega x,y € X. Sia invece f definita da

o= {} mrz g ¥

0 sex € {r =ux}.

Se consideriamo la curva 7 : [0,1] — X definita da y(t) = (1, tzs), allora
abbiamo |||(1,1)|| — [|(0,0)]|| = v2 >0 = f7 f. Quindi f non é un gradiente

superiore.
Sotto questo punto di vista il gradiente superiore p-debole & pit flessibile:
Lemma 4.4.4. Sia u : X — R wuna funzione boreliana, g un gradiente

superiore p-debole di v e f un altra funzione boreliana non negativa tale che
f =9 p-qo.. Allora anche f é un gradiente superiore p-debole di u.

Dimostrazione. Consideriamo la successione costante f, = f. Per ipotesi

abbiamo che | f,—g| — 01in LP(X), quindi per il teorema[4.3.7 [ |f—gldp =0
p-q.o. su 9. Allora per ogni z,y € X abbiamo

W@%WWMSAQSLf+£V—MSAﬁ

sulle curve in 9 che congiungono x e y; quindi f & gradiente superiore
p-debole e vale la convergenza del teorema [£.3.7 quindi per p-q.o. curva. [

Il prossimo risultato mostra che il gradiente superiore p-debole puo essere
approssimato da gradienti superiori.

Lemma 4.4.5. Sia u: X — R una funzione boreliana finita q.o.. Se g é un
gradiente superiore p-debole di u, allora per ogni € > 0 esiste un gradiente
superiore g. di u tale che

g-(x) > g(xr) VeeX e llge — gllzr < €.

Dimostrazione. Sia I' C 9 la famiglie di curve 7 : [a,b] — X per cui non
vale la disuguaglianza

mww»—wwwﬂs/g

~
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Allora per definizione Mod,(I') = 0, quindi per il teorema esiste una
funzione boreliana positiva p € LP(X) tale che f7 p = 0O per ogni curva
v € M. Allora per ogni € > 0 considerando le funzioni g. = g + sm,
abbiamo la tesi. ]

Il risultato seguente mostra come il gradiente superiore di u sia proprio la
generalizzazione di |Vul.

Proposizione 4.4.6. Se u € C*(Q) con Q un aperto di R™, allora |Vu| é
un gradiente superiore di u. Questo gradiente é il pit piccolo, nel senso che

se g € L} (Q) ¢ un altro gradiente superiore di u allora g > |Vu| g.o..

Dimostrazione. Siano z,y € X e v : [a,b] — Q una curva rettificabile,
parametrizzata secondo la lunghezza d’arco, che connette x e y. Allora
ricordando che |¥|(t) = 1 per la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz abbiamo

ute) - atil = | [ oo < [ 1vuionian= [ 1ol

Sia ora v € S"! una direzione in R™. Consideriamo tutte le curve definite
su un compatto tale che ¥ = v, cioé tutti i segmenti orientati paralleli a
v parametrizzati secondo lunghezza d’arco. Sia g € LP(2) un gradiente
superiore di u: allora, per il corollario g ristretto a q.o. segmento risulta
integrabile. Siano x e y estremi di un tale segmento y(t) = x + tr con
r = |x — y|. Allora dalla definizione di gradiente superiore

lu(r) —u(y)| < /g = /Org(v(t))dt.

Dividendo per r e facendo il limite per r — 0, per il teorema [4.2.14] abbiamo

o(o) =l g((0)) d > 1y 4D T H V)
r—=0 [, r— r

= |Vu(z)-v|, (4.28)

per ogni x punto di Lebesgue di u che rispetta le condizioni precedenti, quindi
per q.o. x € Q. Allora se {1, } ¢ un sottoinsieme denso di S"~! abbiamo che,
per tutte le direzioni v, la (4.28)) vale q.o. (I'insieme di misura nulla su cui
non vale & unione degli insiemi di misura nulla associati alle direzioni v,).

Allora per q.o. = € Q, considerando una sottosuccessione di {v,} che tende a
Vu(z)
[Vu(z)|

, per la continuita del prodotto scalare abbiamo g(x) > |Vu(x)|. O

Osservazione 4.4.7. La proposizione [£.4.6] non ¢ piu vera senza l'ipotesi
g € L} (R™). Infatti sia u(z) = z su [0, 1], sia E C [0, 1] un insieme di tipo
Cantor con misura di Lebesgue positiva. Allora la funzione g = co - xg € un

gradiente superiore per u, ma non é vero che g > |u/| q.o..
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E naturale chiedersi se esista una costruzione canonica per un gradiente
superiore di una funzione u in spazi metrici. Sia u un’arbitraria funzione
Lipschitziana su uno spazio metrico e definiamo:

|V*u|(x) := limsup M
ytay—e  A(T,Y)

Allora |V*u| é un gradiente superiore. Ma si puo dire di pi:

Definizione 4.4.8. Sia u : X — R. Definiamo la costante di Lipschitz
superiore e inferiore in un punto x € X come
L L
Lipu(z) = limsup (x,—u,r)7 lipu(x) = liminf M,
r—0 r r—0 r
dove
L(z,u,r) = sup{|u(y) —u(z)| : d(z,y) <r} per r>0.

Chiaramente lip(u) < Lip(u) = |VTu|(z) e si mostra facilmente che se u &
Lipschitziana Lip(u) e lip(u) sono funzioni boreliane.

Lemma 4.4.9. Se u: X — R ¢ una funzione Lipschitziana, allora Lip(u) e
lip(u) sono gradienti superiori di u.

Dimostrazione. Sia 7 : [a,b] — X una curva rettificabile, parametrizzata per
lunghezza d’arco, che congiunge x e y. La funzione u o v ¢ Lipschitziana
(perché composizione di due funzioni Lipschitziane) e quindi differenziabile
q.0.; allora vale |(uo7)'(t)| < lipu(t), infatti

g LeYE ) —uon(h)

(oY ()] = 1imu07(t+h)—u0fy(t)’:‘h

h—0 h h—0 h
< lim i SEPUECV(E+ K)) —u(y(B))] = diy(t+ k), (t) < b}
~ h—0 h
= lipu(t),

per cui vale

@)~ =| [ guG@ya < [ i a

e quindi la tesi. O

Osservazione 4.4.10. Se u ¢ solamente continua lip(u) non & un gradiente
superiore. Un controesempio & u la funzione di Cantor (vedi esempio [2.4.20)),
infatti v’ = 0 q.0. e quindi lip(u) = 0 non é un gradiente superiore.
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4.5 Spazi di Sobolev metrici

Definizione 4.5.1. Siano (X, dx) e (F,dr) spazi metrici, e sia 4 una misura
di Borel non negativa, finita sugli insiemi limitati.

Per p € [1,+oc|, definiamo WLP(X, u, F) come lo spazio di tutte le
funzioni u : X — F tali che esistono g € LP?(X), g > 0e N C X (dipendenti
da u) con u(N)=0e

dp(u(z), u(y)) < dx(z,y)(9(x) +9(y))  Ve,ye X\N.  (4.29)

Tale g (in generale) non ¢ unica; definiamo allora M (u) come l'insieme
delle g € LP(X) per cui vale la definizione, a meno di un insieme N di
misura nulla dipendente da g. Come di consueto identifichiamo due funzioni
u,v € WEP(X, 1, F) se u = v p-q.o. su X.

Osservazione 4.5.2. A nol interessera essenzialmente il caso F' = R.

Si puo provare che 'insieme M (u) € convesso e chiuso in LP(X) e che se
p € (1,+00) esiste un unico elemento in M (u) con norma minimale (perché
LP(X) & uniformente e strettamente convesso).

La definizione [£.5.1] introdotta da Hajlasz nel 1996 in [19] (nel caso
F =R), é motivata dal seguente risultato:

Teorema 4.5.3. Siano Q C R" un dominio di estensione (vedi [3.4.4)) e
p > 1. Allora uw € WHP(Q), lo spazio di Sobolev classico, se e solo se esiste
una funzione g € LP(Q) e un insieme N di misura nulla tali che vale

[u(x) —u(y)| < |z —yl(g(z) + g(y)) Va,yeQ\N.

Consideriamo ora uno spazio metrico (X,dy) e una misura di Borel
positiva tali che diam(X) < oo e u(X) < oo. Per p > 1 dotiamo WLP(X, )
della seguente norma

p = + inf : 4.30
g 2= Il + inf gl (4.30)

Osservazione 4.5.4. Si verifica facilmente che [jul|;1» ¢ effettivamente una
m
norma, in quanto somma di una norma e di una seminorma.

Questa ¢ una generalizzazione della norma classica degli spazi di Sobolev;
nel nostro caso, mancando una struttura differenziale, la norma del gradiente
é rimpiazzata da un opportuno estremo inferiore.

. . . 1’p .

Adesso mostriamo che, come nel caso classico lo spazio (W (X, ), || - [lyy1.0)
¢ di Banach.

Teorema 4.5.5. Se p > 1 lo spazio (WLP(X,p), || - HW%;”) ¢ di Banach.
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Dimostrazione. Sia (f,), una successione di Cauchy in WLP(X, u). Dalla
definizione di || - [[;1» esiste una f € LP tale che (f,), converge in L? ad
f. Proviamo che f € WP e che la convergenza ¢ in WP, Sia (f,.); una
sottosuccessione che converge puntualmente a f tale che || f,, ., — fu.llyy2 1p <

27% allora per ogni i esiste una ¢; € L? per cui vale

|(Frir = fu) (@) = (Foris — i) W)] < dx(2,9) (gi(2) + 9:(y)) ,

e |lgille <27% Se h:=73 .2, g; abbiamo ||hl|z» < 1.
Segue che se j > ¢ abbiamo

| (fn; = fu) @) = (fu, = for) )] < dix (@) (Zgn +Zgn<y>)
< dx(z,y) (h(z) + h(y)).

Passando al limite per j — oo segue che

|(f = foi) (@) = (f = fu)) W) < dx () (h(x) + h(y)),

da cui troviamo la convergenza in W1». Inoltre
|f () = F < (= foi) (2) = (F = o) W)+ [ fri(2) = i ()]
< dx(z,y) (h(z) + h(y) + gi(x) + g:(y))

ove g; € M(f,,). Dunque f € WiP(X, p).
[

Vale inoltre un teorema di densita delle funzioni Lipschitziane in WP (X, d, 11).

Teorema 4.5.6. Se u € WHP(X d,u) con 1 < p < oo, allora per ogni e > 0
esiste una funzione Lipschtziana h tale che

p{z fu(z) # h(z)}) <e
2. lu—hl|lwir <e.

Dimostrazione. Sia Ey = {z € X : |u(z)] < A, |g(x)| < A} dove g ¢
I'elemento di minima norma in M (u) (vedi la definizione [4.5.1)). Essendo
u,g € LP(X) allora APu(X \ E)) — 0 per A — oco. Poiché u € WP abbiamo
che wg, ¢ Lipschitziana con costante di Lipschitz 2\. Possiamo estendere
u|g, ad una funzione u su X con la stessa costante . Ora possiamo
modificare questa estensione nel seguente modo:

uy = (sgnu) min(|al, A).
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Ovviamente uy é Lipschitziana di costante 2\, UNE, = U|B, € lux| < A. Inoltre

p{x  u(z) #un(z)}) < p(X\E)\) —0 per A — oc.

Per avere la tesi basta provare che uy — u per A — oo in WLP. Intanto
uy — u in LP, infatti

u= ke = [ =P
X\Ey
SC’(/ |u|pdp+)\pp(X\E,\)>—>O per A — o0.
X\Ey

Ora stimiamo la norma della funzione

(2) = 0 se x € F)
INE) = g(x) +3\ sexe X\ E,.

Vogliamo provare che g, € M (u — uy), ossia che

[(w = ux) () = (u—ur)(y)] < d(z,y)(g9r(z) + 92(y)) (4.31)

a meno di un insieme di misura nulla. La disuguaglianza é ovvia per ogni
x,y € Ex\ N (dove N é l'insieme di misura nulla fornito dalla definizione di
u). Fissato A, se z,y € X \ E) abbiamo

[(u —ux)(2) — (u—ux)(y)] < |u(z) —u(y)| + |ur(z) — ua(y)]
< d(z,y)(9(x) + g(y) + 2))
< d(x,y)(gr(w) + ga(y)),

per ogni z,y € X \ (E\UN). Se invece x € E) e y € X \ E) abbiamo
|(u = ux)(2) = (v —un) ()| < July) — ul)] + ur(z) = ur(y)]
< d(z,y)(9(x) + g(y) +2))
< d(z,y)(9(y) +3X)
< d(z,y)(gr(x) + 9r(y)),

perogniz € Ey\\N ey € X\ (E\UN); allora (4.31)) vale per ogni z,y € X\ N.
Ora dato che ||gx||» — 0 per A — oo abbiamo la tesi. O
4.6 Disuguaglianza di Poincaré

In questo paragrafo presentiamo una generalizzazione della classica disugua-
glianza di Poincaré e nel caso in cui la misura p sia doubling vediamo la
relazione tra tale disuguaglianza e gli spazi di Sobolev appena definiti.
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Definizione 4.6.1. Sia (X, d, ;) uno spazio metrico misurato. Diciamo che
X supporta una disuguaglianza debole (1,p)-Poincaré con 0 < p < 0o, se
esistono delle costanti C,, > 0, 7 > 1 tali che per ogni palla B = B(z, ), per
ogni funzione Lipschitziana u e per ogni g gradiente superiore p-debole di u

vale )

][\u—uBldMSCpT<][ gpdAL)E, (4.32)
B B

dove up = fyudy = p(B)™' [yudy. La disuguaglianza & detta (1,p)-
Poincaré se T = 1.

Vale il seguente risultato (che riformuleremo nel seguito per funzioni BV).

Teorema 4.6.2. Sia X uno spazio doubling. Supponiamo che la coppia (u, g)
soddisfi una disuguaglianza (1, p)-Poincaré debole con p > 0, allora

[u(z) = uly)] < Cd(w, 1) (Manirag"(@)) 7 + Mavaey”(®))* ) (4.33)

per quasi ogni x,y € X, dove Mgv(x) é l'operatore massimale di Hardy-

Littlewood ristretto (vedi ).

Dimostrazione. Siano z,y € X punti di Lebesgue di u (per il teorema di
Lebesgue possiamo ripetere il ragionamento per ¢.o. punto in X).
Poniamo B;(z) = B(z,r;) = B(x,27'd(x,y)) con i € N. Allora per il
teorema di Lebesgue up, ;) — u(z) per i — oo. Utilizzando la disuguaglianza
triangolare, la proprietd doubling di p e la disuguaglianza debole (1,p)-
Poincaré otteniamo

o)
|u(®) — upy@)| < Z 4B, (@) — UB,(@)]
=0

< Cy Z][ u(z) — up,@)| dp
i=0 Y Bi(z)
<C ) ][ g’ dp
; ( 7 B;(x) >
> 1
< C Zri(MTd(ﬂj N <x>)p
=0



Similmente

=

u(x) — upy(m)] < Cd(x,y) (Mrawyg" ()"

Inoltre ricordando il teorema .16l

|UBo(2) = UBo()| < [UBo(e) = U2Bo(a)| + [UBo(y) — U2y ()]

< ][ \u—uQBo(x)\dm+][ U — Uzpy ()| dM
Bo(z) Bo(y)

S

2
< ¢y |t — UBy(z) | dM - on U — Uapy(z)| dM
2BO($) 230(1‘)

= C’d(m,y)(]iB (2) gp>’l'
< Cd(z,y) (Mar a9 (x)) "

Osservando che M,v(z) < Mgvu(z) se r < R, dalle tre disuguaglianze
concludiamo. O

’tx\’—'

Teorema 4.6.3. Sia X uno spazio doubling. Se 1 < p < 00, allora le sequenti
condizioni sono equivalents:

1 ue ernyp(X? d7 M);

2. u € LP(X, ) eesistonoC >0, 0 > 1, e una funzione positiva g € LI(X)
con 0 < q < p per cui vale la disuguaglianza di Poincaré

][|u—u31du§0r<][ qu,u>g (4.34)
B oB

per ogni palla B di raggio r.

Dimostrazione. (1 = 2) Integrando ambo i membri della disuguaglianza
(4.29) su una palla B rispetto ad z e a y troviamo

/ lu(y) — upldpu, = ][ ][ Y)) dpie| dpy
< f £ lu@) = )l due i,
< f f Cata.n) to@) + o) diy iy
<Cr ]i gdu
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da cui la tesi ¢ = 1.
(2 = 1) Siano u,g € LP(X) per cui valga (4.34), allora per il teorema

4.6.2, vale (4.33)) con ¢ al posto di p. Notiamo che (MQUUl(m,y)gq)E < (ng)a.

Concludiamo allora grazie al teorema [4.2.19; poiché g9 € L4 con § > 1 segue

2 1
che Mg? € La, da cui (ng) ¢ € [P e quindi la tesi. O]
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Capitolo 5

Funzioni BV in spazi metrici

In questo capitolo definiremo le funzioni BV in spazi metrici, mostreremo che
la variazione totale € la restrizione sugli aperti dello spazio di un’opportuna
misura finita positiva e proveremo una caratterizzazione puntuale.

5.1 Definizione di BV e alcune proprieta

Sia (X, d, ;1) uno spazio metrico misurato, con g una misura doubling.
Richiamiamo alcune importanti proprieta degli spazi doubling (vedi 'ap-
pendice B di [18]):

Proposizione 5.1.1 (Partizione dell’unita). Sia t > 0 un wvalore fissato;
allora esiste Ay C X tale che

e d(ay,az) >t per ogni ay,as € Ay con ay # as;
® X C U,ea, Ba, dove B, = B(a,t).

Inoltre, per ogni k > 0 esiste una costante B(k) dipendente solo da k e da Cy,
la costante doubling di j, per cui

® > uea, XeB.(7) < B(k) per ognix € X.

In aggiunta, possiamo trovare una famiglia {gogt)}ae A, di funzioni Lipschitziane
su X a valori reali tali che

e 0< sogt) < X2B,;

A

., con A una

e le funzioni gogf) hanno costanti di Lipschitz maggirate da
costante positiva dipendente solo da Cy;
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® D ea, (Pz(zt)(l') =1 per ognix € X.
Prima di dare la definizione di funzione BV ci serve un risultato di densita.

Teorema 5.1.2. Sia (X, d, 1) uno spazio metrico o-compatto, misurato; allora
Lipioe(X) C L}, (X) & denso rispetto alla convergenza L}, .

loc

Dimostrazione. Sia K un insieme compatto. E noto che le funzioni semplici
sono dense in L'(K), mentre con il lemma di Urysohn possiamo approssimare
le funzioni caratteristiche con funzioni continue. Ora poiché le funzioni
lipschitziane su K (piu in generale le funzioni Lipschitziane limitate) sono
un’algebra che contiene le costanti e che separa i punti, per il teorema di
Stone-Weierstrass possiamo approssimare le funzioni continue con funzioni
Lipschitziane. Allora ho che Lip(K) ¢ denso in L'(K).

Se lo spazio & o-compatto prendendo un’esaustione in compatti e con un
procedimento diagonale si ottiene la tesi. O]

Osservazione 5.1.3. Se lo spazio (X, d, ) é anche completo allora é anche
o-compatto e dunque il teorema [5.1.2]

D’ora in avanti X sara uno spazio metrico completo, misurato con p una
misura doubling.

Ora sfruttando la densita delle funzioni localmente Lipschitziane in quelle
localmente integrabili definiamo le funzioni a variazione limitata:

Definizione 5.1.4. Sia Q C X un insieme aperto; data v € L}, .(X),
definiamo la variazione totale di u su un aperto A C ) come

Ll

||Dul|(A) = inf {liminf/ lipu;dp = (w;); C Lipy.(X), u; —= u} . (5.1)
1—00 A

Diciamo che una funzione u € localmente a variazione limitata su ) se

| Du||(A) < oo per ogni aperto A € Q. Diciamo che una funzione u ¢ a

variazione limitata su Q se ||Dul[(€2) < co. Denotiamo gli spazi vettoriali

delle funzioni (localmente) a variazione limitata con BV (2) (BV,.(2)).

Osservazione 5.1.5. Con un argomento diagonale si trova una successione
(u;); C Lip;,.(X) tale che

U Hoey e | Dul|(A) = lim / lip u; dp. (5.2)
71— 00 A

1

Proposizione 5.1.6. Siano u,v € L,

B aperti di X abbiamo

(X, u); per ogni o € R e per ogni A e
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L [D(aw)[[(A) = |af|| Dul|(A);

2. 1D (u +v)[[(A) < [[Dul[(A) + [[Do][(A);

3. |1 Dull(AU B) = [[Dul|(A) + | Dul|(B) se AN B =0
4 |[Dul[(AU B) = || Dul|(A) + || Du|(B) se d(A, B) > 0.

Dimostrazione. 1 primi tre punti si verificano facilmente usando la definizione
di variazione totale o grazie all’osservazione [5.1.5] Per il punto 4 ¢ sufficiente
considerare due successioni (u;) C Lip,,.(A) e (v;) C Lip,,.(B), convergenti

a u rispettivamente in Lj (A) e L},.(B), per le quali valga la (5.2)). Allora
definiamo

o ui(z) su A
W= vi(z) su B ;

w; converge ad u in L}, (AU B) e, sfruttando il fatto che A e B hanno distanza

maggiore di 0, abbiamo

1—00

HMWMU&SMM/ lip w; dju = | Dul|(A) + | Dul|(B).
AUB

Allora grazie al punto 3 abbiamo la tesi. ]

Ci proponiamo di provare che |[Dul| definisce una misura, ma nel ca-
so metrico non € possibile usare, come nel caso euclideo, il teorema di
rappresentazione di Riesz. Utilizziamo un altro approccio:

Lemma 5.1.7. Siano M, N aperti di X, allora:

1. Se N ¢ limitato e ONNOM = 0, allora esistono degli aperti H @ M NN,
C1,Cy C M UN e una costante ¢ = ¢(M, N) tale che per ogni e > 0
e per ogni u € Lip(M) e v € Lip(N), é possibile trovare una funzione
w € Lip(M U N) tale che

/ lipwd,ug/ hpudu—l—/lipvd,u+c(M,N)/ lu —v|dup + ¢
MUN M N H
(5.3)

w=usuM\N, w=vsu N\ M; (5.4)

[lwo=cldus [ u-oldu+ [ fo-oldn (55)
K K1 K>
per ogni o € L}, (M UN, ), dove K@ MUN e Ky =KnNC, @M,

loc

Ky=KnCy; @N.
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2. Se M' € M e N' € N, allora esiste un aperto H € M NN e una
costante ¢ > 0 dipendente solo da M, N, M' e N' tale che per ogni e > 0
eu € Lip(M), v € Lip(N) ¢é possibile trovare w € Lip(M U N) per cui
valga

/ lipwd,ug/ lipudu—l—/lipvdu—l—c/ |lu—v||du+e.
M/UN' M N H
(5.6)

Dimostrazione. 1. Per ipotesi ON N OM = () dunque N\ M e M \ N sono
disgiunti; dunque & possibile trovare una funzione ¢ € Lip(M U N) tale che
O<¢<Te

b= { 1 su un intorno di N

0 su un intorno di M \ N.

Intorno di M \ N
( Intorno di N\

Figura 5.1: M e N nel caso esemplificativo in cui abbaino due componenti
connesse, e gli intorni di M \ N e N\ M.

Definiamo
01:{¢<1}Q(MUN), 02:{¢>0}Q(MUN), H=C,NnCy € MNN;

la parte, in figura evidenziata con () corrisponde a C N Cy.
Fissato un numero reale, ¢ > 0, possiamo sempre trovare un k € N tale
che

/ (lipu + lipv) du < ke.
H
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Sia n = d(ON,0M) > 0 e definiamo

kE+i1-1 k+1

Hi:{xEH: Z:]_,,ki

Possiamo trovare una funzione ; € Lip(M U N) tale che 0 < ¢; < 1,
IIip ¥illco < % e (vedi la figura D

1 sexe M\ N
(z) = 1 sed(xz,0N) < k%;lnexe(]\f\__)c
= o se d(z,0N) > Eipex € (M\ N)°
0 sexe N\M.

N

Figura 5.2: M e N; in () I'intorno tubolare, di raggio kg’k 7, di ON ein ()il

complementare (in M U N) dell'intorno tubolare, di raggio k“n, di ON.

Definiamo allora w; := p;u + (1 — ¢;)v, da cui vale banalmente la (5.4), e
otteniamo

/ lipw; dp < / lipudp
MUN (M\N)U({d(z,0N)<ExininM)

+ / lipvdu + /lip (piu+ (1 — @;)v) du
(M\M)U({d(z,0N)> =t nynN) H;

S/11pud,u+/lipvdu+/(lipu—l—lipv)d,u
M N

H;

Ma allora sommando sugli indici ¢ = 1, ...,k e dividendo per k£ otteniamo

k

1 4

- E / lipwidug/lipudu+/lipvdu+e+—/|u—v|du,
k < MUN M N nJuH

=1
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quindi esiste un indice ig € {1,...,k} tale che vale (5.3) con w = w;,.
Proviamo (5.5)); se K C M U N ¢ un insieme compatto, allora

/|wio—0!du§/ !u—aldu+/ v — o] dy
K KN(M\N) KN(N\M)

w [ gl ol + (1= gl = ol) du
KNMNN
§/ |u—a|du—i—/ lv — ol du.

KNMNC) KNNNCy

2. Fissiamo ¢ > 0 e data la costante positiva n = d(M’, M), definiamo
’ 1 n_ 21
H=NnNnqzeM: §<d(:c,M)<? € M NN.
Possiamo trovare un numero k € N tale che
/ (lipu + lipv) du < ke. (5.7)
H

Definiamo

E+i1-1 k+1
H;, = X — M) < =1,...,k.

Esiste una funzione ¢; € Lip(M U N) tale che ||lip ;|00 < % e

|1 sed(z,M') < %n
pilw) = { 0 sed(z, M) > &y

Definiamo w; = p;u + (1 — ¢;)v e procedendo come nel punto 1. & possibile
trovare un indice i € {1,...,k} tale che la (5.6 vale con w = w;,. O

Teorema 5.1.8. Sia u € L, (X, ). Allora la variazione totale di u, || Dul|,

loc
¢ la restrizione ai sottoinsiemi aperti di X di una misura su X.

Dimostrazione. Grazie ad un risultato di De Giorgi-Letta (Teorema 5.1 di
[10]), ¢ sufficiente provare che la funzione ||Dul| definita sulla classe degli
aperti di X soddisfa le seguenti proprieta:

L |Dull(B) < [ Dull(A) se B C A;
2. | Dull(AU B) > || Dull(4) + | Dull(B) se AN B = b;
3. ||Dull(4) = sup{|[ Dull(B) : B € A};

88



4. ||Dul[(AU B) < ||Dul[(A) + || Dul|(B) per ogni A e B.

Le prime due proprieta sono facili conseguenze della definizione e delle
proprieta del limite inferiore. Proviamo il punto 3.: in virtu di 1., ba-
sta provare la disuguaglianza <. Non ¢ pertanto restrittivo supporre che
sup{||Du|[(B) : B € A} < 0.

Fissiamo A un aperto di X, e o un punto di X. Definiamo ora gli insiemi

Aj = {x €A d(z,04) > %} N B(xo, j)

e la successione di aperti a chiusura compatta dati da

Cl = A2
Cr = Aoy \ Aoz Yk > 2.

Senza perdere di generalita possiamo supporre

sup [ Dul[(B) < +o00;
BeA

allora, poiché le due famiglie (Cay) e (Cart1) sono ben separate, per ogni €
positivo esiste un k£ € N tale che

€
> IDuli(Ci) < . (5.8)
E>k
Poniamo B = A,; ,. Proviamo il seguente lemma.

Lemma 5.1.9. Esiste un insieme aperto B’ € B e una successione (up)pen C
Lip(A\ B') tale che uj, — w in L} (A\ B') e

loc

. (5.9)

Wl M

lim sup/ lipupdp <
h—o00 A\ﬁ
Dimostrazione. Poniamo B’ = A,z 4 e rinominiamo Dy, = Cf,;,_;; possiamo
considerare una successione ,,, € Lip(D},) tale che ¢, — w in L}, (Dy)
quando m — oo e

1
m?2h’

/ lip thp dpe < | Duall(Dn) +
Dy,

Definiremo induttivamente una successione u,,, € Lip(U",D;); poniamo
Upm,1 = Ym1, € per ogni h > 1 usiamo il lemma con M = Dy,
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_ 1 1h _ _ _ _E€ : PPN
N =U"_1Di, u =Y pi1, V= "1Unpn € Ep = T30n- Senza perdere di generalita,
possiamo supporre che

g
Ch/ [Vmpi1 = mn| dp < ———,
a, 122"

dove ¢;, e Hy, sono dati dal lemma|5.1.7| e dipendono solo da h. Otteniamo che

/ Ilipumﬂldﬂé/ Ilipwm,h+1|du+/ |ip | dpt
U?:+11Di Dpya

h D,
Uiz Di

3
—i—Ch/HhW ikl — Uy u—|—12_2h

Inoltre abbiamo che

Uil = Ympp1 SU Dpgr \ Dy
_ h
U ht1 = Vb su Uy D; \ Dpyq.

e allora per induzione otteniamo che

h+1
/h+1 |1ip um7h+1| d[l, < Z/ |1ip Qpm,j| d:u
Ui=1 j=1"Di

h h
€
+ch/ |¢m,j+1—¢m,j|d,u+z TR
j=1 H; j=1

Definiamo allora la successione
hf
U () = U p(T), Vo € U Dy;

cosi grazie a ([5.8]) otteniamo

lip up, dp < lim |ip wp, p| dp
A\B’ h—o0 U?;ll D;
< lim |ip . p | dps

<> [ v+ > o5
j=1"Dj j=1 6-
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La condizione (5.9)) ¢ soddisfatta; proviamo la convergenza ad u in L}, (A\ B').
Cominciamo provando per induzione su h, che per ogni h € N vale

Jim =l =0 (5.10)

Per h = 1 abbiamo che u,, 1 = ¥, e allora segue per definizione di
Ym.p). Supponiamo la tesi valida per h e proviamola per h + 1: dal lemma
5.1.7, se K € UM!'D;, esistono K| € Dyy1 e Ky € U, D; dipendenti solo da
h, tali che

/ | U pe1 — uldp < / [Vmnt1 — ul dp +/ U, — 1| dpt,
K Ki Ko

allora dalla scelta delle ¢, , e per l'ipotesi induttiva su i otteniamo ({5.10). Ora
proviamo che w,, — v in L}, (A\ B’). Prendiamo K € A\ B’; allora esiste un
h € N tale che K € U D;. Per costruzione abbiamo che t,,,(z) = ty, p+1()

per ogni z € K, quindi

/|um—u|d,u:/|um’h+1—u|du—>0 se m — 0.
K K

]

Ora consideriamo una successione vy, € Lip(B), convergente a u in L}, (B)
e tale che

[ v endu— [Dul(B).
B

Applicando il lemma [5.1.7, possiamo incollare questa successione con la
successione del lemma [5.1.9|in una nuova successione w;, su un aperto H €
BN (A\ B’) non dipendente da h otteniamo

€
27

/lipwhd,ug lipuhdu—l—/lipvhdu—i—c(B,B’)/ |lun, — vnl| dp +
A A\B’ B H 3

allora passando al limite per h — co abbiamo
[Dul|(A) < [|Dul[(B) +¢.

Rimane da provare 4.; proviamo una debole sub-additivita: se A, B sono
aperti di X, proviamo che per ogni A’ € A e B’ € B abbiamo

[Dul|(A"U B') < || Dul|(A) + [ Dul|(B); (5.11)
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la subadditivita discende dal punto 3. passando all’estremo superiore sul

primo membro. Fissiamo ¢ > 0 e prendiamo due funzioni u. € Lip(A) e
ve € Lip(B) tali che

/lipua dp < || Dul|(A) + <. /11va dp < | Dul|(B) + <.
A B

Grazie al lemma esistono una funzione w. € Lip(A U B), una costante
positiva ¢, e un aperto H. @ AN B dipendente solo da ¢ tale che

/ lipwad,ug/lipugdu+/1ipv8du+cg/ ||ue — vel| dp + €.
AUB A B g

Passando al limite per ¢ — 0 otteniamo la (5.11)), e quindi la tesi. O

Anche nel caso metrico rimane valida la proprieta di semicontinuita della
variazione totale.

Teorema 5.1.10 (Semicontinuita). Sia Q@ C X un aperto e sia (up), C
BVi,e(Q, ) tale che up — u in L} (Q); allora

loc

| Dull(A) < lim inf | Dess | (A) (5.12)
—00

per ogni aperto A € Q. In particolare, se supy, ||[Dup|[(A) < oo per ogni
A € Q, il limite u appartiene a BVy.(2).

Dimostrazione. Fissiamo un aperto A € 2. Per 'osservazione [5.1.5] per ogni
u, € BV(A) esiste una successione (u;); C Lip(A) tale che up; — uyp in
L'(A) e ||[Dup||(A) = lim; o0 [, lip s dz. Ora per definizione di limite per
ogni h € N esiste un indice i, per cui

1 ) 1
i, — ullLrcay < 5 e / lip up 4, dz < [[Duy|(A4) + 7
A
Allora

||Dul[(A) < lim inf/ lip up, 4, dx
h—oo [ 4

h—o00

< lim inf <|]Duh||(A) + 1) = liminf || Duy||(A).
h h—o00
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5.2 Una caratterizzazione puntuale

Ci proponiamo di provare una stima puntuale, dovuta a Lahti e Touminem
(2013) [27]. Introduciamo i vari ingradienti che ci porteranno al risultato
finale.

Cominciamo mostrando, con un argomento di densita, che per ogni
funzione a variazione limitata vale una disuguaglianza di tipo Poincaré:

Teorema 5.2.1. Siano (X, d, p) uno spazio metrico completo, misurato con
w una misura doubling che supporta una disuguaglianza debole (1,1)-Poincaré.
Allora per ogni v € BV (X) vale:

/ lu— up| dp < C'r || Dul|(AB) (5.13)
B

per ogni B palla di raggio v, ove C' e X sono le costanti della disuguaglianza
debole (1,1)-Poincaré.

Dimostrazione. Per le ipotesi fatte sullo spazio, per ogni coppia di funzioni
v, h, con v Lipschitziana e h suo gradiente superiore, e per ogni palla B di

raggio r abbiamo
/ |lv —vgldu < Cr / hdp.
B AB

Sia (un)n C Lipee(X) tale che
u, —u in L, (X) |Dul|[(AB) = lim lip w,, dp.
Osserviamo che u, — u,5 — u —up in L'(B): infatti
/| — Upp) (u—u3|d,u</\u—un|du+/\uB unp| du
<2 / lu — u,| dp.
B

Inoltre per la disuguaglianza triangolare

/|un—unB|dp—/|u—uB|d,u‘§/|(Un—UnB)—(U—UB)|dN7
B B B

quindi
/|u—uB|d,u: lim/|un—un3|du
B n—oo B

<Cr lim [ lipu,dy=Cr|Dul||[(AB).
B

n—oo
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Ricalcando la dimostrazione del teorema [4.6.2] otteniamo una stima per le
funzioni a variazione limitata:

Teorema 5.2.2. Siano X uno spazio metrico completo, misurato con p una
misura doubling e sia u una funzione in BV (X), allora

lu(z) — u(y)| < Cd(z,y) (Madiay), 1Dl (T) + Movay),1Dull(y)) (5.14)
per quasi ogni x,y € X.

Dimostrazione. Siano z,y € X punti di Lebesgue di u (per il teorema di
Lebesgue possiamo ripetere il ragionamento per q.o. punto in X).
Poniamo B;(z) = B(x,r;) = B(x,27%(x,y)) con i € N. Allora per il
teorema di Lebesgue up, ;) — u(z) per i — oco. Utilizzando la disuguaglianza
triangolare, la proprieta doubling di i e il teorema [5.2.1| otteniamo

(a) | < o3 f - Ju(e) = un o ds
<03 Wlenie)

<C Z riM; d(z,y),|| Dull (I>

=0
= Cd(z,y) M- i(zy),|u)(2)-
Similmente
[u(y) — upy(y)| < Cd(2,y) My aay),pu)(y)-
Inoltre per il teorema
[ Du| (27 Bo(x))

w(2By(x))
< Cd(x,y) (M27—d(ac,y),||Du||(x)‘

[UBy(z) — UBy(y)| < Cd(z,Yy)

Ricordando che l'operatore massimale ristretto € crescente al crescere del
raggio, dalle tre disuguaglianze concludiamo. O]

Proviamo una caratterizzazione per funzioni BV dovuta a Miranda [30]:

Teorema 5.2.3. Sia (X,d, ) uno spazio completo, misurato con p una
misura doubling che supporta una disuguaglianza debole (1,1)-Poincaré, e sia
u € LY (X, u); allora le due condizioni sono equivalenti:

1. uwe BV (X);
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2. esiste una misura positiva v, finita su X, tale che per ogni palla B =
B(z,r) vale

/ lu —ug|du < rv(AB).
B

Inoltre esiste una costante ¢ = c¢(Cy) tale che || Dul| < cv.

Dimostrazione. La prima implicazione € gia stata provata nel teorema [5.2.1]
Per provare il viceversa costruiremo una successione in Lip;,.(X) convergente
ad w in L}, (X) con variazione totale equilimitata.

Consideriamo un insieme A, /;, e una partizione dell'unita come nella proposi-
zione [5.1.1l Definiamo la successione

Z up, oMM (x (5.15)

aeAl/h

contenuta in Lip,.(X) in quanto ogni uy; é somma localmente finita di funzioni

Lipschitziane. Proviamo che u;, — u in L] : si ha

ulz) —un(x) = Y (ulx) = up,)p;/" (@),

aeAl/h

e usando il fatto che 0 < <pcl/ h < X28,, Otteniamo

/|U—uh!du< Z/ lu—up,|dp

aEAl/h

<y ( / |u—u23ardu+|u23a—uBam(zBa)).

a€Ay/p 2Ba

Ma
[uap, — up,| < @/ |u — usp, | du < ﬁl |u —ugp, |dp  (5.16)
2 V(;ABG(S ' '
~hou(B,)
allora
/ lu — up| dp < Z (—y (2\B,) h (QAf(é(IgQB“))

(lEAl/h

21+ Cy) 2(1+ Ca)
=== > v(@2AB,) < ——— B(X).

aeAl/h
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Proviamo adesso l’equilimitatezza della variazione totale. Indichiamo con
il simbolo b ~ a i punti b € Ay, per cui 2B, N B, # 0, allora per ogni By,
ricordando la motazione della proposizione abbiamo

/lipuhd,u:/ lip(uh—uBa)d,ug/ Z\uBb—uBaHipgoi/hdp
a B, B

@ bra

<Y |up, —ug,| / lipy " du <Y up, — up,| Abu(2B,).
2B,

b~a b~a

Ora stimiamo |up, — up,|; dalla disuguaglianza triangolare abbiamo

lup, — up,| < |up, — uap,| + B, — us,|,

V(4 Ba)
w(Ba)

ma per la (5.16)) |u —u < 4 mentre osservando che se b ~ a
4Bg Bg A )

allora B, C 4 B, troviamo

1
up, — U4B, S‘ / U_U4Ba)d,u‘
lug, \ (B Bb(

o1 / | < LPUAAB)
< u—usp,| dp < - ——==
1(Bb) Ja, v h p(Bs)
Allora
' C'v(4\B,)
lipup, dp < Ahp(2By)———— < Cv(4)\B,
/Ba " sz; (25) h pu(By) ( )
da cui
/ lip up, dp < Z / lipuy dp < B(4) Cv(X).
X aGAl/h Ba
Quindi per semicontinuita || Dul[(X) < f(4) Cv(X) < oo. O

Adesso introduciamo la definizione di spazio quasi convesso e proviamo
una condizione sufficiente per la quasi convessita.

Definizione 5.2.4. Sia (X, d) uno spazio metrico. Se esiste una costante
C > 0 e per ogni due punti x,y € X vi & una curva 7 che li congiunge con
l(v) < Cd(x,y), lo spazio X & detto quasi convesso.

Teorema 5.2.5. Sia (X,d, ) uno spazio metrico completo, misurato con p
una misura doubling, connesso per archi che supporta una disuguaglianza
debole (1, p)-Poincaré. Allora (X,d, p) é quasi convesso, con la costante C
dipendente dalla costante doubling e dalla costante della disuguaglianza di
Poincaré.
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Dimostrazione. Fissiamo k € N. Sia « : [0,1] — X una curva continua. Per
ogni partizione m: 0 =1ty <t; < --- < t, = 1 consideriamo la somma

n—1

SW(’Y) = Z min(l</7‘[ti7ti+1])7 kd(/y(tl)v ’y(ti+1))),

e definiamo
k() = mf s (v),

dove 'estremo inferiore ¢ fatto su tutte le possibili partizioni di [0, 1]. Non
viene chiesta ~ rettificabile; infatti se nessuna parte di ~ é rettificabile, allora
li(y) = kd(~(0),~(1)). Fissiamo zg € X e definiamo

u(x) = inf lx (),

Y

al variare di tutte le curve che collegano = e zy. La funzione uy ¢ k-
Lipschitziana e la funzione ¢ = 1 ¢ un gradiente superiore di u;. Infatti
consideriamo la funzione uy(z,y) = inf er, , li(7), dove I'; , & I'insieme delle
curve che congiunge = e y (notiamo che uy(x) = ug(x, zo)). La funzione uy
soddisfa la disuguaglianza triangolare; per ogni x,y,z € X

up(,y) = b ly(y) < inf L(y) + inf G(y) = ur(z, 2) +un(z,y).

Y€ 2,y V€2, - Y€z y

Rovesciando la disuguaglianza triangolare e considerando, nell’ultima disu-
guaglianza, la partizione 7 : 0 =ty < t; = 1 troviamo

[ur(2) — u(y)| < ur(w,y) = inf ©(y) < kd(z,y),

da cui la k-Lipschitzianita di ug. Allo stesso modo per ogni curva rettificabile
d (considerando la partizione vista prima)

lur(z) —ur(y)| < ur(z,y) = inf L(y) Sl(5)—/9-

Y€ 2y

Allora la coppia (ug, g) soddisfa la disuguaglianza debole (1, p)-Poincaré, e

per il teorema vale
Jur () —ur(y)| < C"d(z,y) ((MQUd(ﬂc,y)gp(x))%‘I'(MZod(x,y)gp(y))%) = 2C"d(z,y).
In particolare, per y = x, troviamo

u(z) — u(y)| < Cd(z, o).
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Sia 7y, una curva che collega x e zq per cui ly(yx) < 2ug(x). Allora sia 7 una
partizione di [0, 1] tale che s, (%) < 3ug(x). Facciamo questo per ogni k > 1.
Vogliamo esibire una sottosuccessione () convergente, in qualche senso, ad
una curva rettificabile v in I'; ,, e tale che

I(y) <liminflg, < Cd(x,xo),
1—00
e questo concluderebbe la dimostrazione.

Richiamiamo il seguente classico argomento. Sia (d)52; una successione
di curve rettificabili in uno spazio metrico proprio Y. Assumiamo che tutte le
curve 0y appartengano al', , conz,y € Y, e sup, [(d;) > co. Paramatrizziamo
ogni curva per lunghezza d’arco; scaliamo le parametrizzazioni e otteniamo una
successione di curve definite nell’intervallo [0, 1]. Come nella dimostrazione
del teorema , proviamo l’equicontinuita della famiglia (d;). Con un
procedimento diagonale si estrae una sottosuccessione che converge su un
sottoinsieme denso di [0,1]. Dall’equicontinuita abbiamo la convergenza
uniforme sull’intero intervallo ad una curva d, e dunque per la semicontinuita
della variazione totale avremmo () < liminf; , {(Jg,).

Sfortunatamente questo argomento non puo essere applicato al nostro
caso perché () non ¢é la lunghezza di v, e poi non sappiamo se le curve
v siano rettificabili.

Utilizziamo un trucco per ricondurci a questo argomento: modifichiamo
lo spazio metrico aggiungendo infiniti segmenti e modifichiamo la famiglia
di curve. Costruiamo un nuovo spazio metrico X attaccando allo spazio X
infiniti segmenti Euclidei cosi come segue. Sia 7, : 0 =ty <t; < ---<t,=1
la partizione associata a 7, scelta in precedenza. Se

L itstie0) = kd(e(ti), Y (fig1)), (5.17)

allora incolliamo allo spazio X un segmento Euclideo I, di lunghezza
d(vk(ti), y(tit1)) (cioé il segmento I ; & isometrico a [0, d(vx(t:), Yk(tix1))]) in
modo che gli estremi di [;; siano attaccati allo spazio nei punti v(¢;) e y(t;11).
Ripetiamo il procedimento per ogni k£ e per ogni ¢ per cui vale la .

Lo spazio X e equipaggiato con la metrica indotta dalla metrica Euclidea
su ogni Ij; e la metrica d in X. Denotiamo la metrica in X con d.

Ora denotiamo con 7, la nuova curva che ¢ ottenuta da 7, nel seguente
modo: sia 0 <i<n—1. Se (5.17) non vale allora

VE|[tistiv1] = Cklltistiva]s

se invece la (5.17) ¢ soddisfatta 7y, +,,) ¢ la funzione lineare con valori
sul segmento [j,. Osservando che supy s,, < Cd(x,xp) concludiamo che
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I(Ip:) < Cd(% Cosl, nel peggiore dei casi attacchiamo allo spazio X infiniti
segmentl Ii,; di lunghezza convergente a zero. Allora lo spamo X ¢ proprlol
Ora l(yk) < Smp, < Cd(z, 20), dove 7 indica la distanza in X.

In questa nuova situazione possiamo applicare il precedente argomento
classico. Scegliamo una buona parametrizzazione di 4, ed estraiamo una
sottosuccessione 4y che converge uniformente ad una curva v tale che

~

I(y) < liminf I(v,

T
71— 00

) < Cd(z, o).

Poiché le lunghezze di I}, ; convergono a zero per k — oo possiamo concludere
che le immagini di v appartengono a X e che I(y) = I(7). ]

Adesso diamo la definizione di spazio geodetico e dopo la prova di un
lemma proviamo l'ultimo passo della nostra caratterizzazione.

Definizione 5.2.6. Uno spazio metrico (x,d) ¢ detto geodetico se per ogni
due punti z,y € X esiste una curva che li collega di lunghezza d(z,y).

Lemma 5.2.7. Sia (X,d) uno spazio metrico geodetico. Siano B(xy, R) una
palla , © € B(xg, R) e r tale che 0 < r < 2R, allora esiste una palla di raggio
5 in B(x,r) N B(x, R).

Dimostrazione. Se d(z,r) > % allora, essendo X geodetico, esiste z (nell'im-
magine della geodetica che collega T e xg) tale che d(z,2) = § e d(z,z0) =
d(x,z9) — 5. Allora B(Z 5) C B(z,r) N B(xo, R).

Se invece d(a:, 7o) < § abbiamo B(zo, 5) C B(x,r) N B(x, R). O

Teorema 5.2.8. Sia X uno spazio metrico completo, connesso per archi,
misurato con una misura doubling, p, che supporta una disuguaglianza debole
(1,1)-Poincaré. Siano u € L}, (X) e v una misura positiva, finita su X. Se
eststono due costanti o > 1 e Cy > 0 tale che la disuguaglianza

lu(z) = u(y)| < Cod(z,y) [Moawyw(r) + Mzagy). ()] (5.18)

Dati K un chiuso e limitato di ()? , @ € un suo generico ricoprimento aperto A= {A\l}le I
ne estraiamo un sottoricoprimento finito. Ora A = {ﬁl N X }ier € un ricoprimento aperto
di K =Kn X, e per compattezza di K in X (compatto perché chiuso e limitato in
X) possiamo estrarne un sottoricoprimento finito {4;,,..., 4;, }. Dunque K & compatto

anche in X e d(K 8( A )) = ¢ > 0. Allora per ogni k£ € N tale che % < €
abbiamo I, ; C U A = A( K)- | segmenti non contenuti in E( k) sono dunque in numero
finito e essendo compattl, come fatto per K, per ognuno di essi e possibile estrarre un
sottoricoprimento finito da 4. Allora otteniamo cosi un sottoricoprimento finito per K che
dunque é compatto.
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vale per p-q.o. x,y € X, allora
/ |lu—ug|ldu < Crv(AB) (5.19)
B

per ogni palla B = B(xz,r). Le costanti C' e \ dipendono solo da Cy,0,Cy e
la costante della disuguaglianza debole (1,1)-Poincaré.

Dimostrazione. Dalla disuguaglianza debole (1, 1)-Poincaré, per il teorema
X ¢ quasi convesso. Dotiamo X della metrica p(z,y) = infi(y), ove
I’estremo inferiore é fatto su tutte le curve che congiungono z e y. Dalla quasi
convessita e dal fatto pit generale che d(x,y) < I(y) con v che congiunge x
e y, d e p sono due metriche equivalenti e (X, d) e (z, p) sono bi-Lipschitz
omeomorﬁﬂ. Dato che le proprieta doubling, la disuguaglianza debole (1,1)-
Poincaré, la e sono invarianti per omeomorfismo bi-Lipschitziano
possiamo rimpiazzare d con la nuova metrica p e lavorare sul nuovo spazio
(X, p, p); anche (X, p, ) & proprio, dunque per il teorema per ogni due
punti z,y € X esiste una curva ~ che li congiunge che realizza la distanza
p(z,y). Fissiamo B = B(xg, R) una palla. Poiché la e la
rimangono inalterate se sommiamo ad w una costante, possiamo supporre
infg |u| = 0 su un insieme £ C B di misura positiva che sceglieremo in seguito.
Definiamo 7 = 30 e misura A = v|;p. La stima puntuale implica

u(x) = uly)| < Coplx, y) [Ma(z) + Mr(y)], (5.20)

per q.o. z,y € B. Infatti se x,y € B vale l'inclusione B(x,20p(z,y)) C 7B e
per (4.19) abbiamo M, g4, (7) < My gy (x) < My(x). Possiamo assumere
che la (5.20)) valga per ogni z,y € B, perché la disuguaglianza valida
su B\ F con F insieme di misura nulla implica la su B. Possiamo
inoltre assumere che A(7B) > 0; in caso contrario per la avremmo u
costante su B da cui banalmente la . Per ogni k € Z definiamo

E, ={x € B| M, < 2} e ar = sup |u(x)|.

Ey
Allora Ey_1 C Ej, e ag_1 < ag per ogni k € Z, e inoltre
/ lu—ug|du < 2/ lul du < ZZaku(Ek\Ek_l). (5.21)
B B ke

Vogliamo ottenere una maggiorazione del lato destro di (5.21]) stimando ay.
Da ((5.20) abbiamo che la funzione u ¢ Cy 28+1-Lipschitziana in Ej,. Quindi
per ogni z € Fy, e y € Fjy_1 abbiamo

u(2)] < fu(z) = uly)] + Ju(y)] < Co2"" p(z,y) + ar-1. (5.22)

2Un’applicazione f ¢ detta bi-Lipschitz se f e f~! sono Lipschitziane.
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Il nostro scopo ¢ quello di trovare per ogni z € E, un y € Ej_; tale che
p(x,y) sia sufficientemente piccola. Fissiamo x € Fj. Per il lemma se
0 < r < 2R l'intersezione B N B(x,r) contiene una palla B di raggio 3, allora
per la proprieta doubling di u

u(B(r,2) N B) = u(B) = u(B)C;* (55) (5.23)

dove s = log, Cy. Senza perdita di generalita possiamo supporre Cy; > 2 e di
conseguenza s > 1; allora dal teorema [4.2.11] abbiamo

C
w(B\ Ey_) = u({z € B| M,(z) > 2*7'}) < Qk_l/\(TB). (5.24)
Quindi per ottenere u(B N B(x,r)) > u(B \ Ex-1) ¢ sufficiente chiedere che
o (T C
) >
uBIC, (55) = 5 ACB).

cloé

1
Definiamo per ogni k € 7Z il raggio ry := 2R (22’\1;53))) . Ora, poiché
(BN B(x,r)) > (B \ Ex_1), segue che esiste un y € B(z,r) N Eyx_1; per

definizione di 74 e da ((5.22)) abbiamo

C\(7B) )

ag S Ap—1 + 002k+17”k = Ak—1 + 002k+2R <—
2+ 1u(B)

Iterando la stima e partendo da un ky € Z fissato otteniamo

a < ajp_1 + Z K210- ( ) (5.25)

i=ko
k
<o (MY
=ko
MTB)\ * 11
< KR ok(1-3) k> k.
<ok (55) TR

Notiamo che per ogni k£ < kg vale a; < ag,. Ora come richiesto nel lemma
usato prima della (5.23) chiediamo 74,41 < 2R, ossia

C \(TB)

C \(TB)
2ou(B)

) <2R = oo < u(B).

Tko+1 = 2R (
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Sia kg il pitt piccolo intero per cui vale la disuguaglianza. Allora

ATB) ko1 A(TB)
uB T By

Allora per (4.16)) esiste una costante C' tale che

ok > 0 =2

1 MrB) ko ANTB)
CurB) =2 =SBy

Adesso definiamo E := Ej, I'insieme introdotto ad inizio dimostrazione, e
verichiamo che effettivamente p(E) > 0 in quanto pu(B(x,ry,.1)) N B >
w(B\ Ek,), per ogni x € B. All'inizio della dimostrazione avevamo posto
infg |u| = 0; allora ricordando la Cy 2 1-Lipschitzianita di u su E grazie a

(5.26]) abbiamo la seguente stima per a,:

(5.26)

ATB)
w(tB)

Scrivendo Ay = Ej, \ Ej—1 e usando (5.21)) e (5.25]), abbiamo:

ke = Sup [u| < Cp2" T R< C'R (5.27)
E

1
/ |lu—ug|du < Zaku Ay) (5.28)

kEZ

< Z o it (Ax) + i (ako +KR ();E(T;)) Qk(l_i)> p(A)

k=—0oc0 k=ko+1

w |=

<y akou(AkHKR(A(TB)) > 20 Uu(B B

k=—00 k=ko+1

Ora per ((5.27))

= , AT B)
Z agpt(Ax) < C R/L(TB)

k=—00

mentre per (5.24]) e (5.26)) abbiamo
2t(0-3) (B \ E - M) gy S o
Z \ k= 1 - Z 2k 1 (T ) Z

k=ko+1 k=ko+1 k=ko+1

u(B) < C"R\(TB);




Ora mettendo insieme le disuguaglianze otteniamo
/ |lu—ug|du < CRv(AB),
B

che é quanto volevamo.
Osserviamo che la tesi vale in (X, p, 1), ma a meno di cambiare opportuna-
mente le costanti vale anche in (X, d, ) e questo conclude il teorema. O

Adesso mettendo insieme il teorema [5.2.2], il teorema [5.2.3] e il teorema
otteniamo la seguente stima per funzioni a variazione limitata:

Teorema 5.2.9. Sia X wuno spazio metrico completo, connesso per archi,
misurato con una misura doubling, p, che supporta una disuguaglianza debole

(1,1)-Poincaré. Siano u € L, (X) e v una misura positiva, finita su X.

Allora uw € BV (X) e solo se esistono due costanti 0 > 1 e Cy > 0 tale che la
disuguaglianza
|u(x) - u(y)l <Gy d(x,y) [Mrfd(x,y),V<x> + Mad(%y)w(x)}

vale per p-q.o. x,y € X.
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