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Introduzione

Gli spazi di Sobolev, come € noto, sono senza dubbio il principale strumento
per lo studio delle equazioni alle derivate parziali in aperti di R™. I teoremi
di esistenza e regolarita non possono prescindere dall’uso di questi spazi, che
si prestano ottimamente anche per descrivere teoremi di traccia e quindi per
studiare problemi al contorno di tutti i tipi con dati non omogenei. Tutto cio,
pero, a patto che 'aperto in cui si formulano i problemi ai limiti abbia un
minimo di regolarita.

Negli ultimi due decenni, sotto I'impulso dei progressi nel calcolo delle va-
riazioni, nella teoria geometrica della misura e nella geometria frattale, si
sono avuti importanti sviluppi nello studio di equazioni alle derivate parziali
e problemi al contorno in aperti di R™ del tutto irregolari ed anche, ancor piu
generalmente, in spazi metrici. In questo nuovo ambito ¢ stata introdotta la
nozione di spazio di Sobolev metrico, adattato a questi contesti che generaliz-
zano la situazione classica.

Lo scopo di questa tesi ¢ quello di analizzare tale generalizzazione, descrivendo
gli spazi di Sobolev metrici e le loro principali proprieta, e confrontando la
situazione metrica con quella classica, senza naturalmente avere pretese di
esaustivita e restando necessariamente nei limiti di una tesi triennale.
Veniamo ad una descrizione dettagliata della tesi. Il primo capitolo contiene
una serie di nozioni e di risultati di analisi funzionale, alcuni dei quali non
dimostrati per mancanza di spazio, che sono preliminari al nostro studio.
Nel secondo capitolo, si introducono le misure doubling e si provano alcune
proprieta di cui godono gli spazi L relativi a queste misure; successivamente,
dopo aver definito gli spazi di Sobolev metrici, si dimostra ’equivalenza tra
questi e gli spazi di Sobolev classici, nel caso in cui lo spazio metrico si riduca
ad uno spazio euclideo.

Nel terzo capitolo, infine, si mostra che sotto opportune ipotesi gli spazi di
Sobolev metrici a valori in R sono spazi di Banach; quindi si prova la validita
di tre proprieta classiche, opportunamente riformulate nel contesto metrico: la
disuguaglianza di Poincaré, il teorema di immersione di Sobolev ed il teorema
di compattezza di Rellich.



Capitolo 1

Preliminari

In questo primo capitolo presenteremo alcune definizioni e alcuni teoremi utili
per il seguito. Cominceremo introducendo la definizione di spazio di Sobolev
WP(Q) con Q sottoinsieme aperto di R". Poi enunceremo, a volte senza
dimostarazione, alcuni teoremi di analisi funzionale che saranno utilizzati nei
capitoli successivi.

1.1 Spazi di Sobolev classici

Definizione 1.1.1. Sia 2 C R™ un aperto, e sia p € [1,00]. Definiamo lo
spazio di Sobolev W'*(Q) come I'insieme di tutte le funzioni u € L?(Q) per
cul

i
8@»

Juy,vg, ... 0, € LP(Q) /u dx:—/vigodx Vo € C(Q).
Q Q

Per u € W'?(0) definiamo le derivate parziali distribuzionali 2% := v; (questa
¢ una buona definizione, si dimostra infatti che le v; sono uniche), e indichiamo

con Vu = grad u = (8‘9—;1,--- ,%).
Dotiamo W1?(Q) della seguente norma
"L || Ou
lullwio = llullzr + ) : (1.1)
o 10l

Proposizione 1.1.2. Lo spazio W'P(2) con la norma e uno spazio di
Banach.



1.2 Alcune nozioni di analisi funzionale

Definizione 1.2.1 (Stretta convessita). Sia E uno spazio vettoriale normato.
Diciamo che la norma || - || € strettamente convessa (o lo spazio ¢ strettamente
convesso) se

ltz + (1 —t)y|| <1 vt € (0,1) (1.2)

per ogni z,y € F distinti tale che ||z| = [|y|| = 1.

Definizione 1.2.2 (Dominio di estensione). Un aperto Q C R,, & detto un
dominio di estensione se per ogni p € [1,00] esiste una mappa continua
T : Wh(Q) — W'(R™) tale che Twgo = u per ogni u € WH(Q). (Per
esempio ogni aperto limitato con bordo Lipschitziano, [2])

Definizione 1.2.3 (Convergenza debole). Sia X uno spazio topologico lineare.
Una successione (x,,) in X converge debolmente se esiste un z € X per cui
o(x) = lim, o @(x,), per ogni ¢ € X*. Il punto x & detto limite debole
della successione, e la successione (x,) ¢ detta convergere debolmente a x.
Un insieme A C X ¢ detto debolmente compatto per successioni se per ogni
successione (x,,) in A ha una sottosuccessione che converge debolmente ad un
punto di X.

1.3 Alcuni risultati di analisi funzionale
Di seguito enunceremo dei risultati classici di analisi funzionale che saranno
largamente utilizzati nel resto della trattazione.

Teorema 1.3.1 (di rappresentazione di Riesz). Sia Q@ C R" un insieme
aperto, 1 < p < oo e T un funzionale lineare in LP(SY). Allora esiste un’unica
funzione u € L¥ () tale che

T(f):/ﬂufdac VfelLP.

Teorema 1.3.2 (di rappresentazione di Riesz II). Sia T un Junzionale lineare
su Cy(2). Allora esiste un’unica misura di borel con segno A su ) tale che

T(f) = /Q FAN Ve G,

Teorema 1.3.3 (di Radon-Nikodym). Siano p,v misure o-finite e sup-
poniamo che si abbia v << p: allora esiste una densita f tale che si
abbia

v(4) = / f(x) dp(z)



Teorema 1.3.4 (Lemma di Mazur). Sia X uno spazio di Banach. Se una
successione (,) converge debolmente a x in X, allora esiste una successione
di combinazioni convesse (y,) degli (z,), la quale converge a x in norma.

Proposizione 1.3.5 (Ascoli-Arzeld). Siano E ed F' due spazi metrici con E
compatto e sia (u,) una successione di funzioni continue da E in F tale che:

1. (uy,) € equicontinua,

2. esiste un compatto C' C F tale che per ogni d-intorno Cs di C si ha
un(E) C Cs per n sufficientemente grande.

Allora esiste una funzione u : E — C' e una sottosuccessione di indici (ny)
tale che (uy,) converge uniformemente a u su E.

Teorema 1.3.6 (di Lusin). Sia p una misura di Borel su E (spazio metrico),
con u(E) < co. Se f & una funzione misurabile su E allora per ogni e > 0
esiste un sottoinsieme chiuso F; tale che f ¢ continua su F. e p(E \ Fr) < e.
Il teorema si estende facilmente al caso in cui € una misura o-finita.

Teorema 1.3.7 (di estensione di Tietze). Sia A un sottoinsieme chiuso di
uno spazio normale E e sia f: A — R una funzione continua. Allora esiste
una funzione continua f*: E — R tale che f|*A =f.

Teorema 1.3.8 (di estensione di McShane). Sia A un sottoinsieme non vuoto
di uno spazio metrico E, e sia f € Lip(A,R). Allora esiste una funzione
[ € Lip(E,R) con stessa costante di Lipschitz di f, tale che fia = f.

Teorema 1.3.9. Un insieme A in uno spazio riflessivo é debolmente compatto
per successioni se e solo se € limitato.

Teorema 1.3.10 (Disuguaglianza di Holder: caso 0 < p < 1). Siano f,g due
funzioni definite su uno spazio metrico E a valori reali, sia p € (0,1) e sia

q= z% il suo esponente coniugato. Se f,q: E — R verificano,

1/p 1/q
1, = (/ I du) <o e gl = (/ gl du) < oo,
FE E

allora:
1f-gllt = 1 Nlgllg-

Dimostrazione. Mostriamo innanzi tutto una proprieta delle funzioni conves-
se.



Lemma 1.3.11. Sia u : R — R una funzione convessa, allora per ogni A < 0
o A > 1 vale:

u(Az+ (1= N)y) = X u(@) + (1= N) u(y).

Dimostrazione. A meno di scambiare A con (1 — \) basta mostrare la tesi per
A < 0. Dividendo per 1 — X (notare che %5 € (0,1)), abbiamo

u( Az + (1= N)y) > du(z) + (1 — Nu(y)

A
1-— >
— 1_)\u()\x—|—( )\)y)_l_)\u(x)—l—u(y)
A
< _ _
— u(y) < Tx u(Az + (1 — N)y) T x u(x)
Questa proprieta equivale alla convessita di u, infatti: ﬁ, —ﬁ €(0,1)e
1 Az 1 A

— (A 1—MNy) — = — =1
T L Skt e Sk T ws el o

Dimostriamo ora la disuguaglianza di Holder per 0 < p < 1. Dal lemma
appena dimostrato, per la convessita dell’esponenziale, abbiamo

If gl = el/p log|f[P+1/q loglg|? > 1 | f|P —l—% lg]?.

Supponiamo che ||f|, = ||g]l, = 1, allora

1 1
/|f-g|du2— /|f|pdu+— /Ig|qdu=1
E P JE q JE

— f -9l = 1.

Passando al caso generale troviamo che

/ f g
E

11l llgllq
Teorema 1.3.12 (disuguaglianza di Minkowski: caso 0 < p < 1). Siano
f, g due funzioni definite su uno spazio metrico E a valori reali positivi, sia
p€(0,1) esiaq= ﬁ il suo esponente coniugato. Se f,g: E — R soddisfano
1£1lp llgllp < o0, allora

dp 21 = |f-gllv = [ fllpllglle-

]

1+ gllp = [1£llp + llgllp-



Dimostrazione. Poiché f e g sono funzioni positive abbiamo

1f =+ gll7 ;:/ I + gl d/t:/ (f + 9P fdu+/ (f+ 0 g du
E E B
applicando la disuguaglianza di Holder appena dimostrata troviamo

1f =+ gllp = 1CF+ 9)" g 11+ 11CF + 9)7 g Mgl

Ricordando che ¢ := -£- osserviamo che:

I+ 7= [ 1ot )
B (/E (f +9) du) T e gl

1F +glly = 1 F1lplgllp-

Allora abbiamo:

[
Teorema 1.3.13 (Disuguaglianza di Clarkson). Siano f,g € LP(FE), ep €
(1,00). Allora:

(i) Sep>2, I +glp+If =gz <227 IF1E+ ligl)

.. q_l
(i) Sel<p<2eq=:t,  [f+gls+If—gls <2 [IFI2+ll]
Prima di cominciare servono dei lemmi.

Lemma 1.3.14. Sep>2 ea,b € R,

1/p ) ,11/2
[l b7+ Ja = 0| ™ < [la+ b2 + o — b2

Dimostrazione. Dividendo primo e secondo membro per max {|a + b|, |a — 0|}
la tesi equivale a

1+ <1 +)Y  vee (0,1, Vp>2

ponendo t? = s e p/2 = r, per la crescenza della funzione r — 22, la tesi
equivale a
(1+s)Y"<(14s) Vse(0,1], Vr>1.

Ma questa relazione & vera poiché essendo 1/r € (0, 1], la funzione  +— x'/" &
subadditiva: X
(1 + Sr)l/r S 11/r + (Sr) /r -1 +s



Lemma 1.3.15. Sep>2ea,beR,

jal? + (B2 _ [lal” + o]
2 - 2

Dimostrazione. Dividendo primo e secondo membro per max{|al, |0} la tesi
equivale a

1+ t2\1/2 14 tP\1/p
(J; ) g(; ) vie (0,1, Vp>2,

ponendo nuovamente s = t2 e r = £ la tesi equivale a

Vs € (0, 1}, Vr Z 17

1+ s < <1—|—s7")1/7‘
2 = 2

il che equivale a

1 r r

< + s> < 1+s '
2 - 2

Questa relazione e vera per la convessita della funzione z — 2. O

Lemma 1.3.16. Sel<p<2eq= zﬁ’ allora per ogni x € [0,1] si ha
(1+2)7+(1—2)?<2(1+a2P)7!
Dimostrazione. Consideriamo la funzione di due variabili
fla,) =1+ 2)(1+ar)™ +(1—a' 7 2)(1 — az)!!

con « €]0,1], = € [0, 1].
Essendo (p —1)(¢ — 1) = 1, la tesi equivale a

flz) < fa' x)

come ¢ facile da verificare. Dato che zP~! < 1 ¢ sufficiente provare che g—i < 0.
In effetti

% = (1-q@a%2(l+ar)™ + 1+ 2)(1+az)"*(¢— 1)z
—(1-qa%(l—ax)”™ — (1 -a" 7 2)(1 - ax)"?(q— 1)z
= (¢—Dz[—a Y1+ az)+ 1+ o' %] (1 + az)??
—

)
q—Dz[—a (1 —ar) +1— o' )1 — az)??
)

— (g— Dl —a 7[(1+az)" - (1 — ax) 7]



ma poiché ¢ > 1, z € [0,1] e o €]0, 1]

% <0<= (14+a2)"?>(1—ax)’?

il che ¢ vero perché g > 2 essendo p < 2. O
Dimostriamo adesso il teorema [[.3.13]

Dimostrazione.

(i) Dai lemmi (1.3.14)) e (|1.3.15)) segue che per a,b € R e p > 2

1/ 1/2 1/2
[la+ o +Ja =] " < flat-b2 + o — b2 =212 [laf* + o]

2 21/2 p P41/
_y [|a| ;!bl} <9 [Ial —2%|b|] P

=217 [Ja]? + b "

Elevando alla potenza p-esima otteniamo
[l 07+ Ja = b?| <21 [[af? + pP?),
e integrando su F si ha la tesi.
(ii) Dal lemma[l.3.16 ponendo b = az e moltiplicando per a? otteniamo
(a+b)?+(a—b)?<2(a®+b")"  VYa>b>0,
OVVero
la+07+la— b7 <2 [|a| + [p"]*" VabeR
Quindi

@) + g(@)|? + |f(2) — g(@)|” < 2 [|F (=) + |g(@)?]]* . (1.3)

Premesso cio, ricordando che p(q — 1) = g,

1f+glly +1Lf = gllf = ILf + 95,0y T I1f = gllge
1/(p—1) 1/(p—1)
= (/ |f + gl1®Y du) + (/ |f = gl7®V du) :
E E



Poiché 0 < p — 1 < 1, vale il teorema di Minkowski [1.3.12}

1/(p-1)
(/E I+ g2+ |f —gl! du)

(p—1) 1/(p—1) (p—1) 1/(p—1)
> ([ gl ) T ([ 1= gl dp)
E E

e quindi per la (|1.3))
1/(p—1)
1+ glls 11 — gllt < ( 17 + gl + I — gl du)

1/(p—1)
2 1P+ 1P d

1/(p—1)
[+ 1o du)
FE

=2 [[IFI} + Ngllp] /™= = 2 [IL£15 + Ngllp)!

IA
N
Abj\m

]

Proposizione 1.3.17 (Disuguaglianza di Markov). Sia u € LP(E,u) per
qualche p > 1. Allora per ogni t > 0 wvale:

p({lul = t}) < t7P)ulloe-

Dimostrazione. Per ogni t > 0 abbiamo

# u({lul > 1)) < /{ Py
ul>t

e quindi la tesi. O

Lemma 1.3.18. Se f, — f in LP(E), g, — g in LP(E), allora la successione
(z,y) = fo(x) + gn(y) converge debolmente a f(x)+ g(y) in LP(E X E).

Dimostrazione. Sia ¢ € LP(E x E)* = LY(E x E), (su E x E consideriamo
la distanza: dpxp((z,2'), (y,v')) = dp(z,y) + dg(2’,y')). Consideriamo

/E _e(@9) /(@) + 9u(y) — f(2) = 9(y)] dr dy

- /E‘[/E¢(x7y> [fu(z) — f(x)]dm} der/E{/E(p(x’y) [9(v) — 9(v)|dy| de.

10



Poiché z — ¢(z,y) € LY(E) per quasi ogni y € E, infatti [, |o(z,y)|? do <
oo quasi ovunque, allora

x— p(x,y) € LP(E)".

Quindi [ [, ¢(z,y) [fa(z) — f(z)] dz] tende a zero per definizione di conver-
genza debole; ricordando che || f, | r(z) < C, tale integrando ¢ dominato:

/E o(@,y) [fal@) — F(@)] de| <2 C ol 9) o,

Segue che il primo addendo tende a zero per il teorema di convergenza
dominata. In maniera analoga si dimostra che anche il secondo addendo tende
a zero e questo implica la tesi. O

Lemma 1.3.19. Sia p € (1,00), data una successione (f,), C LP(E, u) tale
che

/ Jn dp — / fdu VA misurabile, p(A) < oo,
A A

st ha
limin f,(+) < f(2) < lmsup f,(2)
n—00 n—00

per q.o. v € I.

Dimostrazione. Basta provare che posto m(x) = limsup,, . fn(x), si ha
f(z) < m(x) q.o. (per avere l'altra disuguaglianza, basta considerare (—f,,).
Basta provare la tesi per A insieme misurabile di misura finita. Sia dunque
A un sottoinsieme di F di misura finita, proviamo che f < p q.o0. in A. Se
m(z) = oo non c’¢ nulla da dimostrare, quindi possiamo suppore p < oo su
A. Siano

N={zeA|m(z) <0}, P={ze€ A|m(x)>0}.

Si ha, posto g, = supys,{fe} ¢ Np = {r € N | g, <0},

N = D N,.
n=0

Se FF C N, per il teorema di B. Levi
—/gkduf—/pdu;
F F

11



d’altra parte
[t [ feans [ gdu— [ pan
F F F F

/fd,uZ/pd,u VF C N,, Vn € N,
F F

e quindi

quindi la tesi vale per ogni F' C N. Si ha poi, posto P, = {z € A| 0 <
m(z) <n},e Pyn={x€p, | 0 < gn(x) <1+m(x)},

= GPH, P, = G P
n=0

m=0

Se F C Py, siha 0 <m(x) < gp(x) < gm(x) <1+ m(z) <n+1 per ogni
k > m, quindi per il teorema di convergenza dominata

/ gn dpp — / p dp,
F F
da cui come prima:

[ 5 n=tin [ odu<tin [ g di= [ pan
F k—oo J o F F

quindi

/fdug/pdp, VECP,, YmeN, VneN,
F F

e dunque la tesi vale per ogni /' C P. Ne segue che

[rdus [pdu vPca
F F

e pertanto f < p quasi ovunque in A. n

12



Capitolo 2

Spazi di Sobolev metrici

In questo capitolo introdurremo la nozione di spazio di Sobolev in un contesto
piu generale, quello degli spazi metrici.

2.1 Spazi di Sobolev metrici e loro proprieta

Definizione 2.1.1. Siano (E,dg) e (F, dr) spazi metrici, e sia 4 una misura
di Borel non negativa, finita sugli insiemi limitati.

Per p € [1,+00], definiamo WLP(E, u, F') come lo spazio di tutte le
funzioni u : £ — F tali che esistono g € LP(F), g > 0e N C E (dipendenti
da u) con u(N)=0e

dp(u(z),uly)) < dg(z,y)(9(x) +9(y))  Ve,y € E\N. (2.1)

Tale g (in generale) non ¢ unica; definiamo allora M (u) come l'insieme dei
g € LP(E) per cui vale la definizione, a meno di un insieme N di misura
nulla dipendente da g. Come di consueto identifichiamo due funzioni u,v €
WIP(E u, F) se w=v su E a meno di un insieme di misura nulla rispetto a

L.

Questa definizione ha delle inaspettate proprieta; nelle seguenti osserva-
zioni mostreremo che I'insieme M (u) € chiuso e convesso in LP(E) e che se
p € (1,00) allora M(u) ha un elemento di norma minimale in LP(E).

Osservazione 2.1.2. L’insieme M (u) € convesso e chiuso in LP(E).
Siano f e g € M(u) allora da ({2.1)) abbiamo

dp(2,y) (f(x) + fly))  Ve,ye E\N
dp(u(z),u(y)) < dp(z,y)(9(z) +9(y)) Ve,ye E\N

13



con u(N) = u(N') = 0. Moltiplicando la prima disuguaglianza per ¢ € [0, 1],
la seconda per 1 — ¢, e sommando membro a membro otteniamo per ogni
r,y € E\ (NUN'):

dF (U(ZL’), u(?J))
< dp(a,y) () + (1= Dg(@)) + (t£() + (1= D)g()) ).

con u(NUN')=0. Allora tf + (1 —t)g € M(u) e quindi M (u) & convesso.

Sia ora (g,) C M(u) che converge a g € LP(E), vogliamo mostrare che
g € M(u). Poiché (g,,) C M (u) converge in LF(E) esiste una sottosuccessione
(gnk) che converge a g quasi ovunque rispetto a p e allora vale

dp(u(x),u(y)) < de(z,y)(9(=) +9(y)) Yo,y e E\N

dove N” =, N; con g; e N; che soddisfano , e quindi u(N") = 0. Allora
g € M(u) e abbiamo dimostrato che M (u) € chiuso in LP.

Osservazione 2.1.3 (g minimale). Se p € (1,400) esiste un unico elemento il
M (u) con norma minimale.

Dimostrazione. Mostreremo che se A = inf{||g||, | ¢ € M(u)} e p € (1,00),
allora esiste un'unica g € M (u) tale che ||g]|, = A. Se p > 2 e se (g,) C M(u)
¢ una successione minimizzante, ossia || g, ||, \¢ A, allora dalla disuguaglianza

di Clarkson (teorema (|1.3.13)) abbiamo

— p
s <

2

In + gm
2

r 1
+ 5 lgalls + llgmllz]
p p

1
< =2+ = [lgallp + llgm 7

Se n,m > v, (tale che, per ogni n > v., [|gull, < A+ ¢€) si ha dunque
_ 1 1
2790 = gmllh < =M + 5 20 +e)P < =N + 5 2(NP +ce) < ce

Allora la successione (g,) C M(u) ¢ di Cauchy e per la completezza di LP(E)
esiste un elemento g € LP(F) di norma A, ma poiché M (u) ¢ chiuso allora
g € M(u).

Se 1 < p < 2, analogamente vale

-1
g0 = gmllZ < 2 [llgalls + lgmlB]* = [lgn + g2

14



Dividendo per 29, se n,m > v, si ha
24 Hgn +gmH§ < 21,q(2<)\ + 8)zo)qfl N\ = 2(1—q)(q71)(>\ + g)q N < e

e si conclude come nel punto precedente. Ultimo dettaglio della dimostrazione
¢ dimostrare che (A +¢€)? < AW 4+ ce con p > 1. Se A = 0 la tesi e ovvia,
supponiamo A > 0 e notiamo che

A+e)f <N Hc & (1+E)p§1+i

A AP
CE\p ce
S (1+—) —-1< —
I+3)-1=5
ma per il teorema di Lagrange applicato alla funzione x +— (1 + z)? abbiamo
E\p 1€ -1 lip-1¢€
1+-)" —1=p(1 P <N (1 + - —
(145 —1=p1+ S < v (142 S

dove abbiamo sfruttato il fatto che £ € [0,e/A] e il fatto che la funzione
x — P71 & crescente. Questo prova l'esistenza.

Per provare I'unicita sfrutteremo la stretta convessita di LP(F). Supponiamo
per assurdo che esistano g, g2 € M (u) tali che ||g1]|, = [|g2ll, = A. Se A=0
allora g; = g2 = 0 p-q.0. se invece A\ > 0 avremo che [|g1/A|[, = [|g2/ ]|, = 1.
Poiché M (u) & convesso 2392 € M(u) e per la stretta convessita di LP(E)
abbiamo

g1+ g2 g1+ g2
I <1 =l lp <A
2\
il che e assurdo e prova anche I'unicita. O

Proveremo ora dei risultati che mettono in relazione le funzioni in W .?
e le funzioni Lipschitziane. Cominceremo mostrando che la composizione
di funzioni Lipschitziane con funzioni in WP & ancora in WL?. Viceversa
si puo affermare che u € WY (E, u, F) se per ogni ¢ € Lip(F,R) si ha
pou € WEP(E, ). Mostreremo che per funzioni in W.? vale un teorema di
approssimazione di tipo Lusin con funzioni Lipschitziane e infine proveremo
che, come nel caso reale, W1°(E. u, F) = Lip(E, F).
Osservazione 2.1.4 (Composizione). Se u € WLP(E,u, F) e ¢ € Lip(F, Q)
dove (G,dg) & uno spazio metrico, allora ¢ o g € WEP(E, u, G). Infatti
abbiamo per ogni g € M (u):

ue WY(E,p, F) =dp(u(z),u(y)) < dp(z,y)(9(z) + g(y)) Yo,y € E\ N
p € Lip(F,G) =dg (go(x),gp(y)) < Ldp (:U,y)

allora
da(e(u(z)), e(u(y))) < Ldp(u(z),u(y)) < dp(z,y) (Lg(x) + Lg(y))
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per ogni z,y € E'\ N. Questo mostra quanto volevamo e in particolare ci
dice che se L ¢ la costante di Lipschitz di ¢ e g € M (u) allora Lg € M(pou).

Proposizione 2.1.5 (Spazi di Sobolev a valoriin F' e in R). Siano E e F' spazi
metrici con F' separabile e sia § 'insieme di tutte le funzioni 1— Lipschitziane
da F in R. Allora una funzione v : E — F appartiene a WLP(E, u, F) se
solo se

1. pou € WEP(E 1) per ogni o € §;
2. esiste g € LP(E, ) tale che g € M(p ou) per ogni ¢ € §.
Inoltre, se WLP(E, p, F) la g in (@ appartiene a M (u).

Dimostrazione.

(=) Segue dall’osservazione precedente con L = 1.

(«<=) Fissiamo un = € FE e consideriamo u(z) € F. Definiamo allora la
funzione @y (x)(z) = dp(u(x),z). La @) ¢ 1-Lipschitziana a valori reali,
infatti per la disuguaglianza triangolare abbiamo

|Pu() (2) = Pue) (W)] = [dp(u(z), 2) = dr(u(z), w)| < |dp(z,w)].

Ora osserviamo che per le ipotesi 1 e 2 si ha

dr(u(z),u(y)) = |Pu@) (u(®)) = Gu@) (uy))| < de(z,y)(9(z) + 9(y))

per ogniy € E'\ N con N come in ({2.1). Per 'arbitrarieta di z € E abbiamo
la tesi. O

Osservazione 2.1.6.

e Supponiamo u € WP(E, u, F), g € M(u) e sia N come in ({2.1]).
Sia Gy := {z € E\ N | g(z) < A}, allora u ristretta all'insieme G ¢
Lipschitziana di costante 2. Infatti per ogni x,y € G,

dp (u(z),uly)) < dp(z,y) (9(x) + g(y)) < 22dp(z,y)
e dunque u e Lipschitziana di costante 2\ su G,.

e Poiché g € LP la misura u(E \ G,) puo essere resa arbitrariamente
piccola al crescere di \. Infatti vale la seguente

geLp:»/ gl? dMZ/ 9P dje> (AP u(E\ Gy)
E E\Gy
— W(ENGy) < A llglEe
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Cioe per ogni € > 0 esiste A > 0 tale che u coincide con una funzione 2\-
Lipschitziana a meno di un insieme di misura minore di e. Abbiamo cosi
dimostrato un teorema di approssimazione con funzioni Lipschitziane
di tipo Lusin.

In particolare se p = 400 allora posto A >|| g ||« vediamo che u |g, €
Lipschitziana e u(E\G,) = 0 (per definizione di || [|»). Se F' & completo
e u(B) > 0 per ogni aperto B C E possiamo modificare v su un insieme
di misura nulla (F\ G,) e ottenere una funzione Lipschitziana su E.

Dimostrazione. Se F' & completo e u(B) >0 VB C E aperto, allora
G ¢ denso in E; infatti se esistesse un aperto A C E tale che ANGy = 0,
poiché p(A) > 0 avremmo u(Gy U A) > u(FE). Assurdo #. Vogliamo
mostrare che per ogni y € F '\ G esiste (y,) C G, tale che (y,) — v.
Poiché G ¢ denso in FE allora Gy N B(y, %) # (), allora esiste y, €
G N B(y, +). Mostriamo allora che (u(y,)) C F ¢ di Cauchy. Fissato
e > 0 esiste v € N tale che dp(u(ym),u(yn)) < € per ogni m,n > v
infatti, ricordando che (y,) C E ¢ di Cauchy (in quanto convergente),
segue:

dr (u(¥m), w(n)) < dp(Ym, yn) (9(z) + 9(y))
< 2ME(Ym, Yn) < 2Xe" = €.

Allora basta scegliere v tale che dg(Ym,yn) < 57 ¥m,n > v. Poiché F
¢ completo (u(y,)) = w € F. Modifichiamo u in modo che u(y) = w e
mostriamo che u cosi modificata ¢ Lipschitziana su G U {y}.

dp (u(z),u(y)) < dp(u(z),u(yn)) + de(u(yn), u(y))
< 2Ndp(z,yn) + £ < 2Mg(x,y) + 2Mdp(yn, y) + €
< 2Mdg(z,y) + 2¢

per l'arbitrarieta di € abbiamo la tesi.

Viceversa se u € Lip(E, F) la definizione (2.1)) & soddisfatta da g = £
con L la costante di Lipschitz di u. O

Abbiamo cosi provato la seguente la seguente:

Proposizione 2.1.7. WL(E, u, F) coincide con Lip(E, F) purché F sia
completo e p(B) > 0 per ogni aperto B C E.

Se F' non e completo o esiste un aperto B di misura nulla rispetto a u

allora la precedente proposizione non vale. Si forniscono qui di seguito due
controesempi.
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Esempio 2.1.8.
e Sia £ =0, 1], e definiamo u come segue:

u(z) = T se x ¢ razionale
| 0 altrimenti

Sia (g,) una numerazione dei razionali in E, e definiamo p come

p(A):= Y 27" VACE.

n: gnEA

Sia F:=Qn0,1], allora u € WL*(E, u, F) (basta prendere g = 1 e
N = E'\ Q); per la densita dei razionali in [0, 1] abbiamo che per ogni
aperto B, B C E vale p(B) > 0. Allora non esiste una funzione nella
classe di equivalenza di u in WL>°(E, u, F) che appartenga a Lip(E, F).
Infatti, sia v = u in Wh°(E, u, F) allora per ogni z € E\ Q v(2) = ¢
con ¢ € Q. Fissata L > 0 v non & L-Lipschitziana. Sia M = max{2,2L}
preso z € E'N B(z, ;) N Q avremo che

|z —q| > L |z — z|.

allora v non ¢ L-Lipschitziana. Poiché cio vale per ogni L > 0 abbiamo
la tesi.

e Sia ora E = [0,1], u := xq3, e sia p := do + 6. Sia F = {0,1},
allora F' ¢ completo, u € WL°(E, u, F) (basta prendere ¢ = 1 e
N = (0,1)), ma esiste almeno un aperto B tale che u(B) = 0 (per
esempio B = N o qualunque B che soddisfi B N (0,1) = ). Allora
non esiste una funzione v = u in Wh°(E, u, F). Infatti se v fosse
Lipschitziana sarebbe anche continua, e I'immagine di E, connesso per
archi, dovrebbe essere connessa per archi in F' e quindi costante. Allora

v 2 u, perche in ogni caso: ||u —v| = 1.

Questi esempi dimostrano che le ipotesi della precedente proposizione sono
necessarie.

Adesso proviamo un lemma che ci avvicina alla dimostrazione dell’equiva-
lenza tra gli spazi di Sobolev classici e metrici nel caso euclideo.

Lemma 2.1.9. Siano E = Q C R" un insieme aperto, ' := R, p €
[1,+00), u € WLP(Q) e sia u la misura di Lebesque n-dimensionale allora
Vu, il gradiente distribuzionale di w, appartiene ad LP(S2). In particolare
WLP(Q) N LP(2) C WHP(Q).
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Dimostrazione. Sia A C € un insieme aperto, per ogni h € R con ||h]| =1 e
per ogni v € C}(A) definiamo il funzionale T}, come:

Th(v) :== /Au (Vu,h) de = /Ali_r}% u(a:)v(x i ﬁ? — (@) dx
_ /K%E}% u(x)v(x + tht) —v(x) i

con K = {x +thlx € K', t € [0,1]} compatto e K’ il supporto di v
(compatto per definizione). Mostriamo che tale integrale ha senso e che
per il teorema di convergenza dominata possiamo portare il limite fuori
dall’integrale. Poiché u ¢ una funzione a valori reali esiste un A > 0 tale che
I'insieme F) := {z € E|u(z) < A} contiene un punto xy. Allora

u(e)] < fu(z) = ulzo)| + |u(xo)| < |z — o[ (9(x) + g(x0)) + A
< diam(K)g(z) + X;

dove abbiamo utilizzato la definizione di spazio di Sobolev metrico e nell’ultimo
passaggio abbiamo supposto g(zo) = 0 (lecito a meno di scambiarla con una
funzione nella sua classe di equivalenza in L?). Fissata una successione
(tn) ¢ 0 consideriamo la successione f,(z) := u(x)w che converge
a u(z) (Vu(x), h), proviamo che |f,| < |F| con F(z) sommabile. 11 fattore
w visto come funzione delle due variabili x e t € continuo, meno
che in't = 0, dove puo essere esteso per continuita. Allora in quanto funzione
continua assumera massimo M in K. Sia F'(z) = M - (diam(K)g(z)+ \): vale
|fu(2z)| < F(z) per costruzione; resta da dimostrare che F'(z) € sommabile.

/KF(x)dx:M)\p(K)—l—M-diam(K)/g(a:) dx

K

<M X p(K)+ M diam(K) / dx +/ g(z)? dx
Kn{g<1} Kn{g>1}

<M pu(K) (A +diam(K)) + M diam(K) ||g]|r» < +o0.
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Allora

Ti(v) = lim | u() 2 t;? — ()

= %1_{% (/Ku(a:)w dx — /Ku(:v) (tx) d:v)

v =2+ th] = lim ( [ M=), [ e dx)
u(x —th) —u(x)

dx

<

:11_{% Kv(x) ; dx
(B, dole — th.) = 1) < liwsup [ (g~ th) + 9()lo(o)] do
t—0 K

[Holder] < 2 ||g]l oy 10| Laca),

con ¢ esponente coniugato di p. Se p > 1, prendendo A = () possiamo
estendere (in modo unico) il funzionale lineare T}, da C!(Q) a L(Q2). Sia
v € L), allora per densita esiste una successione (v,) C C}(2) tale che
v, — v in L1($2). Applichiamo la stima trovata a v, — vy:

T (vm) = Th(va)| < 2[|gll o) [om = vnllLo(e)

allora poiché v,, ¢ di Cauchy (perché ¢ convergente) anche (75 (vy,)) ¢ di Cauchy
in R e per la completezza di R esiste un w € R tale che Tj(v,) — w. Tale
w non dipende dalla particolare (v,) scelta, perché se (u,) C C1(Q) ¢ una
successione che converge a v in L?(£2) allora

Uy — v — 0in LYQ) = Th(u,) — Th(vy) = 0 = Th(u,) — w.

Allora secondo la stima abbiamo [T}, (v)| < 2 [|g||zr(4) ||| Lea). Per il teorema
di rappresentazione di Riesz esiste u, € LP(Q) tale che Ty(v) = [, upv dz.
Allora per l'arbitrarieta di h otteniamo che le derivate parziali deboli di u
appartengono a LP e in questo caso la prova ¢ completata. Se p = 1 per la
densita di C}(Q) in Cy(22) con un procedimento analogo al precedente si puo
estendere T}, a Cy(£2). Poiché il duale di Cy(£2) ¢ I'insieme delle misure con
segno ancora per il teorema di rappresentazione di Riesz esiste una misura con
segno A, tale che Tj,(v) = fQ v d\,. Grazie alla stima provata in precedenza
abbiamo

’)\}J(A) = sup / v d)\h < 2HgHL1(A) VA CQ
veCH(A),||v]||lec=1J A
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questo implica che A\, e assolutamente continua rispetto alla misura di Lebe-
sgue n-dimensionale e per il teorema di Radon-Nikodym esiste un uy, € L'(€2)
tale che Tj,(v) = [,unv dx e |uy| < 2g, e la prova & completata anche nel
caso p = 1. L]

Esempio 2.1.10. Abbiamo appena dimostrato che WLH(Q)N LY (Q) c Wh1(Q).
Ma esistono funzioni che appartengono a WL1(2) ma non a L'(Q). Un
esempio di queste ¢ uw = X # 0: si ha v € WL1(Q2) con qualunque g e N ma
se {2 ha misura infinita u non e integrabile.

Osservazione 2.1.11. Siano (E,dg) uno spazio metrico con diametro finito e
i € una misura di Borel positiva finita. Allora

Wil (E, p) C LP(E).

Dimostrazione. Sia u € WIP(E ). Fissato y € E\ N (con N come nella
definizione 2.1]), con g(y) < oo, abbiamo

u(@)| < fu(z) = u(y)] + |u(y)| < diam(E) (g(z) + g(y)) + [u(y)],

che come funzione di = appartiene ad LP(E). O

2.2 Misure doubling e operatore massimale

Studieremo delle proprieta di media per funzioni su spazi metrici. Tali risultati
dipendono da una proprieta di riscalamento della misura. In particolare risulta
utile restringersi ad una particolare classe di misure di Borel dette doubling.
Introducendo una naturale generalizzazione dell’'operatore massimale di Hardy-
Littlewood per funzioni su spazi metrici, osserveremo che esso possiede delle
proprieta funzionali del tutto simili a quelle dell’operatore classico su spazi
euclidei nel caso in cui la misura sia doubling (per il caso reale vedi [14]).
Questi risultati saranno utili per dimostrare il teorema di equivalenza.

Definizione 2.2.1 (misura doubling). Una misura p di Borel p: B(E) —
[0, 00] & detta doubling se e finita sui limitati ed esiste una costante C' tale
che

w(Ba(z)) < C u(B.(x)) VreE, ¥r>D0. (2.2)

La miglior costante C' che realizza (2.2)) & chiatamata costante doubling di p.
Notiamo che tale C' ¢ sempre maggiore di 1.

Mostreremo ora una caratterizzazione di queste misure.
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Teorema 2.2.2. Una misura p: B(E) — [0, 00] finita sui limitati ¢ doubling
se solo se esistono s, C' tali che

W(B,(@) (T
w3 2 € (%) (23)

per ogni x,y € E e per ogni R > r > 0 tali che x € Br(y).

Dimostrazione.
(«<=) Da (2.3) prendendo y = z e R = 2r abbiamo

p(Boy () < 25 (5) w(Bu)

che e quanto volevamo.
(=) Peri =1,2,..., definiamo R; := 2'r e sia j := min{i|Br(y) C Bg,(x)}.
Iterando ([2.2)) j volte otteniamo

7 N(Br<x>) —J
#(Br(y)) < w(Bg,(z)) < C"u(B,(2)) = (B = C

D’altra parte Br(y) ¢ Bg,_, () allora poiché 2 € Br(y) abbiamo che R;_; <

2R.

—1

| 4R AR
29l <9R — P< D j<log, (-)
T T

Vogliamo mostrare che esistono due costanti positive C’ e s che soddisfano
la relazione (2.3)) e per fare cid esibiremo s e €’ tali che C~7 > C'(%)*. Sia
C" := C~2, troviamo un s > 0 che soddisfi la disuguaglianza sopra:

ez (o
— —7+2>logs (%)S = slog. (%)

. r R
= j—2< —sloga (}—%> = slogq~ (?)

Ma per quanto visto sopra
. 4R . R
J < log, (—) —  Jj—2<log, (—)
r r
Allora basta che sloge~ (%) > log, (%) per avere la tesi. Quindi basta

scegliere

R nf
10g2 <7> llng InC
S = = R g .
logo (%) R
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Definizione 2.2.3 (operatore massimale di Hardy-Littlewood). Date due
misure g e ¥ non negative su uno spazio metrico F, definiamo 1'operatore
massimale della misura v rispetto alla misura g come

_v(B(x))
M (x):=sup 05T

Inoltre definiamo Mj := My, per ogni funzione Boreliana f : B(E) — [0, 00]
se la misura p e chiara dal contesto.

Ve e B.

Osservazione 2.2.4. Segue dalla definizione che

= _ (fu)(B(z) fBr(ac) fdu B
Myle) = M) = L e = e,

Osservazione 2.2.5. L’operatore massimale My ¢ una funzione misurabile.

Dimostrazione. Sia f una funzione borelaina non negativa, allora la funzione
fB (@) f dp e continua rispetto alle due variabili x e r. Poiché

sup][ [ dp = sup][ [ dp
r>0 J B,(x) reQt J By (z)

My risulta misurabile perché sup su un insieme numerabile di funzioni
misurabili. O

Ci proponiamo di studiare per quali classi di funzioni 'operatore massimale
ha proprieta rilevanti. Cominciamo mostrando che per una qualunque funzione
non nulla f € L}, (Q) con Q C R" allora M; ¢ L'(Q,m,). Ma nel seguito
vedremo che nel caso p = 1 abbiamo una stima debole (1-1). Nel caso
p € (1,00) abbiamo un teorema dovuto a Hardy e Littlewood che ci dice che
se f € LP(E, i) allora anche My vi appartiene.

Proposizione 2.2.6. Sia f € L;,.(Q) non nulla allora M; ¢ L'(S).

Dimostrazione. Data f € L},.(2) non nulla esiste un R > 0 tale che

/ |f| de=C con C' > 0,
Br(0)

(se 0 ¢ € ci si puo riportare in questa situazione con una traslazione, e la
misura di Lebesgue ¢ invariante per traslazioni). Allora per definizione di
operatore massimale di f rispetto alla misura di Lebesgue abbiamo:

Jewtde s C
M(o) =50 =B, @) = uBrae @)~ # B ()
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Ci basta mostrare che ¢ LY(2) per provare la tesi. Notiamo che

N(BRH |(z

C C o a

((Brijo)(2))  wy, [R+|2|"]  wn lz[* R+ 2|

||
Retlal”

cC 1
/Mf de/ — dxr = 00
E Br(0)e Wn |T[™ 2

quindi la tesi. O

ma la quantita ¢ limitata e tende crescendo ad 1. Allora abbiamo

Teorema 2.2.7 (Stima debole (1 —1)). Siano p e v due misure non negative
su uno spazio metrico E. Se p una misura doubling con supp(pu) = E, allora
esiste una costante K (dipendente dalla costante doubling di j1) per cui vale
la sequente stima:

u({x € E| M,(x) > A}) < %I/(E) VA > 0. (2.4)

Prima di procedere dimostiamo un lemma di ricoprimento.

Lemma 2.2.8. Sia E uno spazio metrico e sia § un’arbitraria famiglia di
palle in E tali che sup{r(B)|B € §} < 400 con r(B) raggio di B. Allora
esiste una sottofamiglia di elementi disgiunti §' C § tale che

UBc B
Beg Beg'

con BTZE?) := B(x,5r).

Dimostrazione. Partizioniamo la famiglia § in sottofamiglie a due a due
disgiunte

R
b= {mes ] s <rim< 1)

con j € Ne R :=sup{r(B) | B € §}. Sia §, una sottofamiglia di elementi
disgiunti massimale in §,, che esiste per il lemma di Zorn (infatti ogni catena
ascendente rispetto all’inclusione ha un elemento massimale che e I'unione di
tutti). Allora induttivamente scegliamo §; per j € N come una famiglia di
elementi disgiunti massimale in

j—1
{Be&\BﬂB’:@ VB’GUS{}. (2.5)
=0
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Posto §' 1= Uj2,§;, la famiglia §” ¢ disgiunta per costruzione. Ora scegliamo
B € §;; affermiamo che esiste B’ € UL_(§/ tale che B C B, il che conclu-
derebbe la dimostrazione. Scegliamo B’ € Uj _oS: tale che BN B' # (0, un
tale B’ esiste per massimalita di §; allora per definizione 7(B) < R 277 ¢

r(B') > R2777". ne segue r(B') > 5R27771 > R2-9*!1 = 2 1(B) il che implica
BcC B. [

Osservazione 2.2.9. Se I'insieme E ha misura finita e ogni palla ha misura
strettamente positiva la famiglia §' := U2 §] ha cardinalita al pitt numerabile.
Infatti gli insiemi §! sono al piu numerablh perché sono costituiti da insiemi
disgiunti con misura strettamente positiva la cui unione ¢ contenuta in E. Si
conclude per additivita della misura pu.

Possiamo ora dimostrare il teorema 2.2.7

Dimostrazione. Scegliamo A > 0, R > 0 e definiamo

o UB)
M) = S0 (B )

Ap = {JZ€E|MVR >)\}

Vee &

Sia § la famiglia di tutte le palle aperte B,.(x) tale che z € Ag, con 0 < r < R,
e v(By(x)) > A\u(B,(z)). Dal lemma esiste una sottofamiglia di elementi
disgiunti §' C § tale che Ag C Upeg B’ dove B ¢ come nel lemma .
Poiché p & doubling e 5 < 23 abbiamo:

u(Ar) < u( U B) <3 u(B)

Bey’ Beg’
03
. 3
[ doubling] < C E n(B) < BN E v(B)
Begy’ Beg’
3 K
<= - ,
< Sw(B) = Tu(B)

Osserviamo che se v(E) = 400 non c¢’¢ nulla da dimostrare, in caso contra-
rio per 'ossservazione la famiglia § ¢ al pit numerabile. Infine per
I’arbitrarieta di R, otteniamo:

>

,u({w e BE| M, (z) > )\}) < lim p(Ap) < S0(E) VA0,

]

Utilizziamo la stima appena trovata per dimostrare la versione del teorema
di Lebesgue nel caso metrico.
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Teorema 2.2.10 (di Lebesgue). Siano E uno spazio metrico, u una misura
doubling su E e f una funzione in L} (E,u). Allora abbiamo:

. 1
lim
0 wy,r"

L(Jﬂw—f@ﬂmmnzo (2.6)

per p-quasi ogni r € E.

Osservazione 2.2.11. Un punto che soddisfa (2.6 ¢ detto punto di Lebesgue
per f. Il teorema appena enunciato puo dunque essere cosi riformulato:
L’insieme 'insieme dei punti di E che non sono di Lebesgue per f ha misura
nulla.

Dimostrazione. Per il teorema di Lusin (teorema [1.3.6)) e per il teorema di
Tietze (teorema|1.3.7) per ogni ¢ € N possiamo trovare una funzione continua
f; tale che, posta g; = f — fi, vale ||g]|z,(z,) < 27". Definiamo

N, = {x e Bl |g;| > (;)} U {m € B| My, > (;)}

Per la disuguaglianza di Markov (teorema [1.3.17) e per la formula ([2.4)
abbiamo

3\? 3\ * 3\?
u(N) < (35) Noilm + K (5) gl < (5) 0+ K)

con K come in (2.4)), il cubo della costante doubling di x. Definiamo ora

N:=[JN.

pu(N) = 0, infatti -
uUN) <1+ K)(Z)" i (%) — 4(2)”(1 + K)
= u(NUN) =t (U ) = i 4(3) 0+ 0 =0

Mostriamo che (2.6) vale per ogni x € E\ N. Se x € E'\ N allora x ¢ N; per
i sufficientemente grande (dipendente da z); allora |g;| < (2)" e My, < (2)'
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per ¢ sufficientemente grande. Quindi per ¢ opportunamente grande abbiamo:

sy [ ) = S duty
<timsup f £ ~ ()] duly)
0 J B, (@)

+ limsup ][ 19:(y) — g:(x)| duly)
rl0 By ()

<0+ lim sup][ 19:(y) — gi(x)| dp(y)
70 By (x)

dove il primo addendo va a zero per la continuita di f;. Ora per I'osservazione
2.2.4 e per le maggiorazioni fatte abbiamo

lim sup f [9:)| + 19: (@)]] duly) < lgs(x)] + limsup ][ 0] du(y)
rl0  JB.(x) 0 J By (z)

< gil(x) + Mg, () < 2<§>

che tende a zero quando i tende ad infinito. O

Lemma 2.2.12 (Principio di Cavalieri). Sia E un insieme, 9 una o-algebra
su E e p una misura non negativa su M. Se u e una funzione integrabile e
non negativa su E allora

/Eu dp — /OOO u({u > 1) dt. (2.7)

Dimostrazione. Supponiamo che p sia o-finita e che u sia sommabile, allora
per ogni x € E abbiamo

u(z) = /OU(I) dt = /OOO x{u >t} dt.

Per il teorema di Fubini (che possiamo utilizzare perché abbiamo supposto u
sommabile) abbiamo

/Eu(x) du:/E/Ooox{u>t}dtd,u:/ooou({u>t}) dt.

Se p non & o-finita, sia A := {u > 0} e i la restrizione di p ad A. Osserviamo

che
/udu:/udﬁ
E A
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pl{u>1t}) = n({u > t})

Allora se i e o-finita concludiamo per quanto appena visto. In caso contrario
per ogni successione di insiemi (X;) tali che U;X; = A esiste un indice k per
cui u(Xy) = oco. Consideriamo gli X; della forma X; := {u > i~'}, allora
esistera un k tale che pu({u > k™1}) = oo. Allora

/Ooou({u >t}) dt > /Ok p({u > t}) dt > %u({u > %}) = o0

Ma allo stesso tempo u ¢ L'(E, i), infatti
1 1 1 1
|ul dp = [ul dp = 2u(ilul > 73) 2 Fa{u > 7}) = oo
E {lul>%}

Allora poiché u & non negativa segue che || U dp = 00, e questo completa la
dimostrazione. O

Osservazione 2.2.13. Con il principio di Cavalieri abbiamo guadagnato un
criterio di sommabilita per funzioni non negative. Una funzione f non negativa
¢ sommabile se solo se il secondo membro di (2.7)) e finito.

Corollario 2.2.14. Sia E un insieme, M una o-algebra su E e p una misura
non negativa su M. Se u e una funzione integrabile e non negativa su E
allora vale la sequente uguaglianza:

/up di=p / t* u({u > t}) dt (2.8)
E 0
per ogni p > 1.

Dimostrazione. Utilizzando la (2.7) sulla funzione w? e con il cambio di
1
variabili s = t» otteniamo

/Eup dj = /Omﬂ({up > 1)) dt
:=Amuﬁu>tﬂ>ﬁ

=plm¢*mw>snﬁ,

quindi la tesi. O
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Il seguente risultato dovuto ad Hardy e Littlewood mostra come l'operatore
massimale ¢ una mappa continua da LP in LP per ogni p > 1.

Teorema 2.2.15 (di Hardy-Littlewood). Sia (E, ) uno spazio metrico con
una misura doubling, e sia f € LP(E, ) conp>1 0 p=oc. Allora

[ Myl e < Cpll flze (2.9)
per una certa costante C, > 0 che dipende solo da p.

Dimostrazione. 1l caso p = oo si dimostra utilizzando la definizione di My,
infatti

fBT(x) fdu < fBr(x) [ fllze dp

M (z) = sup < sup = || fllz=
N e M - nes T
e passando al sup abbiamo la tesi.
Caso p > 1.
Osserviamo intanto che
’fB()fdﬂ‘ fB()‘f‘dﬂ
M :supL < suprx— -
’ f’ r>0 N(Br(x» r>0 ,U/(Br(x)) g

quindi possiamo supporre f > 0. Set > 0da f < (f — %)Jr + % otteniamo

M, = sup fBr fdp < su fBT(:v) [(f =5 +5] du
F=e M(B( ) o (B (x))
fB (z) ( % + d/JJ t t
= sup — +s=M, \++=.
>0 (B, (@) ()
Dunque abbiamo
t

{M; >t} C {M(f—§)+ > =

u({0; > 1}) < M({M(H)+ > 2})
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Allora per (12.8)) abbiamo
/ (M) dps :p/ 7t ({0 > 1)) at
E 0
o t
<p / Pt M > 1) dt
0 M<{ (f*%y 2 >
[t = 2] :p2p/ sP1 ,u({M(f_s)Jr > s}) ds
0
> K
Eh<pr [ 0 [ () - s) duds
0 S J{f>s}
< Kp?p/ sP? /f(x)X{f>s}(9C) dy ds
0 E
(Tonelli) < Kp2p/ f(x)/ P72 X (@) dp ds
E 0

f(=)
< Kp2p/ f(:zc)/ sP72 ds dp
E 0

=1 1 f(z)
< Kp?p/ f@)]2 ]
B —1lo

=K p— 2p/Ef(x)p du
=y [ fay dn,

oo

dipende da p e C' (la costante doubling di u). Estreaendo la radice p-esima
abbiamo la tesi. O

dp

dove

2.3 Equivalenza tra gli spazi di Sobolev clas-
sici e metrici

In questo paragrafo utilizzeremo le proprieta dell’operatore massimale per
vedere che, nel caso Euclideo, sussiste un’equivalenza tra gli spazi di Sobolev
classici e metrici. In particolare dato {2 C R™ un insieme aperto, proveremo
la seguente uguaglianza:

WLe(Q)n LP(Q) = WP(Q) per p € (1,00)
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Lemma 2.3.1. Sia v € WH(B,(x)) con x € R" er > 0. Allora, se x ¢ un
punto di Lebesque per v, vale la sequente:

/B,.(x) v(z) —o(z)| dz < wr™! /0 <]it,.(a:) IV (v(z2))] dz) dt.  (2.10)

Dimostrazione. Non & restrittivo supporre z = 0 (ci si puo ricondurre a
questo caso con il cambio di variabili 2/ = z — ). Dapprima supponiamo
v € CY(B,(0)) (d’ora in poi utilizzeremo il simbolo B, in luogo di B,(0)).
Allora, per uno z € B, arbitrario e un A € (0, 1) anch’esso arbitrario, per
il teorema fondamentale del calcolo integrale e per la disuguaglianza di
Cauchy-Schwartz abbiamo

0(2) — v(A2)] = /\1<Vv(tz),z> dt‘g 2 /:|Vv(tz)|dt

e ponendo z = py con p > 0 e y € 0By, otteniamo

|v(z)—v()\z)|dz§/B 2 A Vo(tz)| dt dz

B
r 1
:/ / P"I(p/ [Vu(tpy)| dt) dp do
o8, Jo A
1 T
[Tonelli] :/ / / p" [Vu(tpy)| dp do dt
A 0B, JO
1 r
<r / / / "t [NVu(tpy)| dp do dt
0B,
/ n 1 d
[ = tp] Vo(p'y)| == do dt
0B,
= / - / / (0" [Vo(p'y)| dff do dt
A 0B JO
1
[z =p"y =r / t_"/ |Vu(z2)| dz dt
Btr
1
o )" =ma(Bu)) = [ V() d
A Btr

La disuguaglianza ottenuta si puo estendere ad una arbitraria v € W1(B,)
grazie alla densita di C'(B,) in W!(B,). Infatti, sia v € W!(B,), allora
esiste una successione (v;) C C*(B,) per cui

Ve>0dreN : ||U — ’UkHWl,l(Br) <eVk >
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Allora per ogni k vale
1
[ok(2) — vp(A2)] dz < wy, r”“/ ][ |Vu,(2)| dz dt

Br A Btr

e per densita abbiamo:

Uy, — v in L'(B,)
D'y, — Dv in LY(B,)

Allora

lv(z) —v(A2)| dz

B

< /B [v(2) = vk(2)] + [ve(2) — ve(A2)] + |uk(Az) — v(A2)]] dz
<2e+4w, rt! /1][ |Vu(2)| dz dt
<2e+wy, r”“/)\ ]i [[Vun(z) — Vo(2)| + |[Vou(z)|] dz dt

1
<2e+4+(1=XNe+uw, r"“/ ][ |Vu(z)| dz dt
A Btr

e per l'arbitrarieta di £ abbiamo 'estensione della disuguaglianza.
Allora abbiamo

lv(z) —v(0)] dz < [v(z) —v(A2)| dz —i—/B lv(Az) —v(0)] dz

B B

| (e) = 002 dz 4w, (m)"][ () — v(0)] &

n
B, BM" >\

= lv(z) —v(A2)| dz + w, r”][ lv(x) — v(0)] da

B, B)\r

dove nel secondo addendo abbiamo fatto il cambio di variabile x = Az. Ora,
poiché 0 & punto di Lebesgue, al tendere di A a 0 il secondo addendo tende a
0. Allora abbiamo

1
[v(z) —v(0)| dz < wy, r”“/ ][ |Vou(tz)| dz dt
0 Btr

B

e questa e la (2.10]) con z = 0. O
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Teorema 2.3.2. Se Q C R" ¢ un dominio di estensione (vedi definizione

ep>1 allora
WiP(Q) N LP(Q) = WHP(Q)  per p € (1,00)

Dimostrazione. L’inclusione WLP(Q) N LP(Q) € WP(Q) per p € (1,00) ¢
stata provata nel lemma [2.1.9| nel caso p > 1. Proviamo l’altra, ma nel caso
p>1. Siau e WH(Q) e v := Tu, dove T : WP(Q) — WH(R") & una
mappa continua di estensione (vedi [2]). Mostreremo che

lv(z) —v(y)| < Culz — y[(Mivy (z) + Mivo(y))

dove z,y € Q sono punti di Lebesgue per v. Infatti poiché Vv € LP(R")
allora anche Vg € LP(§2) e ponendo g = Vujq risultano soddisfatte le ipotesi
di (2.1). Basta infatti prendere come N C € il complementare dei punti
di Lebesgue per v, che per il teorema [2.2.10] ha misura nulla. Allora My,
soddisfa la definizione [2.1| perché per il teorema [2.2.15 appartiene ad LP(E).
Per provare la disuguaglianza occorre verificare che

/B o [v(z) — v(z)| dz < w, ™! Mgy () (2.11)
e cid discende dal lemma P.3.1] Infatti

/BT(:AU(Z) —v@)l dz < ™ /01 <]itr(wlv(v(2))l dz) dt

< w,r™™ Mgy ()

dove I'ultima disuguaglianza e dovuta dalla definizione di operatore massimale

B.(p) | VU(2 dz
M2 = M 5 = %'&8!

- [(f IVGE)

Ora, dati e y punti di Lebesgue distinti, consideriamo r = |z — y| e
S := B,(z) N B,(y); utilizzando (2.11) otteniamo

[ (1) =@l + o)+ o)) =
< [ o)~ v dz+ [ () ()] d=

lv
By () By (y)

< wy,rt (M\vu|($> + M|vv‘(x)>.
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Per il teorema del valor medio esiste uno z € S tale che

fs () = v (@) + [o(2) +v@)) dz = [o(Z) = v(@)] + [v(E) = v()]].

Allora segue
v(z) —v()| < [v(Z) —v(@)| + |v(Z) —v(Y)]
C:::(S) (Mm\(x) + M|w|(y)>

<%E%§M—MQ%M@+MWMD

<

. n . .
Concludiamo osservando che m’"( 5 non dipende da r, come verificheremo tra
n

poco. ]

Osservazione 2.3.3. Sia S come sopra, allora m,(S) = H, r", con H, una
costante indipendente da 7.

Dimostrazione. Calcoliamo il volume n-dimensionale di S. Per I'evidente
simmetria del problema e per l'invarianza per traslazioni della misura di
Lebesgue, m,(S) = 2 m,(B, N {x, > §}); ora integriamo per fette. Fissato
un valore a € [, 7] di x,, (vale in generale per ogni a € [—r,r]), I'intersezione
B, N{z, = a} ¢ una palla (n — 1)-dimensionale di raggio v/r? — a2, infatti la
palla n-dimensionale soddisfa la seguente relazione » ' | 27 < r?. Allora

ma(S) =2 ma(B, 0 { = 2})
=2 /Trwn1 (M)n_l dx

jus

3 n—1
r=rcost] =2 w, 1 / r sint(\/l — cos? t) dt

0

™

3
=2wpq 1" / sin” t dt.
0

Allora ™25 — 9, | f0§ sin” ¢t dt non dipende da r. O

7«"1

Osservazione 2.3.4. Osserviamo che la tesi del teorema [2.3.2] non & verificata
nel caso p = 1.
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con r € Q:= (=1 1) aven-

Dimostrazione. Consideriamo u(z) := — =%
o || log |z ) 272
dola prolungata per continuita a 0 con valore nullo. Osserviamo intanto che

la funzione u & dispari, nonché crescente e positiva su (0, 1). Mostriamo che

u € Wh(Q).

: 2 2 1
/ |u(z)| de =2 / - de < — T < < 00,
_ o log(z) 2 logs ~ log?2

1
2

quindi w € L*(Q2). Verifichiamo che anche il gradiente distribuzionale di u
appartiene a L'(Q). La derivata classica di u ¢

1

] log? |z

/

Mostriamo che u’ coincide q.o. con la derivata debole di u; vogliamo cioe che

soddisfi la definizione cioe che per ogni v € C'°(2) valga

/uv’dx:—/u’vdx
Q Q

Poiché v ha una singolarita in 0 scriviamo:

1/2 1/2 e
/ uv'dzzlim[/ uv'dm+/ uv’dx]
71/2 e—0 e 71/2

1/2 —&
:hm[[u v];/Q—/ u' v dr+ [u U]_i/z—/ u’vda:]

e—0 1/2

e notiamo che la valutazione al bordo tende a zero per ¢ che tende a 0 perché
ue C'N) eve CP(). Noto il gradiente distribuzionale di v mostriamo
che esso appartiene ad L'(Q).

1

: SR log 3 1
/ |u(x)|d:c:2/ —de:[yzloga:]:2/ — dy
-1 0 x log”x o Y
S S B L
log2 U Y yllog2z  log2

Dunque u € W'(Q). Supponiamo ora per assurdo che u € W-1(Q) e che
quindi esista una g € L'(Q) e un N C Q di misura nulla per cui vale

(NI

lu(z) —u(y)| < |z —yl(9(z) + 9(y)) z,yeQ\N
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Allora dopo aver scelto y = —z (posso supporre N simmetrico rispetto
all’origine) per z € (0, 3) N N abbiamo

2

u(w) - u(-2)] =~ < 20(g(x) + o(~))

ma d’altra parte

/ g(x) do = /Oé (9(x) + g(—2)) dx > /0% . ii:ggj

1
2

log% 1 © q
[y = log x| :/ —— dy:/ — dy = +o0.
—00 Yy log 2 Yy

ol

Questo e un assurdo e prova la nostra asserzione. O
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Capitolo 3

Estensione dei teoremi classici

In questo capitolo dimostreremo estensioni, a spazi metrici, di alcuni teoremi
classici della teoria degli spazi di Sobolev, osservando come, passando al caso
di spazi euclidei, I’enunciato si riconduca alla forma classica.

3.1 WZP(E, 1) & uno spazio di Banach

Consideriamo uno spazio metrico (F,dg) e una misura di Borel positiva tali
che diam(F) < oo e u(E) < co. Per p > 1 dotiamo WLP(E, 1) della seguente
norma

p = inf . 3.1
e = Dol + it gl 1)
Osservazione 3.1.1. Verifichiamo che ||ul[y,1, ¢ effettivamente una norma.

Dimostrazione. Sappiamo gia che |lul|z» € una norma (ed ¢ ben definita per
'osservazione [2.1.11)), quindi ci basta mostrare che infyen ) [|g]/zr € una
seminorma. L’omegeneita discende direttamente dalle proprieta dell’estremo
inferiore; non ci resta che dimostrare la disuguaglianza triangolare, ossia:

inf < inf + inf )
geM (utv) gl = gEM (u) lgllzr geM () lgll»

Osserviamo che se g, € M(u) e g, € M(v) si ha
[(u+v)(x) = (u+0)(y)| < |u(z) —ov(y)] +[v(z) —ov(y)]
< dp(z,y) [(9u(x) + 9u(¥)) + (90(z) + 90(¥))]

a meno di un insieme di misura nulla N. Questo implica che g,+g, € M (u+v),
quindi

inf  ||gllze < |lgu + golle < gullze + 190l e
gEM (utv)
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allora passando all’estremo inferiore sulle g € M (u) e sulle g € M(v) abbiamo
quanto cercato.

Notiamo che inf ey [|g||z» non € una norma: infatti ¢ zero se u ¢ una
costante. [

Questa & una generalizzazione della norma classica (vedi (1.1))) degli spazi
di Sobolev; nel nostro caso, mancando una struttura differenziale, la norma
del gradiente e rimpiazzata da un opportuno estremo inferiore.

Adesso mostriamo che, come nel caso classico (vedi la proposizione ,
lo spazio (W?(E, ), |l - [|y1r) & di Banach.

Teorema 3.1.2. Se p > 1 lo spazio (W?(E, ), || - lly10) ¢ di Banach.

Dimostrazione. Sia (f,), una successione di Cauchy in WLP(E, p). Dalla
definizione di |-||,y1.» esiste una f € L” tale che (f,,), converge in LP. Proviamo
che f € WP e che la convergenza ¢ in WLP. Sia (f,,); una sottosuccessione
che converge puntualmente a f tale che || f,, — fully1r < 27% allora per ogni
1 esiste una g; € LP per cui vale

|(fm+1 - fm) (%) - (fn¢+1 - fm) (y)’ < dE($7y) (gl(x) + gi(y)) )

e |lgillLe <27% Se h:=73 .2, g; abbiamo ||hl|» < 1.
Segue che se j > i abbiamo

‘(fng - fm) (QJ) - (fnj - fnz) ( ) < dE l‘ y (Zgn +Zgn(?/))
< dp(z,y) (Zgn +Zgn(y)) :

Passando al limite per j che tende ad infinito segue che

((f = fai) (@) = (f = for) )] < dr(z,y) (Zgn +Zgn(y)) ,
da cui
|f(x) = FWI <N = fa) (@) = (f = o) @] + [ fni(2) = fay ]

<dExy<Zgn +Zgn + gi(w +g‘i(y)>
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ove g; € M(fn,). Dunque f € WLP(E, u). Resta da dimostrare che (f,),
converge ad f in W,? (e non solo in L?). Per ipotesi || fn — finlly1r < € se
n,m > v; allora esiste una successione (g,,m) € M(f, — fn), tale che

1 = fnlle + [|gnmll e <e.
In particolare
(@) = fn(2) = fu(y) + fm(W)] < de(2,9) [90.m(2) = gom(®)] - (3.2)
Fissato n, esiste una sottosuccessione (g m, )k < (Gnm)m tale che
Gnm, = Gn 0 LP(E),

e vale [|g,||» < e. Per il lemma|[1.3.18]

Inami () + Gnmi (Y) = gn(2) + 9n(y)  in LP(E X E),
e per il lemma segue che

lim inf{ g m, (%) + Gnm, ()} < Gn(@) + gn(y)-

k—o00

Passando al limite nella relazione (3.2)) scritta per m = my, abbiamo

@) = F(@) = faly) + F(9)] < dp(e,y) [lmint (gom, (2) + gom, ()]

< dg(r,y) [g.(7) + gn(z)],

dacui g, € M(f,, — f) e |lgnllzr <e.
Segue allora che, per un opportuno indice v.,

| fn = f||wggp <|[fo = fller + ||gan <2e se n>uv.,

e con cio la tesi ¢ dimostrata. O

3.2 Disuguaglianza di Poincaré

Teorema 3.2.1 (Disuguaglianza di Poincaré). Sia u € WLP(E, u, F) con
p>1egée Mu), allora vale

inf /BT@) (dp(u(y), z))p dp < 4P P / gP(y) dp (3.3)

zeF BT(.'E)

per ogni x € E e per ogni r > 0.
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Dimostrazione. Scegliamo w € B,.(z) per cui vale

fMM&@K/ #(y) du. (3.4)

By (x)

Un tale w esiste; infatti supponendo per assurdo che un tale w non esista
avremino

g°(w) > ][ . )g”(y) dp  Vw € B,(z)

allora integrando su B, (z) avremmo

/ du>/( ][ /()gp(y) du,

il che ¢ assurdo. Prendiamo ora z := u(w), allora

zeF

inf dp(u(y), 2))" du < dr(u(y),z))" d
[, w2 s [ (et =) s

[convessital < 24P~ g / o (9 (y) + g*(w)) dp
Br(x
X

cioe la tesi. O

Ora mostreremo un corollario che utilizzeremo nella dimostrazione del
teorema di immersione di Sobolev.

Corollario 3.2.2. Sia uw € WYP(E, 1) con p > 1. Allora vale

/ lu(y) — a7 dp < 2° mf/ y) — 2" du < 8" 1" / ( )gp(y) dp,
r(x) r(T

dove U, = fBT(x) u(y) dp.
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Dimostrazione. Sia z € R; per convessita abbiamo:

/ u(y) =T dp < / luly) — 2| + = — @ []" di
By (x) By (x)

< 2”_1[/ lu(y) — z|? d;H—/ |z — @, P d,u}.
By () By (x)

Ora stimiamo la quantita [ |z =[P du

/B(sz ~ el = /B,«(m) ]{Bm uy) i =2
- /Br(x) m</&@ (u(w) = 2) du)

itder] < " B (/BMJ)“(” - Z‘pd“) ;WBT(@));

1 P »
= KB @) sy (W) / ZORER

[ Jutw) =P dn
B, (z)

dove ¢ e I'esponente coniugato di p. Allora

p
dp

p
dp

p
dp

/ )~ < [ qutw) - =p du
By (x

By (x)

Passando all’estremo inferiore e dal teorema [3.2.1] abbiamo la tesi:

luly) — 2| dp < & 7“”/ 9"(y) dp.

/ lu(y) — @, |P dp < 2P inf
B (z) 2€R Br(z)

By (x)
]

Osservazione 3.2.3. Restringendo la disuguaglianza appena dimostrata al caso
euclideo ritroviamo la disuguaglianza di Poincaré classica [14]:

/ uly) — @ lP dy < C / Vuly)P dy.
By (x) By (z)

dove la costante C' dipende dalla dimensione n, mentre nel nostro caso la
costante ¢ 8”. Di nuovo infy () ||g]|z» gloca il ruolo della norma del gradiente
di u.
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3.3 Teorema di immersione di Sobolev

E giunta l'ora di dimostrare il teorema di immersione di Sobolev.

Teorema 3.3.1 (Teorema di immersione di Sobolev). Sia u € WLP(E, p),
conp>1 e siano d = diam(E) < oo e p = u(E) < co. Supponiamo che
esistano b, s > 0 tali che pu(B,) > br® per ogni palla di raggio r > 0. Allora
posto U := fE u dy abbiamo:

1. Sep<s
1
lellr < € (Sllullr + llgllee),
x .__ Sp_
dove p* = part

2. Se p = s, esistono due costanti Cy e Cy tale che

Cl,u% u—1u
e —_— —— ) du < (.
7@”’( d Hg||m> ="

3. Se p > s, esiste una costante C' dipendente da p,s e b per cui vale:
- 11
Ju =l < C 1t il

Osservazione 3.3.2. 1l teorema nei suoi tre punti ci garantisce, proprio perché
lo spazio e di misura finita, le seguenti immersioni:

1. se p < s, WP si immerge in L? per ogni ¢ € [1,p"],
2. se p=s, WLP si immerge in L? per ogni q € [1,00),
3. se p > s, WLP si immerge in L™ e quindi in ogni LY con g < oo.

Notiamo che s per sua definizione gioca un ruolo analogo a quello della
dimensione dello spazio. Nel caso classico ritroviamo le stesse immersioni a
meno di sostituire s con la dimensione n. Inoltre la disuguaglianza del punto

1 ricorda la disuguaglianza di Sobolev-Nirenberg-Gagliardo nel caso classico
(vedi [14], [15]).

Dimostrazione. Sappiamo che esiste N C E con u(N) = 0 tale che
[u() = u(y)| < di(z,y) (9(x) + 9v) )Y,y € E\N

Tralasciamo il caso ||g||z»(g) = 0, dove g = 0 q.o. da cui u ¢ costante
q.0. In questo caso particolare la tesi ¢ banalmente verificata (anche se il
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secondo punto perde di significato). Possiamo supporre allora ||g||z»(z) > 0.
Sostituendo eventualmente g(x) con g(x) 4+ A, con A sufficientemente grande,
possiamo supporre

1
9(x) =2 — llgllze (o). (3.6)
2ur
Infatti per A grande la condizione
1 g
glx)+ > 1/\Hl—i-—‘ :
2ur AllLr(p)

e verificata perché a secondo membro il coefficiente di A e limitato e tende

al valore % per A che tende a oo. Notiamo che se g € M (u) allora anche
g+ A € M(u). Per ogni k € Z definiamo

E,:={g<2"} e a,:=suplul.

Ex

Osserviamo che per la condizione (3.6 se 2¥*1 & sufficientemente piccolo, e
cio dipende da g, allora Ej, = (). Da E; C Ej,; abbiamo a;, < aj41, in pitt u
¢ 2F-Lipschitziana su Ej. Scegliamo = € Ej, e consideriamo gli 7 per cui vale:

. (u(E \bEkn)é

Allora B,(x) N Ex_1 # (); altrimenti avremmo B,(z) C E \ Ej_1, ma allora
avremmo, per la scelta di r,

P(E\ Eg_1) <br® < u(B.(z)) < u(E\ Ex—1). Assurdo.
Allora esiste y € Ey_; tale che dg(z,y) < r, quindi
[u(@)] < Juy)] + lu(@) — u(y)] < u@)] + 2 7 < @y + 25 7.
Passando all’estremo suoeriore sugli x € Ej; abbiamo

ap < ap_1+ oFFL .

Infine facendo il limite per r — <%> | abbiamo

1
E\E_ s
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Ricordando che ¢ > 2! su E \ Ej\_1, esiste C tale che

Ep : (3'7)

:(/ g du) Z(/ g du) > 200 BB\ By,
E E\Ey_1

dunque la (3.7) vale con C' = 2'*7/s p=1/s. Iterando (3.7)) per ogni ky < k
abbiamo

ap < ap_y + C 2802 g

Infatti

g

k
ar < ag, + C gl D 20w/, (3.8)

i=ko
Ora definiamo i

Tale minimo esiste perché p(Ey) = 0 se 2% & sufficientemente piccolo e
limg_ 1 oo 4 Ex) = p. Con questa scelta di kg abbiamo

gz = / g dp > / g dp
E E\Eky—1

> op(ko—1) (M _ M(Eko—l)) > op(ko—1) g

Allora

¢ gl ez

9l e ()
1 ,u,l/P

e

2 2k0—1 2—1/[) — 2k0 2—1—1/p — Z 2k07

con C' = 2'*1/P_ Ricordando che g(z) > 2M+/p 9| r (&) Otteniamo

C" gl )

l9llze ()
Iul/p 1

> 2k > (3.9)

2 pr

dove la seconda disuguaglianza ¢ valida perché per z € Ej, abbiamo 2% >

g(z) > %. Ora stimiamo ag,:

ar, == sup |u(z)| < sup [u(x) — uy)] + u(y)]

< sup [de(z —y) (9(x) + g)] + luly)] < d (2% +2%) + Ju(y)|.
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Questa disuguaglianza vale per ogni y € FEj,, quindi possiamo passare
all’estremo inferiore e ottenere

ag, < inf |u| + d 2Fo+!
Ex,

[[wll e , lgllzw
— dC
= wB) ptle
||U||LP ' ||g||LP (3'10)
- ( /2)1/P ,ul/p

2"
<2 <HUHLP L ugnm)

Tutto cio premesso, consideriamo ora separatamente i tre punti del teorema.

1. Se p < s da (3.8) per k > kg abbiamo

k
ap < ag, + gl Y 210

k
< ay, + OHng/s ok(1-p/s) Z o(i=k)(1-p/s)
Poiché
Z oli=k)(1=p/s) _ Z [20-/9)] (k) _ Z [20-P/9]'
i<k i<k i<0
> [5rs] 1 -1
= —_— = " =0
1-p/s _ 1-p/s
pa 21-p/ 1—(1/2)t-#/
abbiamo

ar < ap, + C a|\g||p/s ok(1-p/s)

Inoltre per convessita abbiamo

* s o\ P
" < (o, +C ollglly 2202)
< (o, + lgllr™ 27 K000

= (af + gl 2%) k> ky

dove 7y := max{2F" 71 C?" o7, 1}.
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Ponendo py := pu(Ey \ Ex_1) abbiamo

/’u‘p dﬂ<zak Hk+zak i

k<ko k>ko

< ako Z Hi + Z (ako + [lgllzs e 2pk)ﬁbk

k<ko k>ko

<qal e+ gl > 2
k>kg

<qap, pty gl D2
kEZ

D 2 me=20 Y 20y <27 gl

kEZ kEZ
Allora, continuando la catena di disuguaglianze precedenti otteniamo

/ [l dp < yab 28y ||glln T < 2p 7(@2? [+ HQHZ).
FE

Infine estraendo la radice p-esima abbiamo grazie alla subadditivita
della funzione x — z® con a € (0, 1),

. N
ol < [222(ats 0+ Lol
< 2P A (ako T ||9HL">

<2 (20 (Jullr + d glo) 17+ gl

< (e 1 g, )

con § 1= 2P/P" A1/P" [1 +2dC ,ul/p*_l/p} . E quindi la tesi.

2. Se p = s ¢ sufficiente mostrare la tesi per ||g||pr =d=p=1e 0 =0,

infatti chiamando K := (%ML/) abbiamo

1
][eXp(C1 s U —1U ) dp < Oy <= ][exp (K w) du < Cy exp (K ).
B d gl

In particolare basta mostrare che
F e (@ lu) du < €y
E
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perché f, exp (Cy u) dp < f,exp (Cy |ul) dp.
Sotto le ipotesi fatte, iterando ([3.7]) otteniamo
ap, <k C +ag vk > 1.

Scegliendo C tale che exp (C' C}) = 2° abbiamo (essendo p = 1):

fecl gy <3 ok g+ 370 gy
E

k<0 k>1
S ecla() ,LL+ 2601 Co k+C1 ag Nk‘
k>1
< eClao + eClao Zka m
E>1
= ¢C1a0 (1 +) 2k Nk)
>1
— Crao (1 + QPZQ(kfl)p Mk)
k>1

< et (1427 lg]3,)
— ¢ (1429).

Ora stimiamo aq.

Se ko > 0 allora ag < ay, e per (3.10))

!

2C
amS;zme+dwmQ=20mwm+Q.

Se invece kg < 0 sempre da (3.10))

lulsr

<i < .
Ay > 1£0f |U| +2< ,U(EO)l/S

Dunque bisogna stimare le quantita p(Ey)~* e ||ul|z» nel caso ky < 0
e ||ul|r». Per la prima stima abbiamo, per definizione di ky e poiché

ko <0,

1
i(Eo) = p(Ery) > 5 = pl(Eo)~"" <21

Per la seconda utilizzando il corollario della disuguaglianza di Poincaré,
ossia la stima (3.5)). Abbiamo:

[ulle <8 d lgllr = 8.

Cio prova la tesi.
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3. Se p > s allora, essendo 2'77/* < 1, da ({3.8)) abbiamo

k
ar < ap, + C gl Y 21070/

i=ko
oo

< ag, +C [lgllsr D 20

i=ko
= ay, +C HEJH%S oko(1-p/s) Z o(i—ko)(1—p/s)
i=Kko
S — S 1
= ay, + C |lglfy" 2007
9ko(1-p/s)

= ax, + C gl 1ol

Da (3.9) abbiamo

oko(1-p/s) « lg Hl p/s :
— 91-p/s Ml/p 1/s?

allora
1—p/s
lgllts

/s Lr(E) 1
ap < A, +C HgH‘zp (B) 91-p/s Ml/p /s 1 — 21-p/s

C ||g||LP(E) 1/s—1/p
21—p/s<1 _ 21—p/s) :
Supponendo che @ = 0 (lecito perché v := u — @ soddisfa © = 0), e
usando (|3.10)),

e Cllolr oy
o < 2 (Mol + 0 Moo ) + g P s o

< ap, +

e utilizzando la disuguaglianza di Poincaré come nel punto 2 otteniamo;

2 ¢’ C ligllzr 151
ap < L <9d HgHLp) + U5 (1 — 21 P15 i /s=1/p

9d + 1/sfl/p.

2 C' C
B [ 21—p/s(1 _ 21_p/s)] HQHLP %

Poiché k e arbitario, si ottiene

2 C
Jullo < [ 2575 94 + gy =iy ) ol 1

cioe la tesi dato che @ = 0.

l/s—l/p7
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3.4 Teorema di Rellich

Proveremo ora il teorema di Rellich. Iniziamo con un lemma.

Lemma 3.4.1. Sia p una misura finita su ). Supponiamo che una successio-
ne (u;) sia limitata in L () per qualche r > 1, e lim;_, u;(x) = u(z) p-q.o.
su Q. Allora (u;) converge in LP(SY) per ognip € [1,r)

Dimostrazione. Dimostreremo che la successione (u;) ¢ di Cauchy in LP(£2).
Sia

Ujp = uz(x) X{|ui§t|}(:€), t>0, ze.
Allora per ogni t > 0 abbiamo

ui — wjllr < Jui — wigllze + Jwie — wiell oo + [|wge — wsl| e

Facendo il limite per ¢, j — oo il secondo addendo tende a zero per convergenza
dominata: infatti per ogni i e j si ha |u;; — u;¢| < 2t, e 2t, per ogni ¢t > 0, &
sommabile perché (2 ha misura finita. Allora applicando la definizione di w;,
la disuguaglianza di Holder e la disuguaglianza di Markov abbiamo

o = vl = [ o= el dp = [l d
Q {lui>t[}

p/r
<([ wlran) wlud > oy
{lui[>t}

< HuiHir t—r(1=p/r) ||ui||2(rl—p/r)

= fJuillzr 77"
Ricordando che t > 0 e r > p, per t — oo abbiamo la tesi. O

Teorema 3.4.2 (di Rellich). Siano E uno spazio metrico compatto, p una
misura finita di Borel su E e p > 1. Supponiamo che esistano delle costanti
b,s > 0 tali che p(B,) > br® per ogni palla B, C E di raggio r. Se (u,) C
WIP(E 1) & una successione per cui vale la sequente proprieta:

Sup/ [\uh@f) — 2" 4+ ga(®)?| dp < C < o0 (3.11)
heN J E

dove zo € R e g, € M(uyp,), allora esistono una sottosuccessione (up,) e un
elemento uw € WXP(E, 1) a cui (up,) converge p — q.o. su E, e vale

k—o00

lim / lup, () —u(x)|? dp =0 Vg < p* (3.12)
B

49



dove o
p* — sTp sep<s
+00 sep>s.

Inoltre esiste una g € M(u) tale che

lim gp, =g debolmente in LP. (3.13)

k—o00

Osservazione 3.4.3. Anche questo risultato trova il suo analogo nel caso
classico: vedi [15].

Dimostrazione. Definiamo per j € N l'insieme:
J
Eth = {ZL‘ S E\Nh ‘ gh(ZL‘) < 5},

dove N}, e g, sono come in ([2.1)) relativamente a u;, € WEP(E, ). Notiamo
che per definizione up; , ¢ j-Lipschitziana. Costruiamo w; tale che coincida
con uy, su Ej ), e sia estesa in modo j-Lipschitziano sul resto (possiamo farlo
per il teorema E| Dalle nostre ipotesi e facile vedere che esistono delle
costanti C7, Cy tali che

lwjnllpee <CL+Co 3
infatti

wjnllpe < sup lujn(z)| < sup [wjn () —ujn(y)| + |lujn(y)| < dj+C
TE xre

ove d ¢ il diametro di E. Come conseguenza di cio la successione (u;) €
equilimitata e poiché le funzioni sono tutte Lipschitziane sono anche equicon-
tinue, quindi fissato j > 0 la famiglia (u; ), soddisfa le ipotesi del teorema
di Ascoli-Arzela. Quindi esiste una sottosuccessione (u1(1,1))x tale che

lim g pa ) =: wy uni formemente su E.

k—o0
Similmente, la sottofamiglia (g n(1,k))k C (U2,n)n soddisfa le ipotesi del teore-
ma di Ascoli-Arzela. Allora esiste una sottosuccessione di indici (h(2, k))x C

(h(1,k)), tale che

lim g pok) =: we uniformemente su E.
k—oo 7

In generale per funzioni a valori in spazi metrici una tale estensione, che mantenga la
costante di Lipschitz, non & possibile, al contrario di quanto afferma [13], si veda [12] e [11]
che (pp. 46-47) propone un controesempio per una funzione a valori in R2.
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Inoltre possiamo supporre h(2,2) > h(1,1). Iterando questo argomento
induttivamente possiamo trovare una famiglia di indici (h(j, k));x tale che

(h(G + 1, k) C ({4, k))r;
la mappa j — h(j,j) & strettamente crescente, e fissto j

klim Ui (i k) = w; uniformemente su B Vi < j. (3.14)
— 00

Proveremo che la sottofamiglia (us;i)) C (us) ha le proprieta desiderate.
Scelto g < p osserviamo che per 'arbitrarieta di j e per convessita abbiamo

/ |uniiy — ungirin|? dp
FE
< 3! / |Unii) — Wiy
E

+ 3771 /E U nii) — Wjn@r | dp

o

+3 /E | nir ity — Ungir,in|* dp.

Se 1,1’ > j per costruzione abbiamo h(i, ), h(i',i") € ((h(4,k)))s, e per (3.14))
abbiamo

lim w; (5 =: w; uniformemente su £ Vj € N.
12— 00

Ne segue che w; ;i) € ujner,iy hanno stesso limite e allora:

lim Sup/ U (iiy — Un ]! dp < 2 377! lim sup/ [Un (i) — Wjinga | dp.
E E

1,8 —00 1—00

D’altra parte per costruzione abbiamo che

/ |Un(i) — Wjnan|* dp = / |un(ii) — winGnl* dp
E {9ni,i)>3/2}
< Qq_l/ Jun@ — 20|* dp+ 2'1_1/ 20 — g |? du
{9ni,0>3%} {9n(i,i)>3%}

1\ afp
<00l ({gh(z’,i) > 5}) / @,y — 20l dp
{gh(i,i)>%}

+277 1y <{gh(i,i) > %}) (K1 + Kaj).
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Giustifichiamo in dettaglio I'ultimo passaggio: al primo addendo abbiamo
applicato la disuguaglianza di Holder, perché dalla segue che [up(i ) —
2o| € LP(F); al secondo addendo abbiamo sfruttato la j-Lipschitzianita di
wjn(ii): scegliendo y € E, per ogni x € {gh(i,i) > %} si ha:

|Zo - Uj,h(i,i)($)|q < [|Zo — Uy h(ii) (y)| + |uj,h(i,i)<y) - Uj,h(i,i)($)|]q

< [C"+dj]* < C(q)C" + C(q)d?y",

dove d = diam(FE) ¢ finito perché E & compatto, e poiché C'(q) puod assumere
i valori 1 0 2971 se ¢ ¢ rispettivamente minore o uguale ad 1 (subadditivita) o
maggiore di 1 (convessita). Ora dalla disuguaglianza di Markov abbiamo:

-\ 4—P
(7 _
/E|uh(i,i> — it dp < 277 <§> lgn0 170y leniiy = 20ll70(m)

\ —P
_ J .
27 (2) ool (Ko + K.

I due addendi vanno a zero come 7977, uniformemente rispetto ad ¢, quando
j — oo. Allora per I'arbitrarieta di j si ha che

lim SUP/ |uh(i,i) - uh(i/,i/)|q dp =0,
E

1,4’ —00

dunque (up;,)) € di Cauchy in L7 per ogni ¢ < p. Ne segue che, a meno di
considerare una sottosuccessione, esiste una funzione u tale che
lim wup() = u I — q.o.

1—>00

Mostriamo ora che (uy) ¢ limitata in LP", da questo applicando il lemma m
abbiamo (|3.12]).
Dall’ipotesi (3.11)) abbiamo

Junle <27 [ [ln(o) = 20 + aaP) dp < 27O+ K) < 0
E
lgallZ, < C < co.

Allora se p < s per il teorema di immersione di Sobolev abbiamo ||up ||z <
Cy < 00. Se p = s per il teorema di immersione abbiamo [, exp K|u| du <
Ky < o0, e quindi per ogni ¢ > 1 abbiamo:

+1)! !
[htraus [ p s MMHWS&<MEH”+%J=
e (lul<1} {lul>1} K, Ky
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dunque |Jup||z» € limitata per ogni g < co. Se infine p > s per il teorema di
immersione abbiamo

||z < |Jup — il|pe + @ < CuM 7P| gy e + @ < 00

quindi in ogni caso (uy), € limitata in LP"; come annunciato dal lemma
abbiamo (|3.12). Per provare la (3.13]) possiamo assumere a meno di
sottosuccessioni che (gp,) converga debolmente in LP ad una certa funzione g,
infatti per l'ipotesi le gy, sono equilimitate e LP per p > 1 e riflessivo.
Usando il lemma di Mazur esiste una successione di combinazioni convesse
delle g; che converge in LP a g e da quella possiamo estrarre una ulteriore
sottosuccessione che converge p-q.o. a g. Allora per una opportuna somma
finita, a coefficienti positivi, abbiamo

Z Q;g; € M(Z ;i)

pertanto passando al limite otteniamo che g € M (u). O
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