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Capitolo 1

Introduzione

La storia delle serie lacunari ha inizio con Weierstrass e Hadamard, se non con
Riemann. Secondo Weierstrass,[W], Riemann nel 1861 disse ai propri studenti

che la funzione
2

(oo} .
Z sSmn-xr
2
n
n=1
non & derivabile in alcun punto. Poiché Weierstass non riusci a dimostrare
questa affermazione (che a quanto pare ancora adesso non ¢ stata né provata né
confutata) forni il suo celebre esempio di una funzione continua mai derivabile:

o0
E a" cos \"x,
n=1

dove X & un intero dispari strettamente maggiore di 1 e a € (0,1) tale che
al>1+ 37“ Questo esempio fu poi generalizzato e perfezionato da Hardy [H].
La teoria delle serie trigonometriche lacunari ha poi abbandonato le tematiche
delle origini sviluppandosi ampiamente in altre direzioni.([K],[M]).

La presente tesi si occupa delle serie trigonometriche lacunari e di una loro
generalizzazione, che é basata sull’introduzione di particolari insiemi di interi,
detti insiemi di Sidon. Le serie lacunari sono serie trigonometriche ’sparse’, il cui
spettro, vale a dire I'insiemi degli indici interi a cui corrisponde un coefficiente
non nullo, é via via sempre pitl rado, nel senso che la distanza tra due indici
successivi aumenta non meno rapidamente di una progressione geometrica di
ragione maggiore di 1.

Dopo una prima parte in cui viene fissata la notazione e vengono enunciati
i risultati classici necessari per la trattazione, si entra nel vivo dell’argomen-
tazione, iniziando a discutere le proprieta delle serie lacunari. La caratteristica
principale delle serie lacunari € costituita dalle loro buone proprieta di conver-
genza: dalla convergenza L? si deduce la convergenza quasi ovunque e, viceversa,

3



4 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

dalla convergenza in un insieme di misura positiva si deduce la convergenza L?2.
Dai teoremi emerge il principio che una serie lacunare che si ’comporta bene’
in un insieme di misura positiva si ‘’comporta bene’ ovunque: questo fatto é
anche confermato da alcuni teoremi sulle serie di potenze che conducono ad un
risultato classico, il teorema di Hadamard.

Nella seconda parte della tesi si cambia leggermente punto di vista, guardando le
serie lacunari come serie di Fourier di funzioni periodiche con spettro contenuto
in particolari insiemi di interi: a tale scopo si introducono gli insiemi di Sidon
e si studiano le proprietd di convergenza delle serie di Fourier delle funzioni
con spettro contenuto in tali insiemi. Quindi si passa alla costruzione di un
esempio di insieme di Sidon e, attraverso diversi lemmi preliminari, si arriva
a dimostrare che gli insiemi di Hadamard sono di Sidon: in questo modo si
stabilisce il nesso fondamentale tra serie lacunari e insiemi di Sidon. Tuttavia
gli insiemi di Hadamard (e anche le loro unioni finite) non esauriscono la ben
piu vasta gamma di insiemi di Sidon: nella parte finale della tesi, si fornisce un
esempio di insieme di Sidon che non & di Hadamard.

Lo studio degli insiemi di Sidon e delle serie lacunari costituisce un campo di
ricerca tuttora assai attivo, ricco di sviluppi e generalizzazioni da vari punti di
vista. Vale la pena di citare, tra i tanti contributi all’argomento, I’articolo [LQR]
dove si studiamo classi di insiemi collegati a quelli di Sidon, ma piu generali.
Naturalmente tutti questi interessanti aspetti della teoria richiederebbero troppo
spazio e dunque esulano dagli scopi di una tesi triennale.



Capitolo 2

Preliminari

In questa prima parte fisseremo la notazione e enunceremo i teoremi classici
sulle serie di Fourier che ci serviranno nel corso della trattazione.

2.1 Qualche definizione e notazione.

Chiamiamo serie trigonometriche le serie della forma

oo
a
?0 + an cosnt + b, sinnt,

n=1

dove a,,, b, sono numeri reali o complessi.

Data una funzione 27 periodica e integrabile f indichiamo con f(n) 1’ n-esimo
coefficiente di Fourier di f definito nel seguente modo:

Foy =2 7 fyeinea.

~ o -

Fissato un sottoinsieme F di Z, concentriamo la nostra attenzione sulle funzioni
2m—periodiche che hanno spettro contenuto nell’insieme F, dando la seguente:

Definizione 2.1.1 Una funzione 27 periodica e integrabile f si dice

o~

E-spettrale se f(n) = 0 per ogni n € Z\E.

Per ogni p > 1, indichiamo con L?(—m, ) lo spazio delle funzioni per cui

5



6 CAPITOLO 2. PRELIMINARI

| @ras <,

—T

dotato delle norma

= (& [1spa)

e con L, (—m,7) lo spazio delle funzioni F - spettrali che sono in LP (—m, 7).
Per brevita indicheremo questi spazi con L? e LY,.

Indichiamo con C' lo spazio delle funzioni continue e con Cg lo spazio delle
funzioni continue F- spettrali; con T lo spazio dei polinomi trigonometrici e
con Ty lo spazio dei polinomi trigonometrici E- spettrali. Osserviamo che LY, ¢
sottospazio chiuso di LP, C'g ¢ un sottospazio chiuso di C, T é un sottospazio
chiuso di T Mostriamo, per esempio, che L%, ¢ sottospazio chiuso di L? : sia
{un} una successione contenuta in L%, che converge a u in L. Allora u, (k) —
u(k) per n — oo in quanto

— ~ Lo
@) =) < 5 [ Jun(e) = u(@)lde = o = ully < oy — ull, 0

per n — oo. Quindi se k ¢ E, allora u(k) é limite di una successione di termini
nulli e quindi @(k) = 0.

Infine per 1 < p < oo denotiamo con ¢?(E) lo spazio delle successioni ¢ definite
su E a valori complessi tali che siano finiti

1/p
Il = <Z|¢<n>|p>

nekr
se p <00, e

[¢lloc = sup|e(n)]
nekr
se p =o0; indichiamo con ¢o(F) l'insieme delle ¢ € £>°(E) tali che

lim  |¢(n)] =0.

nek,|n|—oo

Se S & un insieme di funzioni definite su Z, indichiamo con S|E l'insieme delle
funzioni definite su E che sono restrizione a E di funzioni di S.
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2.2 Risultati classici

Consideriamo "applicazione

§:f = {Fm}

neN

che a una funzione 27— periodica associa la successione data dai suoi coefficienti
di Fourier.

Osserviamo che

in virtu del

Lemma 2.2.1 (di Riemann — Lebesgue) Per ogni fe L'

~

lim f(n)=0.

[n|—o0

Inoltre

8(L2)2:€2

in virti dei due seguenti risultati:

Teorema 2.2.2 (di Riesz — Fischer) Sia (c,),c, una successione di numeri
complessi tale che

Z|Cn|2 < o0
nez

~

allora esiste una funzione f € L? tale che f(n) = ¢, per ogni intero.

Teorema 2.2.3 (identita di Bessel) Per ogni funzione f appartenente a L*(—m, ),

T

1
Sleal =5 [l

neZ -
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Da 2.2.2 segue che (2 C F(L?), da 2.2.3 F(L?) C ¢, per cui abbiamo 1'uguaglian-
za tra i due insiemi.

Nel corso della trattazione ci sard utile il seguente teorema sulla convoluzione
di funzioni:

Teorema 2.2.4 Se fe L' e g€ L? per 1 < p < 00, allora f x g€ L? e

1 glle < 1 fllllgllp-

Faremo anche uso di questi fondamentali risultati di analisi funzionale:

Teorema 2.2.5 (della mappa aperta) Siano X eY due spazi di Banach, e sia
T : X — Y un operatore lineare suriettivo e continuo. AlloraT é un’applicazione
aperta.

Teorema 2.2.6 Sia K un compatto e sia T un funzionale lineare, continuo e
positivo definito su C'(K). Allora esiste una misura u finita definita sui boreliani
di K tale che per ogni f € C(K)

T(f) = /K f(@)dp.

2.3 Lo spazio delle misure con segno

Possiamo generalizzare il concetto di misura prendendo in considerazione misure
che assumono anche valori negativi.

Definizione 2.3.1 Dato uno spazio misurabile (X,.4) si defnisce misura con
segno un’applicazione

p:A—RU{—o00,00}

tale che (@) = 0 e per ogni successione {E,, }di elementi disgiunti di .4 vale che

purché > |u(Ey,)| < oo.

Il seguente risultato ci autorizza a esprimere le misure con segno come differenza
di misure positive.

Teorema 2.3.2 (decomposizione di Hahn) Sia (X,.A) uno spazio misura-
bile e sia |1 una misura con segno su tale spazio. Allora esistono due insiemi
misurabili E e F tali che
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1. FEUF=X e ENF =g
2. u(A) > 0 per ogni misurabile A C E;

3. u(B) <0 per ogni misurabile BC F.

Inoltre la decomposizione é unica a meno di insiemi di misura nulla.

A questo punto, per ogni A € A, possiamo considerare le due misure positive

i (A4) = (AN E)

i (A) = —p(ANF)

e quindi decomporre ;1 come

p=pt—p.
Definiamo variazione di p la misura |pu| = p* + p~ e variazione totale di p il
valore [l = [u] (X) = u+ (X) + p~ (X)),

Possiamo a questo punto definire gli integrali di misure con segno nel seguente
modo:

Definizione 2.3.3 Sia p una misura con segno su X e siano pu* e g~ misure
positive tali che 4 = p™ — p~. Sia f una funzione misurabile rispetto alle misure
pte p~: diciamo che f é u-sommabile se ¢ pt-sommabile e i~ -sommabile. In
tale caso definiamo l'integrale di f rispetto a p come

[ 1@auts) = [ it @) = [ i),

Osserviamo che

‘/X f(s)dw(s)—/xf(s)du’(S)
. /X F)ldu (s) + /X F(s)ldu(s)
= [ 1),

‘ | fs)auts)

Sia M (X) lo spazio delle misure con misure con segno su X a variazione totale
finita: resta percio ben definita una somma tra misure e una moltiplicazione per
numeri reali; in particolare lo spazio M(X) dotato di queste operazioni risulta
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una spazio vettoriale reale. Inoltre la variazione totale definisce sullo spazio
M(X) una norma con cui questo diventa uno spazio di Banach.

Avremo bisogno delle seguenti definizioni:

Definizione 2.3.4 Sia (u,) una successione di misure in M (X). Diciamo che
() € limitata se

sup|| || < 00.
n

Definizione 2.3.5 Siano (p,,) e p contenute in M (X). Si dice che p,, converge
a u debolmente se per ogni u € C' vale

lim udun:/ ud.
X

n—oo X
Date queste due definizioni, possiamo enunciare il seguente risultato, analogo al
teorema di Bolzano-Weierstrass per successioni limitate:

Proposizione 2.3.6 Sia (u,,) una successione di misure limitata. Allora esiste
una sottosuccessione (f,, ) di (pn) che converge debolmente a una misura di
M(X).

Applichiamo queste definizioni e questi risultati al caso X = [—m, 7.

Denotiamo semplicemente con M lo spazio delle misure con segno su [—m, 7]
con variazione totale finita; dotiamo questo spazio della norma

il

llellar = or

Per ogni funzione f p—integrabile definiamo

w(h) = = [ p@)dut).

T o -

Per ogni misura p definiamo le misure ji e p* come le misure per cui

i) = o | S
wf) =5 _ﬂ f(=z)dp.

Per ogni p € M definiamo
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i) = () = o= [ e (o)

=5 -
Indichiamo con Mg lo spazio delle misure E- spettrali, cioé le misure per cui
f(n) = 0 per ogni n non appartenente a E.

Osserviamo che se p,, converge debolmente a u per n — oo, allora per ogni k
tn (k) — p(k) per n — oo; infatti

~ k 1 T —ikwd 1 T —ikxd o~
[in (k) /6 ,un_’%/ e”""du = pi(n),

zg_ﬂ'

essendo e~ una funzione continua.

In modo analogo al prodotto di convoluzione tra funzioni integrabili possiamo
definire la convoluzione tra misure e funzioni nel seguente modo:

Definizione2.3.7 Sia f € L? e sia u€ M. Diciamo prodotto di convoluzione tra
fep

s

Frue)= = 7 1 - s)du(s).

2m ) _ .

La convoluzione tra misure e funzioni gode di analoghe proprietd a quelle della
convoluzione tra funzioni, come si evince dai seguenti risultati.

Proposizione 2.3.8 Sia fc L' e sia p € M. Allora fxp € L' e

I plle < Il pell e

Dimostrazione

s

1 1 /1 [
_ < _ _
=g [ Arsnde< oo [ [ 15 = oldutes

™

1 (™ 1 [7
:%/_ o / |f (2 = 5)|dadu(s) = || fll1]lp]l ar

1 £1l1
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Proposizione 2.3.9 Sia fe L>e sia p € M. Allora f*pu € L™ e

1f * palloo < Nlpallaal] flloo-

Dimostrazione

1 s
o f(z = s)du(s)

—T

|f*pl =

1 s
= %/ [f (& = s)ldlul(s) < | flloollpell ar-

—T

O
Proposizione 2.3.10 Sia f € L' e sia i € M. Allora per ognin € Z
e pu(n) = Fm)a(n)
Dimostrazione
e _ 1 T —inrd _ 1 1 T d —inrd
ot =5 [ (rem@e o= o [ [ fla = du(s)e s
_ 1 T " —in(z—s)d —insd RN
5| 5] s we " dpu(s) = F(n)ii(n).
fn)
O

Possiamo generalizzare il teorema 2.2.6 con il seguente:
Teorema 2.3.11 Sia K un compatto e sia T un funzionale lineare e continuo

definito su C(K). Allora esiste una misura p (con segno) finita definita sui
boreliani di K tale che per ogni f € C(K)

() = [ sy
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2.4 Punti di Lebesgue

In questo paragrafo di occupiamo della nozione di punto di Lebesgue e di un
importante risultato ad essa correlato, che ci servira nello studio delle proprieta
di convergenza delle serie lacunari. Iniziamo con la seguente

Definizione 2.4.1 Sia f una funzione 27 periodica e sommabile. Un punto
xg € [0,27] si dice punto di Lebesgue per f se f (zp) € R ed esiste

1 zo+h
fim o [ 170 f o)l de = .

h—02h /. _p

Vale la seguente fondamentale proprieta:

Teorema 2.4.2 (di Lebesgue) Se f é 2 periodica e sommabile, allora quasi
ogni x € [0,27] é punto di Lebesgue.
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Capitolo 3

Serie trigonometriche lacunari

In questa sezione parliamo di un particolare tipo di serie, dette lacunari, che
godono di particolari e importanti proprieta di convergenza. A questo scopo,
diamo la seguente:

Definizione 3.1 Si dice lacunare una serie trigonometrica della forma

Z (ay cosngx + by sinngx) = ZAM (2),
k=1 k=1

per cui esiste un reale ¢ tale che nyi1/n; > ¢ > 1 per ogni k.

Data una serie lacunare come sopra possiamo considerare

Zpi = Z (a% + b%) .
k=1

k=1

Prima di procedere con la discussione sui teoremi di convergenza, abbiamo bisog-
no di qualche considerazione sui metodi di somma, strumento fondamentale nello
studio delle serie lacunari.

3.1 Convergenza (C, k) e altri metodi di somma

Consideriamo una generica serie »  u,,. Diciamo che essa possiede un gap (p, q)
se u; = 0 per p < i < q. Consideriamo ora la successione delle somme parziali
n—esime g, 1, ... € notiamo che la serie ha un gap (p, ¢) se e solo se s, = sp+1 =
... = 84. Definiamo

89 =sn, SE=8y"+. .+

15



16 CAPITOLO 3. SERIE TRIGONOMETRICHE LACUNARI

A0 =1, Ak = AF1 AR

Diciamo che 3 u,, ¢ sommabile (C, k) con somma s se

k
3 lim — = s.

Osserviamo che la sommabilita (C,0) é la convergenza ordinaria. Guardiamo il
caso k=1

Sl =80+ ..+ 8% =50+ ...+ 83

A=A +.. + A =n+1
Definiamo

Sg+ ... +8p
n+1

On =
Quindi la serie ¢ sommabile (C, 1) se esiste finito

. S0+ ...+ Sn .
lim —— = lim o,.
n—00 n+1 n—00

Possiamo enunciare ora il seguente:

Teorema 3.1.1 Sia Y, u,, una serie con infnite gap (my, m},) tali che mj,/my, >
q > 1,mp — oo per k — oo. Supponiamo inoltre che la serie sia sommabile
(C,1) con somma s. Allora s, — s.

Dimostrazione Possiamo supporre s = 0. Poiché s,,, = sy 41 = ... = Sy —1

!
(M — M) Sy, = Sy + Smy1 + oo+ Sy 1

inoltre, poiché so + ... + s, = (n + 1) oy,

/ /
(Ml — M) Sy = MOy 1 — METiy 1.

Poiché per ipotesi o, converge a s = 0, mﬁcam;_l =o0(m},) e mgom,,—1 = o (my)
per k — oo; in particolare

(my, — M) smy, = 0 (mi) + 0 (my) = 0 (my) = o (mj —my).

Da cio segue che s,,, tende a s = 0 per k — oo.
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Consideriamo una matrice di entrambe le dimensioni infinite, cioé del tipo

apo aol . Aon

aio aiq o Qip
M =

apo  An1 ... Qnn

Data la matrice M, ad ogni successione {sg, $1,...} possiamo associare la suc-
cessione {0y, 01, ...} dove per ogni n

o0
On = GpoSo + an181 + oo + GrmSm + oo = D QnkSk,
k=0

supponendo che la serie che definisce o, converga per ogni n. Chiamiamo o,
media lineare di s,,.

Definizione 3.1.2 Una serie Y u,, con somme parziali s,, si dice M sommabile
con somma s se la successione {0, } definita come sopra tende a s per n — oc.

Supponiamo che esistano finiti i seguenti numeri:
o0 (o]

Nn: Z‘ank|7An: Zank-
k=0 k=0

In questa situazione possiamo dare la seguente:

Definizione 3.1.3 Si dice che la matrice M é regolare se:

1. lim ap.m, = 0 per ogni m;

n—-+00
2. (N,) € una successione limitata;

3. lim A, =1.

n—-4oo
Osserviamo che la sommabilita (C,1) definita sopra ¢ un caso particolare di

M —sommabilitd. Consideriamo infatti la matrice M = (a;;), di dimensioni
infinite, tale che

1/n+1 se k<n
Ank =
0 se k>n

Allora la media lineare di s,, ¢ data da
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So + ... + 8pn

Op = AnoSo + an181 + .. + GpmSm + ... =
n+1

e quindi la serie di somme parziali s,, € M sommabile se esiste finito

. S+ ...t 8,
lim e —

cioé se la serie & sommabile (C,1).
Un altro esempio di metodo di somma, ¢ il metodo di Abel:

Definizione 3.1.4 Una serie > u,, & sommabile con metodo di Abel con somma
5 se

1. la serie > u,x™ & convergente per |z| < 1;

o0
2. lim Y u, (1 — €)™ = s.

e=0p=0

Prima di passare alla discussione sulle serie lacunari concludiamo questo para-
grafo con un importante teorema sulla convergenza quasi ovunque delle succes-
sioni (o, (z)) .

Teorema 3.1.5 (di Lebesgue) Sia f sommabile e sia x punto di Lebesgue per
f. Allora o, (x) converge a f(x) per m — oo.

Dimostrazione Consideriamo, per t € (0, 7], il nucleo di Fejér

L, (N+1
) N ) sin Tt
D, (t) =
2 Dnlt) = 57y

dove con D,, indichiamo il nucleo di Dirichlet
N
Dy(t) =1+ ) e
|k|=1

Osserviamo che per ¢ € (0, 7], vale

sin <N + ;) t
Dy(t) = ———

t )
sin —

2
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us

inoltre poiché, per x € [O, 2] , vale la diseguaglianza

2 .
—r < sinz,
T

e per ogni x vale sina < x, possiamo concludere che, per ¢ € (0, 7],

(v+1/2)t

D,(t) < i

:7r<u+;> <w(N+1)

per ogni v < N. Da cio segue che

(N +1)2
Fy(t) < ————=71(N+1).
w(t) < T =T (N4 D)
Ci sara utile anche la seguente stima;:
1 2

Fn(t) <

< .
(N +1)-sin?t/2 = (N +1)t2

Mostriamo che

o) = 5= [ Iy gy

Per le somme parziali n-esime vale la seguente uguaglianza:

s N s
sy(x) = % f(t)dt + Z (2171- f(t)e““dt> ethe
-7 [k|=1 —7
1 N
=5 fO[1+ > et a
- k=1
1 ™
=57 | JWDx( 1)t

quindi

19



20 CAPITOLO 3. SERIE TRIGONOMETRICHE LACUNARI

1 N
om(z) = m;sk(x)

N T
_ (Ni 1)22;/ F() Dl — t)dt
k=0 -

T ) — byt

T or o

Poiché inoltre

1/ 1 X1

— | F =—SN"—[| D =1

2W[ﬂ n(s)ds N+1z_%27f/ﬁ n(s)ds =1,
n= —_———

2m

possiamo dedurre che

1

oule) = f@) = o= [ 1 (@= 1)~ F @) Fuia.

Poniamo

6:(0) = 3w+ + f(e = 1)~ 26(2));

allora, con un cambiamento di variabile nel primo integrale,

0 i
500) = 1) = 5= [ == F@I R0+ 5 [T @ -0 - @)
= o [ @I+ o [ 1)~ ] @) B
0 0
1 s
= ;/0 oo (1) F (t)dt.

Utilizzando le due diseguaglianze sopra dimostrate per il nucleo di Fejér, possi-
amo allora stimare |0, (z) — f(x)| nel seguente modo:

ou(o) = S < = [ lou(o)] Fuo)i

Hn T[T 160
g(n+1)/0 |¢w(t)|dt+n+l/l/” o,

P Q
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Poniamo

@uw:A|%@nw

e stimiamo ora i valori di P e ). Per quanto riguarda P

P<(n+1)®(1/n) < 2nd (1/n);

inoltre

n

1/n
nd <1> :n/ f(x+1)+ flo—t) — 2f ()] dt
0

1/n 1/n
”L |ﬂx+ﬂ—fwwﬁ+nA @ —t) — f(a)ldt

IN

0

1/n
w [l s@ldeen [ (f0) - fa)lde
0

—1/n

1/n
w [ At - fo)lde

1/n

m+%
—n [ 1) - Falds o

essendo x punto di Lebesgue.

Consideriamo ora @ : integrando per parti, otteniamo che

1]” 2 [ D(t)
o(t) ] + —dt.
/n /1

t2 1 n+1 /n f?’

T
n+1

Q=

Poiché ®(¢)t=2 > 0 per ogni ¢, possiamo dire che

1]” 1
‘I)(f)tzl < mq’(ﬁ)%

T
n+1

n

per quanto riguarda il secondo addendo iniziamo a dimostrare che ®(¢)t=3 =
0 (l/tz) per t — 0 : con calcoli analoghi a quelli fatti per 2n® (1/n), possiamo
concludere che

x4+t
Mg [ 196 - swlas

t T2, ,
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e quindi

@) 1 et
limt* ——= < lim—
t—0 t3 t—02t

£ (s) = f(x)lds =0,

r—t

poiché x é punto di Lebesgue.

Osserviamo che allora

T P(t
/ th<oo.
t3
0

ﬁ@

Infatti, fissato € > 0, esiste § > 0 tale che 3

< € per [t| < 4. Sia n tale

che 1/n < § : allora

™ 1/n
[
0 0

Allora

o(t)
w5

10

3

o(t)

3

10

E dt < o0

dt+/
1/n

1/n € ™
dt S/ fdt—F/
0 t2 1/n

2r [T D(t) 2 [T D(1)
/ dt < / dt — 0
n + 1 l/TL t3 n + 1 0 t3

per n — oo. Quindi
P—0e Q@—0

per n — oo, cioé o, converge a f in tutti i punti di Lebesgue.

Corollario 3.1.6 Se f ¢ sommabile, allora o, converge a f quasi ovunque.

Dimostrazione Poiché quasi ogni punto é di Lebesgue, ottengo la convergenza
quasi ovunque di o,.
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3.2 Proprieta di convergenza delle serie lacunari

Passiamo adesso allo studio delle serie lacunari. La prima fondamentale propri-
eta di convergenza ¢ espressa dal seguente:

Teorema 3.2.1 Se la serie Y pi & convergente, allora . A, (z) converge quasi
ovunque.

Dimostrazione Consideriamo

o
g an cosnx + b, sinnx,

n=0

dove a, = ay se n = ny, a, = 0 altrimenti (e in modo analogo per b).
Sia sy, (z) la somma parziale n-esima della serie e sia
1 m
O'm(x) = mzsk(l‘)

k=0

Per il corollario 3.1.6 o, converge quasi ovunque, quindi ci basta dimostrare
che o, (2) — sm(x) — 0 per ogni z. Notiamo che ci troviamo esattamente nelle
ipotesi del teorema 3.1.1: possiamo percio concludere che o,,(z) — s (z) — 0 e
quindi che la serie > A, (x) converge quasi ovunque.

g

Possiamo dimostrare che vale anche il viceversa, cioé se > A,, (z) converge in
un insieme di misura positiva, allora Y p7 converge: per farlo, abbiamo bisogno
del seguente

Lemma 3.2.2 Sia £ C (0,27) un insieme di misura positiva, e siano X\ e q due
reali maggiori di 1. Allora esiste un intero hg = ho (€, ), q) tale che per ogni
polinomio trigonometrico P(x) =Y (a; cosn;x + b; sinn;x) connji1/n; >q >
1 e ny > hg abbiamo che

1 1 1
X|5|§Z(a§+b§?) < /£P2(x)da: < /\|£\§Z (a3 +b2).

Le disequaglianze valgono anche se P & una serie infinita con (a? + bf) < 0.

Dimostrazione Scriviamo P in notazione complessa come

P(x) = Z c e

dove n_, = —n,,. Poiché, per ogni k > 0,
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ai + b2
2 b

Gty =
si ha
2 1 2 2
Z|CV| = 52 (ak —|— bk) .
v k>0

P é a valori reali, quindi coincide con il suo coniugato: possiamo dunque scrivere

? = LT = —in,x
/SP (I)dx—/E(che ) (ZCVG )dz
- ‘g|Z|CV|2 + ZC'U‘EV/ ei(n“inV)xdx'
15

HAV

Sia f(z) = xe(z) la funzione caratteristica di € e siano 7, i coeflicienti di
Fourier di f. Allora

/ e (=) g — 2T Vn, —n,, -
£

Dalla diseguaglianza di Schwarz segue che

1 1
2 2
2m E CuCuYny —n, <27 < E Cucu|2> . E :|7nyin#|2 .

Il 14 HFAV

Asseriamo che esiste un numero A = A (g) tale che nessun intero N pud essere
rappresentato nella forma n, —n, con u # v in pit di A modi diversi. Per
dimostrarlo, possiamo assumere che 0 < u < v e che N sia della forma n, +n,
0 Ny — Ny,

Iniziamo considerando il caso in cui N = n,, +n,,. Allora %N < n, < N essendo
n, > ny; inoltre, poiché n, cresce almeno quanto ¢”, il numero degli n,, per cui
1N < n, < N non pud superare m + 1, dove ¢"™ = 2 : infatti

m—+1 N
Nytm+1 = ¢ nl/>2.§:N'

Consideriamo ora il caso in cui N = n, —n,. Poiché u < v, n, <n,/q e quindi
N >n, —n,/q e quindi n, < Ng/(q — 1). In particolare avremo che
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qgN
N<n, < —
q—1

e quindi il numero degli n, che soddisfano la relazione é limitato.

Possiamo concludere che in ogni caso esiste il numero A che cercavamo.

Consideriamo

Z|’Ynu—n,t|2 =2 Z|’7nu—nﬂ|2-

pFV u<v

Sia h il pit piccolo intero scrivibile nella forma n, —n, con p < v :

25

allo-

ra la somma che stiamo considerando parte da h e vale dunque la seguente

maggiorazione:

oo
Z Y, —n,, 2 < 2AZ|7/€|2~
k=h

nH#v

1 1
nl/*n,uznl/*nu—lznu <1> an <1>7
q q
1
hZTLl 1—-].
q

Dall’identita di Bessel segue che

Inoltre

per cui

Abbiamo ricavato che

[P =18 e = Y e, [ eeds
& &

uAY

=27 § C;LEV'Ynyfnw
nAv

da cui
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1
2
‘/P2(gc)dx— €Y e 2| < 27 <Z|cﬂcuz> A Sy, 2
€ 8%

w#v

=

1
2
=2r <ZZ|CN|2|CV|2> A D, P
12 1%

HAV

(;%'2).(;%2)?

Scelgo ho (E, A, 1) tale che per ny > hg sia
- €] 1
2A 2) < —1-<
(Erer) <2 0-3)

JRSCEEE) S

Possiamo dunque concludere che
€] 1
TZ leP=1-(1- 5| 1€l > el

1 2

v (15[l
A—1 5 5
1+ \ |5‘Z|Cv| < A|£|Z|CV| )

N

e troviamo

<le <1 - i) S laf

S/EPQ(:c)dxg

essendo A > 1. Abbiamo cosi ottenuto la tesi nel caso di somma finita.

Se P ¢ una serie infinita e > (a? + b?) < 00, possiamo applicare il risultato gia
dimostrato per polinomi trigonometrici alle somme parziali P, di P. Osserviamo
che per il teorema di Lebesgue

lim Pﬁ(x)dx:/PQ(x)dm,

e quindi otteniamo la tesi anche per serie di questo tipo.
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O

Passiamo finalmente a discutere la convergenza di Y p? data la convergenza di
> A,, in un insieme di misura positiva, dimostrando un risultato un po’ piu
generale.

Teorema 3.2.3 Sia T un metodo di somma che soddisfa la prima e terza con-
dizione di regolarita della definizione 3.1.3. Supponiamo che Y A,, (z) sia T
sommabile in un insieme E di misura positiva. Allora Y p3 converge.

Dimostrazione Denotiamo con f,,, gli elementi della matrice T. Per ipotesi
per ogni & € E e per ogni m, la serie Y BnnSn(2) converge con somma 7y, ()

n
e la successione 7,,(x) ammette limite finito per m — oo, che indichiamo con
7(x).
Iniziamo considerando il caso in cui la matrice T ha un numero finito di elementi
o0

non nulli su ogni riga. Poniamo R, = Y. Gk - Allora
k=n

Tm(2) = Zﬁm,jZAi(ﬂf) =3 BmjAi(x)

j i=1j=1

'Pllﬂgﬁ

Il
—

Ai (J])RWM‘ = ZA”’“ (a?)Rm,nk .
k=1

(2

Poiché ogni riga di 7" ha un numero finito di elementi non nulli, gli R,,, sono
defnitivamente nulli in n e quindi la serie in esame ha un numero finito di termini
non nulli.

Consideriamo gli insiemi del tipo

E, = {x € E:|rm(z)| Sme};

poiché 7., (x) ammette limite finito per ogni z, E = UNE”' In particolare esiste
ne

un M tale che Fj; ha misura positiva. Poniamo & =F); : allora £ & un insieme di
misura positiva tale che, per ogni m e per ogni x in &, |7, (x)| < M. Applichiamo
il lemma 3.1.6 con A = 2 : allora esiste un intero hg tale che per ogni ni > hg
vale la diseguaglianza del lemma. Osserviamo che possiamo assumere 1y > hg,
poiché nello studio della convergenza della serie > A, (z) possiamo sempre
buttare via i primi termini della somma. Otteniamo quindi le diseguaglianze:

1
JE1D_ (ak +b}) BY, ., < /57-2(:1:)d:c < M2,
k

da cui
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> (o +b3) B2, < 4MZ.
k

Sia, K un intero positivo fissato; per la terza condizione di regolarita R,, ,,, — 1
3 sk
per m — oo. Quindi consideriamo

K
> (af +b3) B2, < AMP,
k=1

e facciamo tendere m a infinito: otteniamo la diseguaglianza

K
> (af +b7) < 4M?,
k=1

da cui la tesi facendo tendere K a infinito.

Passiamo al caso generale in cui non ci sono limiti sulle righe di 7. Sia

N (m)

= Z Ank ('»U)Rm,n;C )
k=1

dove N(m) é abbastanza grande da soddisfare:

(a). [T (z) — 7} ()] < 1/m per ogni x € E ~ E™, dove E™ & un
sottoinsieme di E tale che |E™| < |E|27™1.

(b). m (Bmo + Bm1 + .. + Bmn) = 1.
m—0o0

Dobbiamo verificare I’esistenza di tale N (m) . Per quanto riguarda il punto (a),
Pesistenza di N (m) é un’immediata conseguenza del seguente:

Teorema 3.2.4 (di Severini — Egorov). Sia (X,F,u) uno spazio misurato
con (X)) < o0, e sia {fn} una successione di funzioni misurabili che converge
g.o. in X ad una funzione f. Allora per ogni ¢ > 0 esiste un insieme £ € F
con u(E) < e, tale che f,, — [ uniformemente in E€ per n — oo.

Dimostrazione Per m € N e k € Nt poniamo

o0

B = () {ore Xl - f@ < 1 |

n=m

allora si ha

{z€X: lim fu(z) = f(2)} U Exm VkeNT,

m=0
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((35)) <o (Ar) o e
m=0 m=0

Poiché p(X) < oo e gli insiemi Ef = sono decrescenti si ottiene

e quindi

lim u(Ej,,)=0 Vke Nt.

m—00

Di conseguenza, per ogni € > 0 e per ogni k& € NT possiamo scegliere m;, € N
tale che

9

si ha

Z Ek mk
k=1

D’altra parte per ogni z € E° si ha x € Ej ,,, per ogni k € NT ossia

Dunque, posto E = (J;-,

km;ﬂ

1
[fa(2) = f@) <2 ¥nZ=my, VEENT.
Cio prova che per ogni k € NT risulta

Yn > Mk,

x| =

sup |fn(z) = f(z) <

zeE°

cioé la tesi.
O

11 punto (b) ¢ invece garantito scegliendo N (m) abbastanza grande in modo da
soddisfare

Z ﬂmk <7

k=N(m)+1

osserviamo che cio & possibile poiché la serie Y 3,,,, & converge a un certo A,, per

n
ogni m. Da questa condizione si ricava esattamente (b) poiché i resti N(m)+ 1-
esimi tendono a zero e la successione degli A,,, tende a 1.

Sia E* = UE™; allora
n

2 <ZIE"I <|E|- 22 "l=1El,
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quindi l'insieme F ~\ E* é di misura positiva. Inoltre per ogni x € E \ E*,
75, (z) tende a un numero finito, grazie alla condizione 1. La condizione 2 invece
assicura che possiamo considerare 7% (z) come media lineare di s,, relativa a una
matrice con un numero finito di termini non nulli su ogni riga. Quindi ci siamo
ricondotti al caso precedentemente analizzato: il teorema & cosi completamente
dimostrato.

O

Il teorema 3.2.3 mostra che una serie lacunare che si comporta bene in un insieme
di misura positiva si comporta bene in (0, 27) . Diamo un altro esempio di questo
principio.

Teorema 3.2.5 Supponiamo che Y A,, (z) converga in un insieme E di misura
positiva a una funzione f(x), che coincide con una funzione g(x) definita in un
intervallo I = (o, B) contenente E e analitica in I. Allora esiste un ¢ > 0 tale
che la serie

Z (ag cosngx + by sinngx) p™*

converge per |z| < 1+ € con z = pe'®.

Prima di procedere con la dimostrazione abbiamo bisogno di due risultati pre-
liminari.

Lemma 3.2.6 Sia {f,} una successione contenuta in L". Supponiamo che

b 1/r
( / ) — fm<z>|’“das> 0

per myn — oo. Allora esiste una sottosuccessione {f,, } di {f.} che converge
per q.o. x in (a,b).

Dimostrazione Per ogni i definiamo

b 1/r
€ = Sup‘ < |fn(x) - fm(x)rdx) .

Per ipotesi ¢; — 0, esiste una successione {n;} tale che Y ¢, sia convergente.
Applicando la diseguaglianza di Holder, otteniamo che

b ) b 1/r
/ ‘fnk - fnk+1|dx < (b_ a)l/r (/ |fnk(x) - fnk+1(x)|de>

<(b-— a)l/rl €n

= k*
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Allora

b b
/ Z|f’ﬂk - fnk-¢.1|d‘r = Z/ |f’ﬂk - ka+l|d‘r
a L Ja

<(b- a)l/r/ Zenk < 003
k

in particolare Y- | fu, (2) = fn,,, (¢)| converge per q.o. z in (a,b) . Poiche la serie
k

> [fre (@) = frpss (x)] converge assolutamente per q.o. z, esiste per q.o. @
%

f(.’l?) = fnl + (fnz - fnl) +o.= kli,rgof”k

d

Lemma 3.2.7 Sia H un insieme misurabile contenuto in (0,27). Allora esiste
una successione {h,,} tendente a zero per m — oo tale che per q.o. x in H esiste
un naturale mo(z) per cui per ogni m > mqo(x) i punti x + hy, sono contenuti
i H.

Dimostrazione Sia f(x) = xg(z) la funzione caratteristica di H. Sia {t,,} una
successione tendente a zero: poniamo

fu(®) = xu(x +tn) — xH(2)-

In virtu della continuita delle traslazioni in L, siamo nelle ipotesi del lemma,
precedente e possiamo pertanto concludere che esiste {t,, } tale che

X (T +tn,) — xm(T) — 0

per q.o. x in H. Poiché xy assume solo i valori 0,1 la successione é definitiva-
mente nulla, cioé esiste un mg(z) tale che per ogni m > mg(x)

xu (T +tn,) = xu(T),

cioé x +t,,, € H. Poniamo per semplicita di notazione k,, =t,,, .

In modo analogo, possiamo considerare

/ " xar(@ — k) — (@) |de
0
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che tende a zero per n — co. Riapplicando il lemma 3.2.6, esiste una sottosuccessione{k,, }
contenuta in {k,} tale che

XH('T - knm,) - XH(J:) - 07

e quindi, definitivamente in m, z — k,,, appartiene a H. Ponendo h,, = k,,,
per ogni m, otteniamo la nostra tesi.

Torniamo al nostro teorema, dandone finalmente la dimostrazione:

Sia pp € N tale che p% < |E|; per ogni p > po, in virtu del teorema di Severini-

Egorov, esiste un sottoinsieme E, C E, con |E \ E,| < %,

> A,, () converge a f(z) uniformemente in E,. Sostituendo eventualmente
E, con E,, U---U E,, possiamo supporre che sia F, C E,,1.

Applichiamo il lemma 3.2.7 allinsieme E,: esiste una successione infinitesima
h., tale che, per q.o. = € E,, si ha &+ h,, € E, definitivamente. Poiché f e
g coincidono su E, fissato x € E, esiste mo(z) € N tale che per m > my(z)
avremo la seguente uguaglianza:

tale che la serie

g(erhm)*g(x*hm)_f(erhm)*f(x*hm)

2hm, 2hm

Z ag cosng (x + hpy,) + b sinnyg (x + hy,))
k=

—Z ay cosny (. — hy) + b sinng (x — hp)).
k=1

i sin (nghom
Z [by, cos (ngx) — ag sin (ngx)] M
=1 nkhnL
N
g (z) — Z ng[bg cosnpz — ay sinngx]| <
k=1
g(x + hm) — g(x)
<|¢'(x) —
< |9 (2) . +
N
flz+hp) — f(z) . sin Ay, Nk
+ th o ;[bk COSNET — ag SIn nkx] T
N sin A, n
+ an[bk COSNET — a Sinngx] {mk - 1] =T +T5 +T;.
=1 hmnk
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Ora abbiamo
Tr — 0 per m — oo,

mentre, fissato € > 0, per convergenza uniforme risulta

o0

g [br. cos ngx — ay, sin ngx]
k=N+1

sin A, ng

T, = .

<e VYN >v., Vm > mgo(z);

infine
T3 — 0 per m — oo.

Si conclude allora che

N
g (z) — Z ngbg cosngz — ap sinngz]| <e VN >,

k=1

il che prova la relazione

o
/

g'(x) = Z nglbg cosngr — ag sinngz] Vo € E,.

k=1
Questo ragionamento vale per ogni p > pg, quindi la relazione precedente vale
per ogni ¥ € E' :=J,>,,, £y, ossia per q.o. x € E.
Denotiamo rispettivamente con S, S, S”... la serie Y A,, e le sue derivate. Per
il teorema 3.2.3, la serie " n? (a? + b%) ¢ convergente; inoltre

S = E ny (—ag sinngx + by cos ngw) .
2

Quindi per il teorema 3.2.1, esiste un sottoinsieme E; di E con |E;| = |E| tale

che S’ converge in E; con somma ¢’. In modo analogo, possiamo dimostrare

I’esistenza di un sottoinsieme Fy di Ej con stessa misura tale che S”converge

in F5 con somma. ¢, e cosi via.

Sia E* = NE,, : allora |E*| = |E| e S*) converge in E* per ogni v con somma
n

g™ . Applichiamo il lemma 3.2.2 con A = 2, P = S e £ =FE*. Possiamo
supporre che n; sia abbastanza grande in modo che le ipotesi del lemma siano
soddisfatte. Quindi, ponendo v = a3 + b7, otteniamo

4
E 2,20 < (v) 2d )

Dalla diseguaglianza di Cauchy per i coefficienti di una serie di potenze, otteni-
amo che esistono M e ¢ tali che

‘g(”)(:c)’ < Mvlé™".
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Quindi
ying¥ < Z'y,%ni” < (2Mu!(5—”)2 < (QMVV(S_”)Z7

da cui

v/ng
n N v
7" < 2M)t <ank> '

Scegliendo v = [16ny], la parte intera di $6ny, otteniamo
v )
v \ ™ 1\ 2
_ <(=] .
ony —\2

limsupfyi/n"’ < lim sup (2M)1/""' .970/2 _9=8/2
k k

da cui

Poiche |ag| < vk,

1 1
p== Z > L
lim supla['/* ™ Jim supy,/*
k—o00 k—o0

e in modo analogo si procede con b;. Quindi il raggio di convergenza é maggiore
di 1 e la tesi é dimostrata.

Questo immediato corollario € un importante e classico risultato:

Teorema 3.2.8 (di Hadamard) Consideriamo una serie di potenze

con ng41/ng > q > 1; supponiamo che essa converga in |z| < 1 e che sia prol-
ungabile in modo analitico su un arco di |z| =1 : allora il raggio di convergenza
della serie ¢ maggiore di 1.
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Dimostrazione Consideriamo la serie Y cxe’™**. Essa &, per ipotesi, somma-
bile secondo Abel ad una funzione g(x) analitica in un intervallo (a, ). Per il
teorema 3.2.3 > ¢2 & convergente, quindi, per il teorema 3.2.1, converge quasi
ovunque in (a, 3) . Possiamo dunque applicare il teorema 3.2.5 e concludere che
la serie ha raggio di convergenza maggiore di 1.
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Capitolo 4

Insiemi di Sidon

4.1 Definizione e criteri fondamentali

Definizione 4.1.1 Un sottoinsieme E di Z si dice insieme di Sidon se esiste
B> 0 dipendente da E tale che per ogni fe Tg

171l = D" 1) < Bl flso-

nek

Possiamo caratterizzare un insieme di Sidon E tramite le proprieta di conver-
genza delle serie di Fourier delle funzioni con spettro contenuto in tale insieme,
come si evince dal seguente:

Teorema 4.1.2 Se E ¢ un sottoinsieme di Z, sono equivalenti:

(a) E ¢ un insieme di Sidon;
(b) IF]l < oo per ogni fe Li;
(c) 1Fll1 < oo per ogni fe C;
(d) F(M)|E = (>(B);

(e) F(LYE = co(B).

Dimostrazione Mostriamo innanzittutto 'equivalenza di (a), (b) e (¢). Sup-
poniamo che sia verificata (a) e consideriamo una funzione f € LY. Definiamo

1N
onf(z) = mzsn(ﬂ x)

n=0

37
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dove sy(f, ) = 3. f(n)e™* & la somma parziale N-esima associata alla serie
In|<N
di Fourier relativa a f. Allora, tramite un cambiamento di variabili,

UNf(x):mz Zf

da cui

ontli= 3 (1—NZ'1> Fol=1 3 1Fml

In|<N

Consideriamo il nucleo di Dirichlet

N
Dy(z) =1+ Z e,

|k|=1
e il nucleo di Fejér
1 N
Fn(z) = szn(w)
n=0
Allora
O'Nf = FN * f
Infatti

1 [ N (1 4 i ) "
sy(z) = — f(t)dt—i—z Py ft)e "*tdt | e

2
[k|=1

17 N
= @y 1+ > e*e ) at

2n
- k=1

_ 2;/_7; F(t)Dn (@ — t)dt,
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per cui

Fy % f(z / F()Fn(z — t)ds
(N+1) Z% () Di( = t)ds
N+1Z$k ) =onf(@).

Poiché per ipotesi E € un insieme di Sidon e on f € Tg,

lon fllx < Bllon flleo = BIFN * flloo < Bl fllo|Fnllt = B[ flloo

dove la penultima diseguaglianza segue da 2.2.4 e l'ultima uguaglianza segue dal
fatto che

AN
Fylj= ——Y —
1w N+17§27r/_ﬂ

——
2m

Quindi

S7 1F ()] < 2B]|fll

[n|<N/2

da cui segue (b) passando al limite per N — oc.

Assumendo (b), il punto (c¢) segue immediatamente dall’inclusione C'C L.

Mostriamo che da (¢) segue (a). Consideriamo lapplicazione § :f— J defini-
ta da Cg a valori in ¢(E). L’operatore § ¢ chiaramente lineare (per linearita
dell’integrale) ed iniettivo; inoltre § ¢ anche suriettiva: infatti considerata una
arbitraria successione {z,} in ¢}(E), allora la serie Y z,e!"® & totalmente con-
vergente e la sua somma f é dunque una funzione continua i cui coefficienti
di Fourier sono esattamente gli z,. In particolare §(f) = {z,}. Possiamo cioeé
concludere che F~' & un operatore lineare continuo e suriettivo tra due spazi di
Banach: allora §~! & un’ applicazione aperta per il teorema della mappa aperta.

In particolare la mappa § € continua e quindi esiste una costante B tale che

1711 < Bl fllso
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per ogni f € Tk, ossia E é un insieme di Sidon.

Mostriamo che dalle prime tre segue (d). Data ¢ € (*°(E), consideriamo
T:f =) J(m)é(n)
nekE

che ¢ un funzionale lineare e continuo definito su Cg, in quanto

TF1 < Y 1Fom)] < [@llocll Il < Bl fllsoll]l -

nek

Dal teorema 2.3.11 segue che esiste una misura p di M tale che

WD) = 5 | f@du= 3 Fmo)

nek

per ogni f€ Cg. Per ogni n€ E, scegliamo f(x) = ¢™*, per cui

o(n) ! /7T e dp.

:%_ﬂ-

Indichiamo con /i la misura per cui

1 [r 1 [r

a(f) = o | (z)dji = o | (—z)dpu,

e poniamo A = ji. Allora per ogni me E

~ 1 M . 1 /.
A(m) / eTMEIN = %/ e du = ¢(m),

27 - -

per cui ¢ € F(M)|E, cioe £>°(FE) C F(M).
Viceversa, sia u € M e consideriamo {fi(n)} = §(u). Allora

o ()
|u<n>|s%/ el = LT < oo

e quindi F(M) C ¢>(E).

Prima di dimostrare che da (d) segue (e), consideriamo un lemma preliminare
che verra utilizzato nel corso della dimostrazione:

Lemma 4.1.3 Per ogni sottoinsieme finito F' di Z e € > 0, esiste un polinomio
trigonometrico t tale che
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1.0 < tA(n) < 1 per ogni intero n

2. t(n) =1 per ogni ne F'
3 [t <1+e

Dimostrazione Poiché F ¢ finito, esiste un naturale r tale che F'C [—r,r]. Sia

1

f(l‘) _ N Z einT Z etk | 2N1+ - Z Z ei(n-i-k)ac.

[n|<N |[k|<N+r [n|<N|k|<N+r

Verifichiamo che f soddisfa le tre condizioni richieste.

Fissato j numero intero, come vedremo tra poco i termini relativi a e*®, cioé
quelli di indici n, k determinati da n+k = j, sono al pitt 2N +1; da cio segue che
f(n) <1 per ogni intero n. Inoltre & evidente che f(n) > 0, per cui f soddisfa
la condizione (1).

Sia j un intero compreso tra -r e r: mostriamo che esistono esattamente 2N + 1
termini con somma j, cioé la cardinalitd dell’insieme

{(n, k) : In] <N, [k| <N +rn+k=j}

é esattemente 2NV + 1. Ma cio é evidente osservando che per ogni n tale che
[n| < N, allora [j —n| < N + r, per cui scegliendo k¥ = j — n per ogni n la
coppia (n, k) & un elemento dell’insieme: posso quindi concludere che per ogni j

compreso tra —r e r f(j) =1 e in particolare vale la condizione (2). Se |j| > r,
il numero dei termini con somma j é evidentemente inferiore.

Infine, osserviamo che dalla diseguaglianza di Cauchy-Schwarz segue che
1l = (u,7) 2 < lull2][v]]2-

Dall’ identita di Bessel segue che

1 1
lull3 = "lenl> = > 7=
P \n|§N(2N+1) 2N +1
w3 =>lexlP= > 1=2(N+r)+1
kez [n|<N+r

da cui
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1 r
< —V2(N 1=4/1 1
1< AR VAN L=\ oy

per N — o0.
0

Procediamo alla dimostrazione che da (d) segue (e). Poiché per ipotesi §(M)|E =
(> (E), per ogni ¢ € {>°(F) esiste p € M tale che fi(n) = ¢(n) per ogni n in E:
possiamo quindi definire un’applicazione suriettiva ¢ : M — ¢°°(FE) per cui

_ lull=mm

19lloc = sup|é(n)] = sup|a(n)] < —— = [|pllar-
nekE nekE ™

Otteniamo cioé che ¢ & un operatore lineare continuo e suriettivo tra spazi di
Banach: per il teorema della mappa aperta gia menzionato, ¢ é un’applicazione
aperta e quindi esiste una costante B’ tale che per ogni ¢ € ¢*°(E) vi & una
misura p € M tale che g|E =¢ e

ltllar < B'[|8lloo-

Sia ¢ € co(E) e ||¢|lco < 1. Per ogni intero k consideriamo il sottoinsieme di E

Exy={neE:27% <|p(n)| <2751},

e definiamo v come l’elemento di ¢o(E) che coincide con ¢ su Ej ed ¢ nullo
altrove. Allora per ogni k esiste una misura ur€ M tale che [x|E = 9y e

lpellae < B"- 2875,

Poiché Ej, é un insieme finito, per il lemma 4.1.3 esiste un polinomio trigono-
metrico ¢y tale che ¢x(n) = 1 per ogni n in Fj e ||tx||1 < 2. Poniamo

f= Ztk * ;-
=1
Poiché

e = pelln < Ntelly - lewlly < B -227F

si ha f € L', in quanto
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o0 o0
11l <D lltw # s < B 2°7F < oo,
k=1 k=1

Inoltre per ogni intero n

Fin) = Yt p(n) = Y G m)i(n).
k=1 k=1

In particolare se n € Ej, allora per ogni k' # k si han ¢ Ejys e quindi ¢ (n) =0
e fp(n) = 0 : nella somma cioé rimane solo il termine k-esimo e

f(n) = x(n) = ¢i(n) = ¥(n).

Possiamo quindi concludere che f|E = v, cioé co(E) C F(L)|E; poiché abbi-
amo gid osservato che vale anche ’altra inclusione possiamo concludere che vale
luguaglianza tra i due insiemi, e quindi il punto (e) & dimostrato.

Concludiamo dimostrando che (e) implica (a). Per ipotesi, per ogni ¢ € ¢o(F)

esiste f € L' tale che f|E = 1) : rimane quindi definito un operatore lineare e
suriettivo

@ : LY (=7, ) — co(E)
che é continuo, grazie a

o~

[¥lloc = sup|e(n)| = sup|f(n)| < || f]-
nekl nekl

Per il teorema della mappa aperta, esiste una costante B” tale che per ogni
¥ € co(E) vi & una funzione f € L! tale che fl[E =1 e

1fllx < B"[[¢]lco-
Sia g € T : definiamo
lg(n)|
by =4 gy MFO
0 gn)=0

Risulta 9 € ¢o(E) poiché i g(n) sono definitivamente nulli, essendo i coeflicienti
di Fourier di un polinomio trigonometrico; inoltre ||¢||o < 1. Allora, per quanto
osservato precedentemente, esistono una funzione f € L' e una costante B” tali
che flIE=1 e ||f|1 £ B”. Quindi
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S i) = Y2 Fmain) = 5- / " fs)g(s)ds = (F(—) + 9) (0)

newL neE”Z
< If (=) * glle < [I£l11llgllc < B"llgllox;

e dunque E ¢é un insieme di Sidon.

4.2 Insiemi di Hadamard

In questa parte caratterizzeremo gli insiemi di Sidon sfruttando alcune loro
proprietd strutturali: con queste arriveremo a dimostrare che gli insiemi di
Hadamard sono un esempio di insieme di Sidon.

Definizione 4.2.1 Sia E un sottoinsieme di Z e siano ni,ns, ... gli elementi di
E, dove n; # n; per ogni i # j. Per ogni n € Z, definiamo R (n, E) come
il numero di modi in cui n pud essere scritto come somma o differenza di s
elementi di F, cioé nella forma

n==£ng, £ng, ... 0,
con ny, # *ny; se i # j, ny, € E per ogni .

Per esempio, consideriamo 'insieme E = {—2,—1,0,1,2} e scegliamo s = 2.
Allora
Ry

(
Ry (
Ry
(+3
(

12, F) = 1;
+1,E) = 2;
+0, E) = 0;
Ry(£3,FE) =
Ry(£n, E) =

7
7
per ogni |n| > 3.

Definizione 4.2.2 Un sottoinsieme E di Z si dice simmetrico se

ne <= —nekE.

Diciamo rapporto inferiore di un insieme simmetrico E = {£ni, £ng,---} il
valore
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Prima di procedere, abbiamo bisogno di un ulteriore criterio che raffina le
proprietd enunciate nel teorema 4.1.2.

Teorema 4.2.3 Sia E un sottoinsieme di Z. E ¢ di Sidon se e solo se esiste
0 > 0 tale che per ogni funzione ¢ definita su E a valori in {+1} esiste una
misura (v € M tale che

sup |p(n) — p(n)] <1 0.
neklE

Dimostrazione

(=)Supponiamo che E sia di Sidon. Dal teorema 3.1.2 segue che F(M)|E =
(>®(E). Sia ¢ definita su E a valori in {#1} : allora ¢ € £>°(E) per culi esiste una
misura p € M tale che fi(n) =¢(n) per ogni n € E; in particolare |¢(n) —(n)| =
0 per ogni ne E, e quindi vale la diseguaglianza per ogni ¢ < 1.

(«=) Data un’arbitraria funzione f € Cg, mostriamo che ||ﬂ|1 < 00 : in virtu
del teorema 4.1.2 potremo concludere che I'insieme E ¢ di Sidon. Supponiamo
inizialmente che f sia a valori reali. Consideriamo lapplicazione ¢ : E — {£1}

tale che per ogni n in E sia ¢(n)f(n) = |f(n)|. Per ipotesi esiste una misura
€ M tale che

sup [¢(n) — fi(n)| < 1—0.

nek
. 1
Sia A = §(u+ w*); allora
sup |p(n) — X(n)‘ <1-0;
neck
infatti

Inoltre per ognin € E,

|F()An) — [Fn)|| = |F(n)] - [X(n) — o(n)| < (1 - 8) |f(n)].

Sia g = A x f; allora per ogni ne E
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per cui

~

3(n) = An)f(n) > ~[f(n)A(n) — |F ()| + |f(n)] > 6] F(n)].

Sia F' C F un insieme finito e sia ¢ = 1. Per il lemma 4.1.3 esiste un polinomio
trigonometrico ¢ tale che ||¢]]; < 2, 0 < t(n) <1 per ogni n e t(n) = 1 per ogni
n € F. Allora

3 1Fm)] < D gn) = > tn)gn) <Y Hn)g(n)

nekr nekr ner ne”Z
=1tx9(0) <t xglloo < lItlillgllos < 2lpllarllf oo,

dove le ultime due diseguaglianze seguono rispettivamente dal teorema 2.2.4 e
dalla proposizione 2.3.9. Dall’arbitrarieta dell’insieme F' segue che ||f|l1 < oo

per ogni f € Cg tale che {f(n)} é una successione di numeri reali. Consideriamo

ora il caso generale in cui f non sia a valori reali: possiamo scrivere f come
somma

f=f+ifa,

1 1
con f; = §(f+f*) e fo = _ii (f — f*),dove f* ¢ l'applicazione che a z

associa f(—x). Allora f1 e fo sono in Cg e f1 e f2 sono entrambi a valori reali.
Infatti, poiché la somma di due complessi coniugati € un reale e la differenza é
immaginario puro,

" 17 /" , . |
Ji(n) = e {/_ F(z)e" M@ dy + _ f(_x)e—znzdx]
.]?2(774) = ﬁ |;/_7T f(:[,')e_inidx — _7r f(_l-)e—inxdx:|

= i [/ﬂ f(x)eflnzdx _ T f(x)e_”””dx c R.

—T —T
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Per quanto dimostrato, ||]?1||1 <ooe ||f2||1 < 00 e quindi

11l < LAl + W f2ll < oo,
cioé per ogni f € Cg, ||ﬂ|1 < oo; per il teorema 4.1.2 E é un insieme di Sidon.
O

Osserviamo che nel caso in cui 'insieme E sia simmetrico nel precedente teorema
possiamo assumere che ¢ sia pari o dispari: infatti per ogni f € Cg, possiamo
scrivere f come somma f = f, + fq, dove fy(x) = (f(z) + f(—x)) /2 e fa(z) =
(f(z) — f(—x))/2; allora f, e fq sono in Cfg, essendo E simmetrico, e sono
rispettivamente pari e dispari. Osserviamo che se una funzione g é pari, allora
g ¢ pari, in quanto

-~ 1 T in 1 T —in
g(—n)=— [ g(x)e dw:f/ g(—y)e "Vdy
2 [ _ . 2 ) _ .
1 ™

=5 g(y)e "™ dy = g(n)
T —Tr

In modo analogo si puo verificare che se g ¢ dispari, allora g ¢ dispari. Da cio
segue che f, e fd sono rispettivamente pari e dispari; in particolare | fp| e | fd|
sono funzioni pari. Nel corso della dimostrazione, al momento di mostrare che
per ogni funzione f € Cg tale che f sia a valori reali, allora f€ ¢!, possiamo
spezzare f come somma di una funzione pari e una dispari nel modo visto prima.
Quindi per entrambe considerare una funzione ¢ tale che

¢ fi = |fil;

se f; é pari, allora ¢ sara pari, poiché il loro prodotto é una funzione pari che
non si annulla mai in E; per lo stesso motivo se f; € dispari, allora ¢ deve essere
dispari. Proseguendo nella dimostrazione, posso concludere che f,, e fq sono in
/' e quindi anche f

Dimostriamo ora un importante criterio aritmetico con cui concludere che un
insieme & di Sidon.

Teorema 4.2.4 Sia E un sottoinsieme di Z.. Supponiamo che esista una costante
B e una partizione finita di E in insiemi simmetrici E1, ..., E; tali che per ogni
n € EU{0} valga

RS (77,7 EJ) < B?
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per ogni naturale s e per ogni j tale che 1< j < t. Allora E é un insieme di
Sidon.

Dimostrazione Possiamo assumere senza perdita di generalitd che 0 ¢ E.
Infatti se 0 ¢ un elemento di F, basta considerare I'insieme Ey = {0} per cui
R;(0,FEp) =1e Rs(n, Eg) = 0 in tutti gli altri casi, e quindi procedere come se
0 non fosse in E. Notiamo che B > 1: infatti dato n; € F e scelto j € {1,...,t}
tale che n; € Ej, si ha ovviamente

B Z Rl(nl,Ej) =1.
Poniamo b = 1/(3tB?); allora per ogni t > 1

1
Bb=—<
3tB —

wl=

e in particolare b < 1/3.

Sia ¢ una funzione definita su F che assume solo i valori +b. Vogliamo applicare il
teorema 3.2.3,considerando separatamente i casi in cui ¢ é dispari o pari. Fissato
Jj, assumiamo che E; = {£n;,%ns, -}, con ny < ng < --- . Consideriamo il
caso in cui ¢ € pari e definiamo

fk(l') =1 4 (b(nk) einka: + ¢(_nk) e—ink;z
=1+ 2¢ (ng)cos(nix) .

—_

Allora f; > 0 poiche |¢ (ng)cos(ngz)| < b < - Consideriamo il polinomio

w

trigonometrico positivo

N
ty(x) = ka(a:)
k=1

Allora, riordinando tutti i prodotti delle f; secondo il parametro n = +ny, £
... Enyg,, con s > 1, possiamo scrivere

N N

tn(z) =1+ Z¢ (ny) € + Z¢ (—ny) e T 4 ZCN(n)emz,
k n

k=1 =1

con



4.2. INSIEMI DI HADAMARD 49

Osserviamo che

N

N
len(n)] < > & (i) - [ (i, )| < D BoD,

s=2
n=tng, kng,

poiché R, (n, E;) < B® e |¢ (ng,)| < b. Inoltre

N N
s s 1_(bB)N+1
> (Bb) 7;0(1%) —1-Bb=—F—=——1-Db

=2

(6B’ - 0B _ 6B

1-0bB ~— 1-bB’
. 1 1
Poiché bB < - e btB? = -,
3 3
1-0bB - 2 p
(btB2)2 = 3(btB2)2
. (bB)? : .
quindi < ; in particolare

1—bB ~ 6t2B?’

len(n)] < 6252

per ogni n € E U {0}. Osserviamo che l'insieme degli indici su cui si somma
> en(n)e!™ @ un insieme simmetrico e che cy(n) = ey (—n); per cui, essendo

n
tNZ 07

1 [m al T ,
lltn]l1 = %/ ty(x)de =1+ Z(b(nk)/ (e + ") d + e (0)+
- k=1 -
£ 3w [ (@ e de =14 ex ),

poiché I'esponenziale ha media nulla su [—, 7]. Per cui

1
t <1+ ——.
H N||1 — + 6t2B2
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Possiamo cioé concludere che i ty costituiscono una successione di polinomi
trigonometrici di norma L' limitata. Consideriamo la successione di misure
{A\n} tali che

An (f) = % _Tr (2)tn(x)dx.

Allora la successione ¢ limitata, in quanto per ogni n

1 /7 1
Al = — tp(z)|de = ||th]1 £ 14+ ——=-
all = 57 | Ia@lde = el <1+ g

Per la proposizione 2.3.6 esiste una sottosuccessione (th) C (tn) tale che la
successione {)\N,,} associata converge debolmente a una misura p; di M. In
particolare avremo che

lim T, (n) = 55 (n)

per ogni intero n. Sia n € E; e sia i per cui n = £n;. Allora Ev\p(n) = ¢(n) +
cn,(n) e

1 1 1
< =
)| < Gem + o =~ EE

75 (n) = o] < [ (n) — T, ()] + [ew,
per N, abbastanza grande. Se invece n ¢ E;, allora t/J\Z(n) =c(n) e

—~ . i . 1
)] = lim [f, ()| = lim Jex, ()] < oz

Sia g = p1 + - -+ + pe. Per ogni n € E, esiste una unico j per cui n € Ej; allora

[fi(n) = d(n)| < [i5(n) — o(n)| + ()] + - + [ =1 (n) | +
1 t

+|Hj+1(”)|+"'+|ﬁt(”)\Sw+w
_b+b<3b< 1
St 27 272

In definitiva alla funzione ¢ abbiamo associato la misura p per la quale

in) — o) < .
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Dunque vale il teorema 4.2.3 con § = 1/2, e quindi F ¢ un insieme di Sidon.

Nel caso in cui ¢ é dispari poniamo
fi(x) =1 =i (ng) e™* —ip (—ny) e” "
=1+ 2¢ (ng)sin(ngz),
e il resto delle dimostrazione procede nello stesso modo.
O

Diamo ora un esempio di insieme di Sidon, dimostrando che gli insiemi di
Hadamard sono di Sidon.

Definizione 4.2.5 Un sottoinsieme simmetrico di Z della forma E = {4+n, £ng, - - -

con 0 < ny < ng < ...sidice di Hadamard se il rapporto inferiore & maggiore
di 1, cioé

Nkg+1
> 1.
ng

:.f
g=in

Lemma 4.2.6 Sia H un insieme di Hadamard. Allora H puo essere partizionato

in un numero finito di insiemi di Hadamard di rapporto inferiore maggiore di
3.

Dimostrazione Sia H = {4ny,£ns,---} con 0 < nj < ng < ... esia

. T+l
q = inf
k. ng

> 1.

Scelto un intero positivo m tale che ¢ > 3, consideriamo i sottoinsiemi di H

Ho = {£nm, : k=1,2,..},

H1 = {in1+mk k= 1,2, },

Hm—l = {inm—l—l—mk k= 1,2, } .

Allora ciascun H; ¢ un insieme di Hadamard per il quale
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Nitm(k+1)  Nitmk4+m > qni+mk+m—1 >q" >3
- )

Ni+mk Nit+mk Ni+3mk

cioé, passando all’estremo inferiore, per ogni i il rapporto inferiore di H; é
maggiore di 3.

Teorema 4.2.7 Un insieme di Hadamard E é di Sidon.

Dimostrazione Consideriamo un partizione finita {E;} di E tale che il rap-
porto inferiore degli E; sia maggiore di 3. Allora, per ogni intero n e per ogni
j, si ha

RS(’I’L,EJ') < 1.

Infatti supponiamo per assurdo che un intero n ammetta almeno due rappre-
sentazioni differenti come somma di s elementi di E;

n=any, +...+asns,,
n=>bng +...+ bsni_,
dove a;,b; € {£1}. Sottraendo, avremmo una relazione del tipo

ey, + ey, + ... +epn,, =0,

conry>ry > >rpee; € {£l,£2}. Allora

p p p
Ny, = Zeh”m < Qanh <2 (Zq_h> Ty,
h=1 h=1

h=1

Osserviamo che

Percio
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Ny

< g1 <

essendo ¢ > 3; con cio arriviamo ad un assurdo. Otteniamo quindi che

Rs(ﬂ,Ej) S 1

per ogni intero n, per ogni E;. Possiamo cosl applicare il teorema 4.2.4 e
concludere che E ¢é di Sidon.

d

Viceversa non tutti gli insiemi di Sidon sono di Hadamard: per darne un esempio
abbiamo bisogno dei due seguenti criteri.

Proposizione 4.2.8 Sia E un sottoinsieme di Z tale che per ogni n # 0 ap-
partenente a E, allora —n ¢ E. Supponiamo che esista una partizione finita di
E in Eq,---, E; ed esista una costante B per cui

R, (n,E;) < B®

per ogni naturale s, per ogni j compreso tra 1 e t, per ognin € EU{0} . Allora
FE ¢ un insieme di Sidon.

Dimostrazione Sia E = {nj,na, - } e sia
fk($) =1+ ¢(nk) einkw 4 (b(_nk) e—inkm
=1+ 2¢ (ng)cos(nix) .

A questo punto possiamo procedere in modo identico alla dimostrazione del
teorema 4.2.4.

O

Lemma 4.2.9 Sia H unione finita di insiemi di Hadamard. Per ogni & > 0
PONLAMO

') ={neH:{<|n| <2},

e denotiamo con N (§) la cardinalita di T (€). Allora esiste una costante B tale
che per ogni £ > 0, N ({)< B.
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Dimostrazione Supponiamo inizialmente che H = {£n;, +no, - - - } sia di Hadamard.
Sia A il rapporto inferiore di H, cioé

. ME41
A = inf
k. Ny

Sia & > 0 e consideriamo

ng = min (T (§) NN).
Per ognit > 0, ngys > Mg > AE; per cui se XPE > 2¢, allora ny ¢ > 2€. In altre

parole gli interi ny4; non sono piu in T' (§) quando ¢ > log, (2) . In particolare,
scelto t = 1 + [logy2],

N (&) <1+]log, (2).

Consideriamo il caso generale in cui H sia unione di un’arbitraria famiglia finita
di insiemi di Hadamard {H,,--- , H,}.

Perognii=1,...,nsial; (§) ={n € H; : £ < |n| < 2£}: allora per ogni i esiste
un M; tale che per ogni & > 0

N;i (§) =1 (&)] < M;.

Sial'(§) = {ne H:{<|n| <2¢}; alloraT' () = 'eri (&) . In particolare per
ogni &

N(€) <M +...4 M,

O

Abbiamo ora tutti gli strumenti per costruire un insieme di Sidon che non sia
unione finita di insiemi di Hadamard. Consideriamo dunque l’insieme

E— {32”2 F3F k=200l 41, 2 = 0,1,...}.

Osserviamo innanzitutto che per ogni naturale k esiste un unico [ tale che 2! <
k < 21 quindi per ogni k esiste un unico elemento n di E tale che

2l+2

n=23 +3k#nk.



4.2. INSIEMI DI HADAMARD 95

S
Mostriamo che per ogni {n;,,n;,,...n;.} C E, posto ¢ = > exn;, con e = £1
k=1
per ogni k,sihao #0e

cclb<<s=1¢ =10=n,,.

Se infatti dimostriamo cio, possiamo concludere che Ry (n, E) =1e Rs (n, E) =
0 per ogni s # 1 e quindi, sfruttando la proposizione 4.2.8,deduciamo che E é
di Sidon.

Consideriamo piu in generale la somma o = Z dxng con 0 = 0,1, —1 e sup-

k=
poniamo che sia ¢ = 0 : vogliamo concludere che allora d; = 0 per ogni k. Se
per assurdo esiste un k per cui dy, # 0, sia kg il pit piccolo indice per cui dy # 0.
Allora per ogni k > kg, avremmo

ni =0 mod (3kF1)

dove ny, = 327 4+ 3% con 2 < k < 21 Infatti se k > ko, allora k = k, + ¢ con
t > 0; in particolare

3k = ghott = 3koF131=1 = () mod (3o F1);
Inoltre ky < k < 2!t < 2142 per cui

2l+2

3277 =0 mod (3koF1).
Analogamente, se 2 <k < 2“‘1, si ha ng, = 32l+2 + 3ko ¢ quindi
ng, = 3" mod (3koF1) .
Poiché o = 0 e dxny, = 0 mod (3¥T1) per ogni k > ko, si ottiene o = ynk, =0
mod (3%71) ; ma ny, = 3% mod (3**!), per cui 6, = 0 mod (3*F!); ma cio

¢ impossibile poiché d, = £1. Possiamo concludere che

0 =0« 6§, =0 per ogni k.

S
Sia 0 = > dkng =ny, = 32" | 37 ¢ sia ko il minimo k per cui & # 0. Come
k=1
verificato prima per ogni k > kg si ha nj, = 0 mod (3*1), per cui

ny = 6,3 mod (3FoF1);

da cio segue che p > ky. Infatti se per assurdo fosse p < kg, avremmo
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8ky3% = 0 mod (3r11);

ma sappiamo che n, = 3? mod (37*1), per cui 6,3 e n, non sarebbero con-
gruenti modulo 3P, il che contraddice la relazione n, = 6,3 mod (3*+1).

Allora p > ko, per cui 3%0[37 e 3%0|32"” essendo p < 2+2. Poiché inoltre
3o+l ‘(5k03’“° 327 3p) , otteniamo che 3 ‘ (6k0 — 32" ko _ 3p_k0) , cioé

Sty = 3P7F0 mod (3),

essendo 32—k = 0 mod (3). Allora, poiché 0y, = %1, I'unica possibilita per
cui valga la precedente congruenza é che sia p = kg e 6;, = 1, cioé n, = ng,.
Quindi

S
o = E Spni, =0 — Opgngy =0 —ny = 0,
k=ko+1

e quindi §; = 0 per ogni k > k. Possiamo cosi concludere, come gia osservato,
che E ¢é un insieme di Sidon.

Dimostriamo adesso che E non puo essere unione finita di insiemi di Hadamard:
a tale scopo cerchiamo di negare il lemma 4.2.9, dimostriamo cioé che per ogni
costante B esiste £ tale che N (¢) > B. Consideriamo infatti un naturale n tale
che 2! > B e poniamo

1+2

£=32"".
Poniamo ay = 327 4 324k per k =0,1,2,...,2" — 1. Consideriamo per ogni k

1 1 l
Apir = a1 — aj, = 32 HkF1 324k _ o 324k

la distanza tra due successivi a;. Partendo da &, ad ogni passo gli a; incremen-
tano di Ay per un incremento totale di

2l—1

2! 2!
A=3 A=Y g2 0 g Y gk g7 (371
k=1 k=1 h=1

Poiché A < 2£ — ¢ = 321“, gli aj sono tutti contenuti nell’intervallo (&,2¢) ; ne
segue che

N (¢) > #{ag,...,a0_1} =2 > B,

cioé per ogni B esiste uno ¢ tale che N (£) > B : possiamo concludere che E
non pud essere unione di insiemi di Hadamard.
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