Ingegneria civile - ambientale - edile

Analisi 1 - Compitini dal 2016-17

Primo compitino - 15 dicembre 2016
Esercizio 1 Trovare gli z € C che risolvono I'equazione seguente:

(i2)° +i|z|Z(1414)* = 0.
Esercizio 2 Stabilire per quali a € R esiste il limite

Y

2n*+1In(5"+1)
. 1
lim <1 + —)

Nn—00 3n

e calcolarlo.

Esercizio 3 Descrivere il comportamento della serie

> {nQZ -0y - (433)2"]

n=1

al variare del parametro x € R.

Risoluzione

Esercizio 1 Anzitutto osserviamo che z = 0 risolve I’equazione.
Supposto adesso z # 0, poiché 7> =i e (1 +4)? = 2i, 'equazione si pud riscrivere nel
modo seguente:

iz" —2|z|z =0,

e da qui segue intanto, passando ai moduli,
|2” = [i 2°] = [2]2] 2| = 2]z,
dunque, essendo z # 0,
2| = 23.
Sostituendo tale valore nell’equazione, si ottiene

4
3

i2°—2572=0

e, moltiplicando per z, \
i2%—23 |22 =0,

ossia
i28—4=0.



Pertanto 2% = —4i, ossia z ¢ una delle radici seste di —4i.

. N . . .. 1 1
L’argomento di —4i e 37”, il modulo & 4; come & giusto, |z| = 45 = 23.

3T“+2kw>

T . k=0,1,2,3,4,5,
e in particolare si trovano le soluzioni
20 =23 ¢35 =275(1 +1),
Z1 = 25 e
2y = 25 ¢
=25 = —275(1414),

1
zg =23 € 12

Esercizio 2 Si ha

Ne segue

1 2n“+In(5"+1) 1 2n“ 1 In(5"+1)
14+ — —(1+—) (14— .
( - Bn) ( * Bn) ( * 3n)

Analizziamo per primo il secondo fattore: essendo

In(5"+1)=In5"+In(14+5")=nlnb5+1In(l +57"),

si puo scrivere

- 1 In(5741) (1 1 nlnb - 1 In(145—") |
3n B 3n 3n ’

d’altronde
nlnb
: 1 Ins 1
lim (1+—) =e3 =D5H3,
n—00 3n
mentre
1\ (57"
lim (1+—> =1"=1.
n—o0o 3n
Quindi
1 In(5™+1)
. 1
lim (1 + —) = 53,
n—00 3n

Analizziamo adesso il primo fattore. Esso si riscrive cosi:

1 2n® 1 nq 2n®~1
1+—) =|({1+—
() )]

e poiché, quando n — oo,
1\" 1
1+ — — e3
(ea) |-



otteniamo
+oo se a > 1,

' 1 2n )
lim ( 1+ — = es sea=1,
n—00 3n
1 sea< 1.
Pertanto
400 se a>1,
1 2n*+In(5"+1) )
lim <1 + ) =< (5e?)s sea =1,
n—00 3n .
53 sea < 1.
Esercizio 3 Analizziamo separatamente le due serie
IR SEI
n=0 TL2 + 1 n=0 7’L

Consideriamo la prima, che si riscrive come
(o)
nl6" .
E — .
n?+1

Si tratta di una serie di potenze, ma conviene trattarla come una serie numerica di
parametro x. Si tratta di una serie a termini positivi, e per analizzarne la convergenza
(che coincide con la convergenza assoluta) utilizziamo il criterio della radice:

n
(|52t = 16z ¢ —— = 162* per n — co.
n®+1 n*+1
Dunque la serie converge per 162* < 1, ossia per |z| < % Inoltre tale serie diverge a
400 per x = :I:%, ed a maggior ragione per |z| > %, per confronto asintotico con la serie
armonica.
Consideriamo la seconda serie, che si riscrive come

16"
;T$2 .

Anche questa serie € a termini positivi e come prima, per analizzarne la convergenza,
utilizziamo il criterio della radice:

16" 9nfl 9
— x?" = 162"/ — — 162~ per n — oo.
n n
Dunque la serie converge per 16z < 1, ossia per |z| < i. Inoltre tale serie diverge a
400 per x = :I:}l, ed a maggior ragione per |z| > i, per confronto asintotico con la serie
armonica.
Consideriamo finalmente la serie data,



che ¢ differenza delle due serie gia analizzate. Essa converge assolutamente per |z| < }l,

dato che entrambe le serie analizzate convergono assolutamente per tali valori di x;

diverge a —oo per }1 < |z| < 1 visto che in questo caso la prima serie converge e la

27
seconda diverge positivamente.
Vediamo cosa succede quando |x| > % In questo caso si ha la forma indeterminata

+00 — 00: tuttavia osserviamo che il termine generale della serie si puo scrivere cosi:

n 1 n 1
9 4n__4 2n _ 162n 2n _ — | .
o (2e) o ()T = (1627)" | o e =

si vede allora che esso non ¢ infinitesimo: infatti quando 3 < |z < 1 risulta

n 1 1 n?
16 2\n 2n = —(16 2\n — 1 — 2n <
(1627 {n2+1x n} (1627) n( n2+1|w| -
1 n? (162%™
< —(162*)" = (1 — =t —
s —(162) n( n2+1) n(n?+1) o

mentre quando |z| > 1 si ha

2
(162%)" " — 1o (162%)" L |z — 1) — +o0.
n?+1 n n\n?+1

n

Pertanto la serie assegnata converge per |z < 1, diverge a —oo per 1 < |z] < 1, diverge
a +oo per |z| > 1.

Secondo compitino - 11 aprile 2017

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z,y) = e sin 2%y, (z,y) € R?.
(i) Si mostri che f ¢ differenziabile in R?.
(ii) Si scrivano le derivate parziali f,(z,y) e f,(x,y).
(iii) Si calcoli la derivata direzionale f,(1/2,7), ove v = (1/v/2, —1/v/2).
(iv) Si determini I’equazione del piano tangente al grafico di f nel punto (1,7, 0).
(v) Si trovi I'angolo ¥ € [0, 7] fra tale piano e il piano di equazione z = 0 (¢ sufficiente

scriverne il coseno o il seno).

Esercizio 2 Calcolare, se esiste,

¥ In(1+2z)++v1—-4x—1
im .

=0 sin(z — x?) — arctan x

Esercizio 3 Descrivere il grafico della funzione

1
f(x)zﬁe_:”2+|x—1|, r e R



Risoluzione

Esercizio 1 (i) La funzione f ¢ il prodotto di due composizioni di funzioni di classe
C* (il seno e l'esponenziale) con monomi nelle variabili z,y: quindi f & certamente
differenziabile, in virtu del teorema di differenziabilita delle funzioni composte. Appli-
cando lo stesso ragionamento ad una qualunque derivata parziale, si puo anche arrivare
a dire che f e di classe C*°.

(ii) Si ha
fo(z,y) = —ye ¥sinx’y + 2xy e cos 2y,
r,y) = —xe Ysinz?y + 2% e Y cos 22y.
fo(,y) Y y
(iii) Nel punto (1/2,7) si ha
f (l W) B SV R
x 27 \/§ \/§ ?
1 1 1 1
. —7/2 —7/2 __ —7/2.
-, T =——"%F=¢€ + —=e€ =———=€ ;
& (2 ) 2v/2 42 42
dunque

) -{(o-2a) G i

(iv) Essendo

f(1,7) =0, fo(l,m) = —2me™™, fy(l,m) =—e™T,
I’equazione cercata e
z==2me "(r—1)—e "(y —m).

(v) 1l vettore ortogonale al piano tangente sopra scritto ¢ v.= (2re ", e " 1); il
vettore ortogonale al piano di equazione z = 0 ¢ e3 = (0,0,1). L’angolo ¢ fra v e e3 ¢
certamente acuto, dato che il loro prodotto scalare ¢ (v,ez); =1 > 0. Si ha allora

<Va63>3 _ 1
||V||3||e3||3 \/47T2ef2ﬂ'_|_6727r_|_1’

cost =

e naturalmente

\/47-‘-2 e—2m + e—2m
\/47r2 e—2m { e—2m | 1

Esercizio 2 Si tratta di una forma indeterminata 0/0. Osservando che

sind =

tQ
ln(1+t):t—§+o(t2) per t — 0,

t )
— — 4 o(t*) pert—0,

\/1—|—t=1—|—§ 3
t3
sint:t—g+o(t3) per t — 0,

t3
arctant =t — 3 + o(t?) per ¢t — 0,



sl ricava

In(1 4 22) = 22 — 22% + o(2?) per z — 0,
V1—4dx =1— 21 —22° + o(2?) per x — 0,
2 ,  (z—2a?)? 2 2 2
sin(x—x):x—x—T+o((x—x)3):x—x +o(z*) per z — 0,
arctanz = x + o(z?) per z — 0,
e dunque

In(1+2z)+vV1I—4dz—1 —4a*+o(z?)

sin(z — 22) —arctanz  —22 + o(2?)

per x — 0;

pertanto il limite cercato e uguale a +4.

Esercizio 3 La funzione f e definita su R ed e continua. Essa e sempre strettamente
positiva, e si ha f(0) = 2. I limiti all'infinito sono

T—r—00 T—r—00

1
lim f(zx)= lim {5 e 41— x} = +00,

1
lim f(z) = lim {5 e - 1] = +o0.

T—-+00 r—r-+00

Vediamo se ci sono asintoti obliqui: si ha, tenuto conto del fatto che %6_352 e infinitesimo
per z — +o0,

1- 1
r——00 I T—r—00 x T—+00 T I — 60 T
ed inoltre
Pertanto c’e I’asintoto obliquo y = x—1 per x — —o00, e ¢’e ’asintoto obliquo y = —z+1

per x — +00.
La funzione f & derivabile in R\ {1}: in z = 1 infatti il valore assoluto si annulla e non

¢ derivabile. Si ha ,
. —ze ¥ +1 sex>1

fl(z) = L
—ze ™ —1 sex <l

Risulta f(1) = o e

r0 = SO ==t s = i S -

Si puo osservare che

flx)<0 Vo<1,  fl(x)>0 VYz>1:



2 . . .
" ¢ raggiunto, con facile verifica che

 in [0, 00, nei punti 2 = :i:\/i57 e

infatti il massimo su R della funzione g(z) = |z|e”

si ottiene cercando il massimo della funzione ¢t — te~

. 1 .
tale massimo vale 7oz < 1; ne segue che

1 1
") < -1+ —=<0 Vr<l, ") >1—— >0 Vz>1.
floys =1+ 5 Fw=t-T%

Dunque f & strettamente decrescente in |—o0, 1] ed & strettamente crescente in |1, +00[.
Quindi il punto angoloso 1 ¢ di minimo assoluto per f, e non ci sono altri punti né di
massimo relativo né di minimo relativo.

Analizziamo la derivata seconda: si ha

fl(@) = (=1+21%)e™ Vo # 1

in particolare i
1 1
") <0 Vi e __,_{,
f ( ) | \/5

(\]

mentre LT 1
f//(.T>>0 vx€:|—OO,—E-U:|E,1|:U]1,+OO[

Vi sono dunque i due punti di flesso x = j:%, nei quali, come si vede facilmente,

Mettendo insieme tutte le informazioni trovate, possiamo costruire il grafico seguente:

1+1/4/2-1/(2v/2e)

1-1/+/2+1/(2y2e) +—> |-«
'1/(2e)
-1/4Z2 0 {1

Xy




Terzo compitino - 30 maggio 2017
Esercizio 1 Si consideri la funzione

flry) =2In@B+2>+y*) —azy,  (2,y) € R
(i) Trovare i punti stazionari di f e individuarne la natura.

(ii) Determinare
inf f, sup f.
R2 R2

Esercizio 2 Calcolare gli integrali

In3 -2 —3z 3
_ 1] —
<a>/ €I T dr, (b) / brU-z,,
0 €w+1 1 (4—x)§

ove [t] denota la parte intera di t.
Esercizio 3 Si consideri ’equazione differenziale
Y+ 2ay’ + (a® 4+ b*)y = 0,
ove a, b sono parametri reali.
(i) Stabilire per quali a,b € R tutte le soluzioni dell’equazione sono limitate in [0, oo .

(ii) Stabilire per quali a,b € R tutte le soluzioni dell’equazione sono infinitesime per
Tr — +00.

(iii) Per ogni a,b € R scrivere la soluzione dell’equazione differenziale che verifica
y(0) = —1, ¢'(0) = 1.

Risoluzione

Esercizio 1 (i) La funzione f ¢ di classe C*°. Calcoliamo il gradiente di f:

4x 4y

o) =g rmrg —Y Mo =srara e

I punti stazionari di f sono le soluzioni del sistema

{ 4o —y(3+ 2% +y?)

0
4y —x(3+ 2% +9%) = 0.

Tra questi punti vi & 'origine (0, 0). Altrimenti, entrambe le coordinate sono diverse da

0 e si trova .
3+x2+y2:4—:4g,
Y T



da cui ]
x
z? =y, S=20B+2+yH) >0,

y 4

il che implica y = x. Sostituendo nella prima equazione si ha infine
3422° =4, ossia = —ii

) y \/§ N

Abbiamo dunque i tre punti stazionari

1 1 1 1

<070>7 (_J_) ) <__7__> .
V2 V2 V2T V2

Calcoliamo la matrice Hessiana: si ha, con facili calcoli,

4B -2 +y?) 4B+ 27—y
Feeltol) = iy Wl = e
fmy($7y> = fyx(way) = _Sx—y - 17

(3+ 22 +y?)2

Percio

won= (4 7). i) w(

Si conclude che (0,0) & punto di minimo relativo, mentre (

(]
G-
[\

N————
Il
VRS

|
NS N [JY)
|
INTICENNTS)
N———

) Sono

-
3
gh
o
Sl

punti di sella.

(ii) Basta osservare che

f(z,z) =2In(3 +22%) — 22 — —00 per y =1 — +00,
f(x,—z) =2In(3 + 22%) + 2% — +00 per y = —x — +00

per concludere che

inf f = —o0, sup f = +o0.
R2 R2

x

Esercizio 2 (a) Ponendo e™2 =t, si ha 2 = —2Int e do = —# dt. Quindi

In3 3 1 2\42
e —e 7 t—t 1— )t
o e+l 2 14¢2
V3
! , 18 ! ) 2
=2 1—t dt =2 2 — 12 — dt =
= 1+ ¢ Bl 1+4¢2

V3 V3
1

2
:{4t—§t3—4arctant} == - —=—-.




(b) Siha
3 . 2 _ 3 _
/ [z + 1] 3xd$:/ 2 I3dx+/ 3 dem;
1 (4—x)2 1 (4—1x)2 2 (4—ux)2

Quindi, integrando per parti,

[%dw _ [—2(2—9&)(4—@_;}2—2/1(4—x)_§dx+

26 -nE-2] - 2/23(4 ) e =

2

2 3 2
= ﬁ+\/§+4[(4—x)2}1=%+\/§+4—4\/§=

10
_ Va0
V3

Esercizio 3 (i) Si tratta di un’equazione lineare, omogenea, a coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica ¢

A+ 20\ +a* + b =0,
e le sue radici sono
A=—a+V-b=axibd

Se, in particolare, b = 0, allora I’equazione ha la radice doppia A = a.
L’insieme delle soluzioni ¢ dunque

v {c1e7 cosbx + coe™* sinbx : ¢1,c0 € R} seb#0

0 pu—
{c1e™" 4+ cox e 1,09 € R} se b=0.

Affinché tutte le soluzioni siano limitate per x — +oo & sufficiente (e necessario) che
siaa>0eb#0oppurea>0eb=0.

(ii) Affinché tutte le soluzioni siano infinitesime per © — +o0 ¢ sufficiente (e necessario)
che sia a > 0, con nessuna restrizione per b.

(iii) Se b # 0, la soluzione y(z) ¢ della forma

y(z) = cre”* cos bx + coe” ¥ sin bx;
quindi
y'(x) = —acie™ cosbx — beye” ™ sinbx — acge” ™ sin bx + bege™** cos b,
da cui
—1=y(0) =1, 1 =14'(0) = —acy + bey .
Pertanto
1—a
Cl = —17 CQ =

b )



e in definitiva

1—
y(x) = —e " cosbr + L o= sin ba,
Se invece b = 0, la soluzione y(z) ¢ della forma

y(x) =cre 4 core ™

quindi
Y (x) = —acie ™ +cpe ™ —acyre ™,
da cui
—1=y(0) = ¢, 1 =19(0) = —ac; + cs.
Pertanto

c = —1, co=1—a,

e in definitiva
y(x) = —e "+ (1 —a)xe *.
Primo compitino - 13 dicembre 2018
Esercizio 1 Trovare i numeri z € C che risolvono I'equazione
z|lz| -z =1.

Esercizio 2 Calcolare, se esistono, i limiti

‘ 9 6n2—7Tn—8 ‘ 1 m
lm (1+ ———— , lim — )
n—oo 3n?2+4n+5 n—o0 2" \ n

Esercizio 3 Determinare il raggio di convergenza R della serie di potenze

io: i+n*lnn o

= n°(In(n+ 1))3

e stabilire il comportamento della serie nei punti della circonferenza |z| = R.

Risoluzione

Esercizio 1 Poniamo z = a + ib, con a,b € R. L’equazione diventa
(a4 ib)Va? + b2 — (a — ib) =1,

ovvero, separando la parte reale dalla parte immaginaria,

ava2+ b —a=0
bvVa2 + b +b=1.



La prima equazione ¢é risolta per a = 0 oppure per va?+ 0> = 1. Se a = 0, allora

va? 4 b? = |b| e la seconda equazione ci da b|b| + b = 1; in particolare, b # 0. Se b > 0,

145 —1+v5
2 2

I'equazione ¢ b*> +b — 1 = 0, le sue radici sono b = , e solo la prima, b =

positiva: si trova cosi z = z@ Se b < 0, equazione & b> — b+ 1 = 0 e le sue radici

non sono reali.

Se invece a # 0, si ha v/a? + b? = 1. Dalla seconda equazione ricaviamo 2b = 1 e dunque
b= %; essendo va? + b? = 1, si ottiene a = j:‘/?g. Pertanto deve essere z = i‘/Tg + %
D’altra parte, una verifica diretta mostra che i tre numeri sopra determinati risolvono

davvero ’equazione.

(S

Esercizio 2 Per quanto riguarda il primo limite, possiamo scrivere, decomponendo
I’esponente,

9 6n2—Tn—8 9 2(3n2+4n+5)—15n—18
I+ - (1+-—=
3n?+4n+5 3n? +4n+5

9 2(3n%+4n+5)
(1 + 3n2+4n+5)

2
(1 + 3n24+-4n+5

) 15n+18

Il denominatore tende a 1, perché nell’esponente vi € un infinito pitu debole che nella
base. Il numeratore, scritto come

9 3n2+4n+57 2
1=
( +3n2+4n—|—5> ] ’
4

tende a [e2]? ossia a e!. Ne segue che il primo limite esiste ed & uguale a e?.
Quanto al secondo limite, si ha, esplicitamdo il coefficiente binomiale,

1(2n>_2n(2n—1)----~(n+1)_2n 2n — 1 n+1>n—|—1

2\ n 27 T m2n—-2) 2 T 27

e pertanto anche questo limite esiste e vale +oc.

Esercizio 3 (i) Consideriamo il coefficiente a,, della potenza z™:

i+n*lnn

e n’(In(n + 1))3

e calcoliamo il massimo limite della radice n-sima del suo modulo: si ha

1
Ylan| = ¢ nd(lnn)>+1 . ("Hn"”‘)\/“r nF(Inn)?

n5(ln(n+1))3 - n5(ln(n—|—1))3

poiché

Inn
hm —_— =
n—00 ln(n + 1)

Y



si ottiene

1

limsup v/|a,| = lim {/—— = 1.
n—>oop | n| n—00 n(ln 7’L)2

Ne deriva che il raggio di convergenza della serie di potenze data e R = 1.

(ii) Analizziamo la serie quando |z| = 1: per quanto sopra visto, risulta

|an2"|

lim = lim |a1n| = lim n(lnn)?|a,| = 1,
n—00 w2 n—00 w2 n—00

e poiché la serie Zm converge, si conclude che la serie data converge assolutamente
per |z| = 1.

Secondo compitino - 16 aprile 2019

Esercizio 1 Calcolare, se esiste, il limite seguente:

I tan2 2z — sin® 2z
im .
#=0In(1 + 22) — €37 4+ /1 + 4a?

Esercizio 2 Data la funzione

4,2

fog | Fr *@VFOO
r,Yy)=

0 se (z,y) = (0,0),
stabilire:
(i) in quali punti di R? f & continua;
(ii) in quali punti di R? f & differenziabile.
Esercizio 3 Tracciare approssimativamente il grafico della funzione

2% — 2

Tr2 e

g(x) =
in particolare:
e determinare, se esistono, i limiti a o0 e gli asintoti;
e trovare, se esistono, i punti di discontinuita e i punti angolosi;

e individuare gli intervalli di crescenza e decrescenza ed i punti di massimo o minimo
relativo, trascurando lo studio della derivata seconda;

e giustificare il fatto che nella semiretta | — oo, 0] deve esistere almeno un punto di
flesso.



Risoluzione

Esercizio 1 Esplicitando la funzione tangente, il numeratore puo scriversi nel modo
seguente:

2
. sin” 2x .
tan® 2z — sin’2r = 5 —sin? 2z =
cos? 2x
. 9 1 .o 1—cos?2x  sin'2x
= sin“2zx 5 — 1| =sin“2zx 5 = o
cos® 2x Ccos® 2x cos® 2x

Dunque il limite da calcolare diventa

sin* 2z

lim .
220 cos? 2z (In(1 + 22) — €3%* 4+ /1 + 4a?))

Tenuto conto del fatto che

. sin2z .
lim =1, lim cos 22 = 1,
«—0 2T z—0

il nostro limite equivale a

i 162*

im .

20 In(1 + 22) — €37 4+ /1 + 422

Dai noti sviluppi di Taylor per ¢t — 0 del logaritmo, dell’esponenziale e della funzione
v 1+t ricaviamo per t — 0

t2
In(l+t)=t— 7+ o(t?),

t2
e'=1+t+—+o(t?),

2
t 2 )
VItt=1l+g—2+ot),
da cui, per x — 0,
162* B
In(1 4 22) — e3*® + /1 + 422
1624 1624

22— 21 =322 — 2L ] 202 9pt fo(td)  —Tat 4 ofat)

e in definitiva
1624 16

li =——.
) In(1 + 322) — e32® + 1 7

Pertanto anche il limite proposto vale —%.



Esercizio 2 (i) Certamente la funzione f ¢ continua nei punti (zo, yo) # (0,0), perché
quoziente di monomi. D’altra parte, se (z,y) — (0,0) si ha

e dunque
lim  f(z,y) = 0= £(0,0).

(2,y)—(0,0)
Cio prova che f ¢ continua in R2.
(ii) Nei punti (zo,y0) # (0,0) la f ¢ differenziabile: infatti le sue derivate parziali

_ 2a°5y% 4 4a3y°

220y — 2a1y°
fI(xu y) - (IL‘2 + y4)2 T/ 9, a\o

’ fyla,y) = (22 + 42)?

esistono, e sono continue in ogni intorno di (xg, ) che non contenga l'origine. D’altra
parte, nell’origine (0,0) si ha

fx((),O) — lim f(I7O) — f(O’O)

z—0 x

f(0,y) — f(0,0)
y

=0, fy(ouo) :llll—r>% =0,

ed inoltre

4,2

(@9)—=(0,0) /22 + 12 (9)—(0,0) (22 + y4) (22 + yQ)%

li z° Yy 2
im 2y =
(@) —00) T2 +yt /22 42 Y

Dunque f ¢ differenziabile in R?, con differenziale nullo.

0.

Esercizio 3 La funzione g ¢ definita su R ed e continua. Per x — 400 si ha

lim g(z) =1,

r—+00

dunque la ratta y = 1 ¢ asintoto orizzontale sia per x — +o00, sia per x — —o0.
Notiamo che

(22—
—— sex <0 oppure z > 1
1+ 22
glx)=< 0 se v =0 oppure x = 1
2
% se0<x <1,
\

e non esistono punti di discontinuita.
Calcoliamo la derivata prima. Con facile calcolo ed alcune semplificazioni si trova

2 +2r—1
(1+22)2
2+ 2x—1

(14 a2)?

se x < 0 oppure z > 1

g'(x) =

se0<x <.



Nel punto x = 0 risulta

9(0) =0, lim ¢'(z) = -1, lim ¢'(z) =1,

z—0~ z—07F

mentre nel punto x = 1 si ha

1
g(1) =0—, lim ¢'(x) = 3 lim ¢'(z) = —=;

r—1— z—0t 2 ’

dunque i punti z = 0 e = 1 sono angolosi.
Cerchiamo gli intervalli di crescenza. Per x < 0 oppure x > 1 si ha

Jdx)>0 <<= 2°+22-1>0,
mentre, al contrario, per 0 < x < 1 si ha
Jx)>0 = 2*+22-1<0.

Le radici del trinomio sono —1 &+ \/5; chiaramente si ha —1 —v2 <0< —14++2 < 1.

Pertanto g sara crescente in | — oo, —1 — v/2[, decrescente in | — 1 — /2, 0[, crescente
in ]0, —1 4 v/2[, decrescente in | — 1+ +/2,1[, e infine crescente in |1, +oo].
Dunque il punto z = —1 — v/2 & di massimo relativo, con

C4+43V2
4422

il punto # = 0 ¢ di minimo relativo, e come sappiamo ¢g(0) = 0; il punto z = —1 + V2
¢ di massimo relativo, con

g(-1-v?2)

[4-3v2] 3v2-4
4—923V2  4—22

infine il punto x = 1 & di minimo relativo, e come sappiamo ¢(1) = 0.
Dalle informazioni ottenute si ottiene il grafico seguente:

g(~1+v2) =

v

Osserviamo che la derivata seconda ¢, dopo qualche calcolo,

=225 — 6xt —4x3 — 42 — 20 + 2
(1+a22)1
—2x° — 6x* —4xd —4x? — 22+ 2
B (1 + 22)4

se x < 0 oppure z > 1

g//(a:) —
se <z <.




Lo studio di ¢” certamente non & agevole. Pero si noti che per x > 1si ha —2x+2 <0e
quindi ¢”(x) < 0, ossia g € concava in |1, +o00[. Negli altri intervalli non si puo dedurre
nulla. Tuttavia di sicuro vi & un punto zy < —1 —+/2 in cui ¢”(x) = 0: infatti la g, che
& concava in un intorno di —1 — /2, non pud rimanere concava in tutta la semiretta
] —o00,—1— \/5], perché in tal caso g avrebbe limite —oo per z — —oo. Dunque g
deve essere convessa in qualche intervallo contenuto in | — 0o, b[, con b < —1 — V2, e
pertanto deve esistere almeno un punto di flesso zg < —1 — /2.

1 Terzo compitino - 28 maggio 2019
Esercizio 1 (i) Trovare, se esistono, i massimi ed i minimi relativi della funzione
floy) =22+ 2y,  (x,y) €R®

(ii) Determinare
sup f, inf f.
R2 R2

Esercizio 2 Calcolare gli integrali

O f =t 0

Esercizio 3 Risolvere i problemi di Cauchy

1
z— —| e dx.
2

y// _4y/+4y — 6290 —i—IQ
(a) ¢ (0) =0
y'(0) =1,

Risoluzione

Esercizio 1 La funzione f ¢ di classe C'°. Annullandone il gradiente si arriva al

sistema
822 —y =10
2y — T = Oa
le cui soluzioni sono (0,0), (1,3), (=1, —%)-
La matrice Hessiana di f e

e risulta



gli autovalori di questa matrice sono 1 4 v/2 e dunque (0,0) ¢ punto di sella per f.
Inoltre negli altri due punti si ha

w(:(3)-(5 %)

gli autovalori di questa matrice sono %i@ / 1?7 e sono entrambi positivi, come e immediato

11
48

fi11 _1+1 1 1<0
4’8 128 64 32 128 ’

Valutiamo adesso 'estremo inferiore e 1’estremo superiore di f. Osservato che

verificare. Dunque i punti £ ( ) sono entrambi di minimo relativo per f, con

2 2
513?/2—%—% V%?JGR,

risulta

72 y2 y2 z2 y2 12 1 1
LY Y o VY o2t s
> T T T T 2+<x 8> 64~ 64’

pertanto f e limitata inferiormente, ed inoltre

flo,y) > 22* + 3% —

lim  f(z,y) > lim

z2+4y2—+o00 \/ 24y2—+o00

2 2
Y s 1
J 19 _ =
3 " (x 8)

sup f = +00.
R2

In particolare

D’altra parte, poiché f(z,y) — 400 per \/a? 4+ y2 — +00, scelto M > 0 esiste R > 1

tale che risulti
f(z,y) > M per \/22+y> > R.

Dunque, dentro la palla chiusa B((0,0), R) la funzione f ha minimo e tale minimo &
negativo, perché f assume un valore negativo nei due punti di minimo relativo. Dunque
il minimo di f sulla palla chiusa non puo essere assunto sul bordo, dove f & positiva:
quindi sara assunto all’interno, necessariamente in un punto stazionario. I punti di
minimo relativo all’interno della palla sono quelli gia trovati, e si conclude che i punti

+ (%, %) sono di minimo assoluto. In particolare
f f — min f— 1
e/ =minf = —g

128

Esercizio 2 (a) Con la sostituzione e = t, che da dz = dt/t, I'integrale diventa

0 T 1 1
e p / dt dt
_— xr = —_— —_—
15 Ve + e 115 V2 +1 1/15 ViVt 1



Con I"ulteriore sostituzione t = s2, da cui ds = 5 \/E’ si ottiene

0 e

p /1 dt 2/1 ds
—_— €T g _— — —_—
“In1s Ve 4 e 115 VEVE+ 1 1/v15 V82 +

1 1 1 +v2)?
_ [21n(8+\/52+1)]/ —2In +\f 1@.
1/v/15
\/15

Si poteva anche procedere nel modo seguente: osservando che

e’ 0 1
[ ot [
Cm1s Ve et “mis VI+e®
con la sostituzione t = v/1+e* si ha x = —In(t? — 1), do =

0 1 vZ o9 41 1 L
_]n15\/1+€_z 4 —1 V2 t—1 t+1 1+t \[

Pertanto, essendo 1 — ¢ < 0,

t—17" 3 ﬁ—1 3(1+v2)?
In—-| =In=— —ln
t+1

ex
S -
/—ln15 Ve 4 er V3 5 \/_—f—l 5
1 1

(b) La quantita ‘z — —| ¢ negativa in [—1, 5} e positiva in [5, 3]. Quindi I'integrale si

decompone come segue:
3 /1 3 1
e dx = ——xz | edx + z—— | e*dx.
1\ 2 1 2

3
/,
Il primo termine, integrando per parti, diventa

—— T ) € r=|=-€ —Te € = —— X | € = €2 — —€e .
2 \2 2 » 2 » 2

Di conseguenza il secondo termine vale

2

=

In definitiva, per l'integrale proposto si ha
3
/,

Esercizio 3 (a) L’equazione caratteristica associata all;’equazione omogenea ¢

1

€r — —

5 3 3 5
6$d$:6%—§6_1+§€3+6%25634-26%—56_1.

N —4N+4=0,



e si ha la radice doppia A = 2. Dunque 'insieme delle soluzioni dell’equazione omogenea
e
Vo = {cl e 4 yxe®®, 1,09 € ]R} .

Tenuto conto del fatto che ’esponenziale a secondo membro ha come coefficiente dell’esponente
la radice doppia dell’equazione caratteristica, possiamo cercare una soluzione particolare
y* dell’equazione non omogenea della forma

y*(z) = Ax® e + B+ Cx + D2*.
Si ha allora
(y*) (x) = 24z + 242%)e® + C + 2Dz, (y°)"(z) = (2A + 8Ax + 4A2%)e> + 2D,
da cui

()" —Aly") +4y" =
= (2A + 8Ax + 4Ax® — 8Ax — 8A2? + 4Ax”)e* +
+2D — 4C — 8Dx + 4B + 4Cx + 4D2* =
=2A4e* +2D — 4C + 4B + (4C — 8D)x + 4Dx?.

Poiché vogliamo che sia (y*)" — 4(y*)’ + 4y* = €** + 2%, occorre che risulti

2A=1, 2D—-4C+4B=0, 4C—-8D=0, 4D=1,

ossia ] . 5
’ 4’ 2’ 8
Si conclude che
*( ) 1 2 2a:_|_3+1 +1 2
T)=—-1x"¢ —+ -+ -z
Y 2 g T2t Tyt

e pertanto l'insieme delle soluzioni dell’equazione proposta ¢

1 3 1 1
{cle%—i—che% + §ZL‘262I+ 3 + §x+ le2’ C1,Co € R}.
Imponiamo le condizioni y(0) =0 e y’(0) = 1 ad una generica soluzione

1 3 1 1
yx)=cre* tpre® + -t 4 S 4 o+ St

2 8 2 4
essendo 1
x
Y (z) =2c1 ¥ + cge®™ + 2cowe* + xe® 4 2 e + 5T o
sl ricava 5 1
y(o)zcl+§zoa y/(0)2261+02—|—§:17
da cui finalmente ¢; = —2, ¢; = 2. Quindi la soluzione del problema di Cauchy &

3 ) 1 3 1 1
y(x):—ge%—i—zme%—i—éﬁe%—l—g—|—§m—|—1x2.



(b) Osservato che I'equazione ¢ soddisfatta dalle costanti y = 0 e y = 1, e che la
seconda di queste soddisfa la condizione y(1) = 1, si conclude subito che la soluzione
del problema di Cauchy ¢ la funzione costante



