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Introduzione

Le equazioni differenziali lineari in spazi di Banach costituiscono il primo
tassello di una teoria vastissima che trova innumerevoli applicazioni. Que-
sto tipo di equazioni comprende in sé sia le equazioni differenziali ordinarie,
sia le equazioni alle derivate parziali, e quindi fornisce metodi astratti per
lo studio di svariatissimi problemi provenienti dalla fisica, dall’ingegneria,
dalla biologia, dalla medicina, dall’economia e da altre discipline ancora.
E poiché i modelli non lineari si fondano essenzialmente sul caso lineare, &
importante avere una teoria lineare il pili possibile completa e soddisfacen-
te. L’oggetto di questa tesi si limita allo studio delle equazioni differenziali
lineari in spazi di Banach B nel caso piu semplice, cioe quello di equazioni
del tipo

2/ (t) = Ax(t) + f(t), teR, (1)

dove A : B — B & un operatore lineare limitato e f : R — B € una funzione
continua e limitata. Questa era 'unica scelta possibile per una tesi trienna-
le, ma 'argomento richiede ugualmente una serie di prerequisiti: proprieta
degli operatori lineari, teoria spettrale, principio di uniforme limitatezza,
integrazione secondo Bochner in spazi di Banach.

La trattazione riguarda I’esistenza e I'unicitd di soluzioni di classe C! del-
lequazione (1) sull’intera retta reale o su semirette, e lo studio di specifiche
proprieta di tali soluzioni: anzitutto la limitatezza e successivamente, sotto
adeguate ipotesi per il secondo membro f, la periodicita e la quasi periodi-
cita. Tutte queste proprieta sono legate anche a specifiche restrizioni sulla
posizione dello spettro di A nel piano complesso.

La tesi € composta da tre capitoli. Il primo ¢ dedicato ai prerequisiti gia
citati.

Nel secondo si analizza ’equazione omogenea x'(t) = Ax(t); si introduce il
gruppo {eAt}teR generato da A, e tramite esso si scrive la soluzione uscente
da un dato iniziale ¢y € B. Si studia poi in dettaglio il comportamento asin-
totico della soluzione, che dipende strettamente dalla natura dello spettro
di A.

Infine, il terzo capitolo tratta dell’equazione non omogenea. Fissato un da-
to iniziale, la soluzione viene rappresentata tramite 1'uso di una opportuna
funzione di Green, a sua volta costruita a partire dal gruppo {eAt}; si pro-



va l'esistenza di un’unica soluzione limitata e, come accennato sopra, se ne
dimostra, sotto adeguate ipotesi su f, la periodicita e la quasi periodicita.



Capitolo 1

Preliminari

1.1 Spazi di Banach e operatori lineari

In questa breve trattazione si lavorera principalmente con operatori lineari
in spazi di Banach. Per questo € opportuno richiamare e enunciare alcune
proprieta e alcuni teoremi che ne faciliteranno la comprensione.

Definizione 1.1. Uno spazio vettoriale reale (o complesso) ¢ un insieme X
dotato della seguente struttura:

e ¢ definita su X x X, a valori in X, 'operazione somma, per la quale:

1. vale la proprieta associativa,
2. vale la proprieta commutativa,

3. esiste un unico elemento neutro 0, che verifica ©+ 0 = u per ogni

u€ X,
4. ogni elemento u € X ha un unico opposto —u che verifica
u+ (—u) =0;

e ¢ definita su R x X (o su C x X), a valori in X, 'operazione prodotto
per scalari, per la quale valgono, per ogni A, p reali (o complessi) e per
ogni u,v € X, le relazioni:

L A(pu) = (Ap)u,

2. 1-u=u,

3. (A + p)u = Au+ pu,

4. Mu+v) = Au+ Av.

Esempi banali di spazi vettoriali sono, oltre a R™ e C™, la famiglia

delle funzioni reali limitate definite su un insieme A, I'insieme delle funzioni
continue su un intervallo [a, b].



Definizione 1.2. Sia X uno spazio vettoriale reale o complesso. Un prodotto
scalare su X ¢ un’applicazione da X x X in R (o da X x X in C), che
denotiamo con

(u,v) = (u,v)x

dotata delle seguenti proprieta:

o (u,u)x >0 per ogni u € X, e (u,u)x =0 se e solo se u = 0;

(
e (u,v)x = (v,u)x per ogni u,v € X;
(

o (\u+ pz,v)x = Mu,v)x + p(z,v)x per ogni u,z,v € X e per ogni
A, 1w € R (o per ogni A\, € C).

La coppia (X, (-,-)x) si chiama spazio con prodotto scalare.

Ricordiamo il noto teorema di Cauchy-Schwarz, di cui si omette la di-
mostrazione.

Teorema 1.3. Se X & uno spazio con prodotto scalare, allora si ha

) x| < VA, 2)x vV {y, ¥)x Vo, y € X.

Negli spazi con prodotto scalare si puo introdurre la norma di un ele-
mento z, che ne misura la distanza dall’origine: essa si denota con ||z|| ed &
data da:

(x,z)x.

Dalle proprieta del prodotto scalare segue subito che
le] >0, e fla]l =0 = =z =0,

el = Mllzll  VAEC, VaeX,

mentre la subadditivita
o +2'| < flz|| + 2| Va2’ € X

segue dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

Le proprieta della norma sopra scritte non sono legate alla struttura indotta
dai prodotti scalari: in altre parole, vi sono esempi di funzioni || - || da uno
spazio vettoriale X a valori in [0; co[ che sono dotate di tali proprieta, senza
pero essere indotte da alcun prodotto scalare.

Definizione 1.4. Sia X uno spazio vettoriale. Una morma su X e una
funzione || - || : X — [0, oo[, tale che :

L. ||z|| >0, e ||z|| =0sesolose x=0;



2. || Az|| = |Al||z|| per ogni A € C e per ogni z € X;
3. ||z + 2'|| < ||z|| + [|2'|| per ogni z, 2’ € X.
Se su X ¢ definita una norma, la coppia (X, || - ||) ¢ detta spazio normato.
Ad esempio lo spazio vettoriale
= {l’ - {xn}nEN sSup ’xn‘ < OO}
neN

€ uno spazio normato con la norma

||| goo = sup |z,
neN

In uno spazio normato la quantita ||z — y|| misura la distanza tra due punti
arbitrari e y. Piu generalmente diamo la definizione astratta di distanza
e conseguentemente di spazio metrico.

Definizione 1.5. Sia X un insieme non vuoto. Una distanza su X & una
funzione d : X x X — R tale che:

1. d(z,

y) > 0 per ogni x,y € X
2. d(z,y) = 0 se e solo se x = y;
y) =

3. d(z, d(y,x) per ogni x,y € X;

W

. d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) per ogni z,y,z € X.
Se su X ¢ definita una distanza d, la coppia (X, d) si dice spazio metrico.

Infine prima di dare la definizione di spazio di Banach ricordiamo la
nozione di successione di Cauchy.

Definizione 1.6. Sia (X,d) uno spazio metrico e sia x, una successione
contenuta in X. Essa e di Cauchy se per ogni € > 0 esiste v € N tale che

d(xp, Tm) <€ VYn,m > v.

Si vede facilmente che in uno spazio metrico ogni successione convergente
¢ necessariamente una successione di Cauchy. Sia infatti {z,} C X tale che
T, — x € X per n — oo: allora, fissato € > 0, per definizione di limite esiste
v € N tale che d(x,,x) < € per ogni n > v. Dunque dalla disuguaglianza
triangolare si ha

d(xp, Tm) < d(Tp,x) + d(x,Tm) < 26 Vn,m > wv.

Non & vero pero, in generale, il viceversa, cioe il fatto che le successioni di
Cauchy siano convergenti: se consideriamo ad esempio lo spazio normato
(Q,] - |), la successione {(1 + 1)"} & una successione di Cauchy in Q, ma
non € convergente in tale spazio, visto che il suo limite in R ¢ il numero
irrazionale e.



Definizione 1.7. Uno spazio metrico (X,d) si dice completo se ogni suc-
cessione di Cauchy in X & convergente ad un elemento di X. Uno spazio
normato completo si dice spazio di Banach; se, in piu, la norma e indotta
da un prodotto scalare, esso si dice spazio di Hilbert.

Un esempio banale di spazio di Banach ¢ RY con ||z| = \/Zfil |zi]? o
con ||lz|| = Zf\il |z;| oppure con ||z|| = maxj<j<n |2
Altri esempi sono: lo spazio C|a,b] delle funzioni continue su [a, b], con la
norma || f|loc = supyepa |f()[; lo spazio C*[a, b] delle funzioni derivabili in
[a, b] con derivata continua, con la norma || ||y = || flleo + [|.f/llcc; 1o spazio
LP(R) delle classi di equivalenza di funzioni misurabili secondo Lebesgue e
potenza p-sima sommabile su R, con la norma || f||, = [ [ | /() ]pdzx]% .
Due spazi di Banach sono detti isomorfi se esiste un isomorfismo tra di essi,
cioe una mappa biunivoca e continua di uno dei due nell’altro.
Siano X, Y due spazi di Banach.

Definizione 1.8. Un’applicazione A : X — Y ¢ detta operatore lineare se
si ha A(ax + Bz) = aA(x) + BA(z) per ogni x,z € X e per ogni o, € R
(oppure per ogni «, 5 € C).

Notiamo che per gli operatori lineari si e soliti usare la notazione Ax in

luogo di A(x).

Definizione 1.9. L’immagine di A ¢ I'insieme Z(A) = {Ax : © € X }; questo
insieme & un sottospazio lineare di Y. Il nucleo di A & il sottospazio lineare
di X definito da ker A = {z € X : Az = 0}.

Definizione 1.10. Un operatore A : X — Y si dice limitato se esiste
M > 0 tale che |Az|y < M||z| x per ogni z € X.

Esempi 1.11. 1. Consideriamo I'intervallo I = [0,1]. In L?(I) fissiamo
g € C(I), e consideriamo 'operatore Ty, definito da

T,f=gf ¥feL*I),

Esso e limitato. Infatti

1 1
1T, f1? = /0 9f > dz < max |g(z)? /0 P,

z€[0,1]
da cui la tesi con ||T']| < ||g]|oo-

2. Sia @ : Cla,b] — R T'operatore cosi definito : Qf = f(a) per ogni
f € Cla,b]. Esso ¢ limitato: infatti

QA= 1f(@)] <fllc  Vfe€Cla,b].

per cui ||Q| < 1.



Quindi se A: X — Y & un operatore lineare e limitato, risulta:

o 14zl
p
o llellx

< +00

e, a causa dell’omogeneita, possiamo scrivere

Axl|ly
[Azlly sup | Aully = sup [|Aully;
220 1Zllx ) e=t ull x <1

quindi un operatore lineare ¢ limitato se e solo se esso ¢ una funzione limitata
(in norma) sulla palla unitaria di X

B={ue X :|u||lx <1}

L’insieme degli operatori lineari limitati da X a Y ha una struttura di spazio
vettoriale e si indica con £(X,Y) : se X =Y siscrive £(X) anziché L(X, X).
Lo spazio £(X,Y) diventa uno spazio normato con la norma

[Allzxyy = sup [ Aully.

[[ullx=1

Proposizione 1.12. Siano X,Y spazi normati e sia A : X — Y un
operatore lineare. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1. A & un operatore limitato;
2. esiste xg € X tale che A ¢ continuo in zg;

3. la funzione A : X — Y e lipschitziana, cioe esiste K > 0 tale che

|Az — Az|ly < K|z — z||x Ve, z € X.

Dimostrazione.
(1. = 3.) Per ipotesi esiste M > 0 tale che ||Az|ly < M||z||x. Grazie alla
linearita si deduce che per ogni z,z € X:

[Az — Az|ly < [|A(z = 2)[ly < M|z - 2x.

(3. = 2.) Ovvio.
(2. = 1.) Per ipotesi, per ogni € esiste ¢ tale che

Hx — ‘TOHX < 6 = ”Al‘ — A.ro”y <e

Sia z € X \ {0} (si noti che se X = {0}, allora per linearita deve essere
A =0 e quindi la tesi & ovvia). Posto w = Hfﬁ’ si ha

5
1] x

Az = Aw = A(w + xy) — A(xp)



e poiché |[(w + zg) — zo||x = ||w||x = J, si ha ||[Aw|y < e. Pertanto

[P ¢
1Azlly = ==l Awlly < 5llzllx, ¥z € X\ {0}.

Dato che per z = 0 la stima precedente € ovvia, si conclude che A ¢ limitato.
Vale, inoltre, il seguente enunciato.

Teorema 1.13. Siano X, Y spazi normati. Se Y & uno spazio di Banach
allora £(X,Y) & uno spazio di Banach.

Dimostrazione.
Sia {F;,} una successione di Cauchy in £(X,Y"): cio significa che per ogni e
esiste v tale che || F}, — Fiullz(x,y) < € per ogni n,m > v; quindi

|Fox — Fpzlly <e€llz|x, Yee X, Vn,m>wv.

In particolare per ogni fissato € X la successione {F,x} ¢ di Cauchy in Y
poiché Y & completo essa ha limite nella norma di Y. Chiamiamo F'(z) tale
limite; € immediato verificare che ’applicazione F' cosi definita € lineare da
X in Y. Inoltre per ogni x € X si ha:

[Fzlly = lim |[Fpaly <lminf[[|F, — F[lzoop l2l]lx + [1F2]y]
n—oo n—oo

< le+ 1 Lo lllellx

cosicché F' & un operatore limitato. Infine se z € X con ||z||x =1 si ha

[For— Fzlly = lim ||Fhx— Fpzlly <liminf ||F, - Fullzxy) <€ Vo>,
m—00 m—r00 ’

e dunque F,, — F in L(X,Y).
Sono riportati ora alcuni risultati, di cui ¢ omessa la dimostrazione, che
potranno tornare utili in seguito.

Teorema 1.14 (dell’applicazione aperta). Sia A un operatore in £(X,Y)
che mappa in modo biunivoco X in Y; allora il suo inverso appartiene a
LY, X).

Teorema 1.15. Sia X uno spazio di Banach e sia A € £(X). Allora A &
invertibile se || — Allz(x) < 1. In tal caso:

o

A_l = Z(I - A)k¢

k=0
dove (I — A)? =TI e la serie ¢ convergente nella norma di £(X).

Teorema 1.16. Siano X,Y spazi di Banach. L’insieme degli operatori
invertibili in £(X,Y’) & aperto in £L(X,Y).



Teorema 1.17 (Principio di uniforme limitatezza). Supponiamo che
A sia una famiglia di operatori in £(X,Y") tale che

sup{||Az|ly : Ae A} <o0  VzeX,
allora A & limitato, cioe
sup{| Al ) - A € A} < oo,

Nei prossimi paragrafi ci occuperemo delle proprieta spettrali degli ope-
ratori lineari in spazi di Banach.

1.1.1 Proiezioni

Definizione 1.18. Uno spazio di Banach (B, | - ||g) € decomposto nella
somma diretta di due suoi sottospazi chiusi, X e Y, e si scrive

B=X+Y,
se ogni elemento b € B ammette un’unica rappresentazione nella forma
b=x+y
doveze XeyecV.

Tale decomposizione di B definisce due operatori lineari Px : B — X e
Py : B —Y tali che Px(b) =z e Py(b) =y, dove x e y sono le componenti
di b nella sua unica rappresentazione in X + Y.

Gli operatori Px e Py hanno le seguenti proprieta:

L] PA?(:P)(, ngzpy;
o Px + Py =1,
o PxPy =PyPx =0.

Essi sono anche continui, ossia appartengono a L(B).
Infatti definiamo su B la nuova norma

1ol = llzllz + lyllz, b€ B.

Lo spazio (B, ||-]|1) ¢ completo perché X e Y sono chiusi, quindi a loro volta
spazi di Banach. L’identita i : (B, |- ||1) — (B, |- ||5) € bigettiva e continua,
essendo ovviamente ||b||p < [|b]|1. Per il teorema dell’applicazione aperta
anche ¢ : (B,| - ||g) = (B, || - ||1) & continua: quindi esiste ¢ > 0 tale che

b][1 = || PxbllB + ||Pybllx < c[bllz Vb€ B,

10



e cio implica Px e Py € L(B).

Un operatore P € L(B) tale che P? = P si chiama proiezione.

Se un operatore P; € una proiezione, allora anche 'operatore Po =1 — P; ¢
una, proiezione e si definisce proiezione complementare di P;.

Definizioni analoghe si hanno se B ¢ decomposto in una somma diretta di piu
di due sottospazi chiusi. In particolare, se B, ..., B, sono spazi di Banach
con le norme | - ||1, ..., || - |ln, possiamo vedere questi spazi come sottospazi
di uno spazio di Banach B tale che

B=DB;+..4+ B,.

Sia infatti B lo spazio prodotto By X ... X By, con la naturale definizione
di somma di due vettori e di moltiplicazione per scalare. Rendiamo B uno
spazio di Banach, definendo la norma

n

lzllz = lawllx.

k=1

Possiamo allora immergere gli spazi By in B identificando ogni elemento
xg € By con il vettore (0,...,0,x,0,...,0), e quindi otteniamo facilmente
la decomposizione iniziale.

Particolare rilievo nello studio delle soluzioni di equazioni differenziali con
operatori lineari assume il contenuto dei prossimi due paragrafi.

1.1.2 Risolvente

Definizione 1.19. Sia B uno spazio di Banach complesso e sia A € L£(B).
Un numero A € C & punto regolare per A se A — A\I & invertibile con inversa
in £(B).

L’ insieme p(A) di tutti i punti regolari di A si dice insieme risolvente
di A. Il suo complementare ¢ chiamato spettro di A e si denota con o(A);
ad esso e dedicato il paragrafo successivo.
Studiamo il comportamento di A— AI al variare di A € C. Il numero A si dice
autovalore di A se esiste z non nullo in B tale che (A—AI)z = 0. Il vettore =
si chiama autovettore relativo all’autovalore A. In tal caso ker(A—AI) = {x €
B : (A— M)z =0} ¢ l'insieme di tutti gli autovettori relativi all’autovalore,
piu il vettore nullo. Tali definizioni generalizzano quelle ben note relative
alle matrici quadrate.
Il numero complesso A appartiene allo spettro di A se A— Al non ha inversa
continua. Quindi tutti gli autovalori di A appartengono allo spettro di A,
ma in genere non lo esauriscono.

Teorema 1.20. Sia A € L(B). Valgono le seguenti affermazioni:

1. p(A) ¢ un sottoinsieme aperto del piano complesso.

11



2. La funzione da p(A) in £(B) che manda A in Ry(A) = (A — )~}
detta operatore risolvente di A, & una funzione analitica in ogni com-
ponente connessa di p(A).

3. Per ogni A\, u € p(A), gli operatori Ry(A)eR,(A) commutano e vale la
relazione (equazione risolvente):

RA(A) — Ru(A) = (A — p) Ra(A) Ry(A)

Dimostrazione.
(1.) Fissiamo \g € p(A) e consideriamo la serie di elementi di £(B)

o0

> (= 20)" R ()]

n=1
Per le sue somme parziali S,, si ha:

n—+p

Y (=2 R (A)]
k=n+1
n—+p
< D = olfllIR ()] <
k=n-+1
n+p
D A= Aol I[B (]

k=n+1

HSner - Sn” = <

IN

Se [A—Xo| < [|[[Rx,(A)]]| 71, le somme soddisfano la condizione del criterio di
Cauchy rispetto alla norma di £(B) e la serie & quindi convergente. Poniamo,
allora

X(/\vA) = R/\O(A) ’ {I + Z()‘ - )‘O)H[R)\O(A)]n} :

n=1
Calcoliamo X (X, A)(A — AI). Tenendo conto della continuita della moltipli-
cazione rispetto alla norma di £(B) si ha:

n=1

X (A A) (A=A =Ry (A)- {I +> (A - Ao)”[RAO(Aﬂ"} (A=Al =
= {RAO + i A — X0)"[Rx, A)]”“} [(A—XoI)— (A= Xo)] =
n=1
= {I + Z(/\ = 20)" [Bxg (A)]" = Bag (A)(A = o) —

n=1
- i()\ - Ao)”H[RAo(A)]”H} =

= T4 (= Ao) Ry (A) — (A — Ao) Ry (A) = T.

12



Similmente si verifica che (A — A ) X(\, A) =1

Quindi (A—\I)~! esiste e coincide con X (A, A). In conclusione, se \g € p(A),
tutti i A tali che |A — \g| < ||Ra,(A)|~! appartengono all’insieme risolvente.
Dunque p(A) & aperto.

( 2.) Come dimostrato nel punto precedente la funzione A — Ry(A) si puo
esprimere in un intorno di un punto Ay € p(A) mediante una serie di potenze
in A — A\g. Essa e, quindi, analitica.

(13.) Sihaper A\, pue p(A) che

Ra(4) — Ru(A) =
— RA(A)(A — uI)R,(A) — RA(A)(A — AD)R, (A) =
— RA(A)(A— pl — A+ DR, (A) = (A = p) Ra(A)Ru(A).
) e

Questa stessa uguaglianza mostra che R)(A) e R,(A) commutano.

Lemma 1.21. Se |[A| > ||A]|, allora A € p(A) e vale il seguente sviluppo in
serie, detto di Neumann:

Dimostrazione.
Si ha: . . .
n+p n p n+p
> (%) )= 3
/\k — ‘)\‘k !
k=n-+1 k= n+1 k=n-+1

Dall’ipotesi || > || A|| segue che la serie

o An

n=0 A"
soddisfa la condizione del criterio di Cauchy ed e, percio, convergente in
L(B). Sia S la sua somma. Si ha, allora

1 1
—(A= )38 == (A=) 7=—ZMH+Z =1,

n=0
e analogamente —S[§ (A4 — \I)] =

Lo sviluppo di R)(A) in serie di Neumann permette di avere informazioni
abbastanza precise sullo spettro di A. Infatti, applicando il criterio della
radice, risulta che la serie ha raggio di convergenza r pari a

r = limsup | A"||» < ||A]|, (L.1)
n—oo

per cui 0(A) C {A € C: |\ < ||A|} e possiamo dare la seguente definizione.

13



Definizione 1.22. Sia A € L(B). 1l raggio spettrale r(A) di A ¢ definito da
r(A) = sup{]A 5 A € o(A)]}.
Vale la seguente caratterizzazione:
Proposizione 1.23. Sia A € £(B). Allora
3 lim |47/ = r(4),

n—oo
ove r(A) ¢ il raggio spettrale di A.

Dimostrazione. X
Poniamo r = liminf [|[A"||» e sia € > 0. Allora esiste m = m, € N tale che

r—e< |A™|w <7 +e.
Per ogni n > m esiste un unico k € N tale che
mk <n < (k+1)m.

Quindi vale

A7 = (AR < AR | AT <
k n—mk 1 . mk n—mk
< AT EAE = AT (Al

I1 k scelto & tale che

1 n—mk _m n—m _ mk

— < <— e <—x<1

n n n n n
e se mandiamo n all’infinito, si ha "_ka —0e mTk — 1. Quindi abbiamo
che

1 1 mk n—mk
limsup [ A"[% < limsup (|47 %) " A" <
n—oo n—oo
< limsup(r—l—e)mTkHAHWan =r+e

n—oo

Per D'arbitrarieta di €, risulta che r & sia il massimo limite, sia il minimo
limite e quindi concludiamo che 7 = lim;,—; HA”H%

Proviamo adesso che r coincide col raggio spettrale r(A). Dalla (1.1) segue
subito che se |A| > r allora A € p(A); per definizione di raggio spettrale
si ricava r > r(A). Viceversa, sia |[A\| > r(A): allora per definizione si
ha A € p(A4). La funzione Ry(A) ¢ olomorfa in p(A): esa ha dunque uno
sviluppo in serie di Laurent che converge nella norma di £(B) in ogni punto
A € p(A). Per unicita, deve essere

Ry(A)==) <o
n=0
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laddove entrambe le funzioni sono ben definite, ossia per |A| > 7(A); ne
segue

lim [|A["A™"" =0 per [A| > r(A).

n—oo

Fissato € > 0, e scelto A tale che A| = r(A) + ¢, si ha allora, per n grande,
A" < (A" = [e +r(A)F,

e dunque
1
r= lim [|[A||» <r(A)+e,
n—0o0

con € arbitrario. Ne segue la tesi. Inoltre, vale il seguente risultato.
Corollario 1.24. Sia A € £(B). Risulta lim|y_,o, Rx(4) = 0.

Dimostrazione.
Se [A| > n > ||A]| dalla dimostrazione del lemma 1.21 segue che

HAH" 1 U
| Rx(A ————— =0 per |\ — oo.
|A| Z Al n— Al

1.1.3 Spettro
Proposizione 1.25. Sia A € £(B). Lo spettro di A non & vuoto.

Dimostrazione.
Se o(A) fosse vuoto, la funzione risolvente A — Ry(A) sarebbe analitica
sull’intero piano complesso. In particolare, esisterebbe A~! in £(B). Per
il corollario 1.24, la funzione risolvente sarebbe anche limitata sull’intero
piano. Per il teorema di Liouville, allora, essa dovrebbe essere costantemente
nulla. Questo & impossibile perché Ro(A) = A~ # 0.

Sia A € £(B). La formula C = o(A) U p(A) rappresenta una partizione del
piano complesso in due insiemi disgiunti.

Adesso discutiamo un’ulteriore suddivisione di C in quattro insiemi a due a
due disgiunti. Infatti a sua volta 0(A) = 0,(A) Uo.(A)Uo,(A), dove questi
insiemi sono disgiunti e caratterizzati dalle seguenti proprieta.

1. 0p(A) ={A € C: (A— AI) non ¢ invertibile} ¢ lo spettro puntuale ed i
suoi elementi sono gli autovalori di A;

2. 0.(A) ={X € C: (A— AI) ha inversa discontinua definita su un denso
di X} ¢ lo spettro continuo;

3. 0,(A) = {X € C: (A—X\I) ha inversa definita su un dominio non denso
in X} ¢ lo spettro residuo.
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Esempi 1.26. 1.) Sia X = C]a,b|, e sia A un operatore lineare con do-
minio X tale che (Af)(t) = tf(t) per ogni t € [a,b]. Allora A ¢ in L(X) e
| All z(xy = max{]al, |b]}. Poiché

(M —A)f]t) =0« (A—1t)f(t) =0« f(t) =0,

si ha che \I — A ¢ iniettivo per ogni A € C, e quindi o,(A4) = 0. Poi, se
A & [a,b], allora per ogni g € X la funzione f(t) = % appartiene a X e

verifica la relazione f = (Al — A)~!g. Inoltre

1
[flloo < sup ——— |19/l
D

cosicché [a,b] D o(A). Viceversa, se \ € [a,b] si ha
R(AM — A)={g € X :g(\) =0 e g ¢& derivabile nel punto A},

e questo insieme non ¢ denso in X. Pertanto o.(A) =0 e 0,.(A) = 0(A) =
[a, b].

2.) Sia X = P e A € L (P) definito da (Az), = 7,41. Lo spettro puntuale
¢ {\ € C: |\ < 1}, mentre lo spettro continuo ¢ {A € C : |A\| =1} e lo
spettro residuo e vuoto.

Vediamo ora come si comportano spettro e risolvente di un operatore A
sotto piccole perturbazioni di A.

Sia G un aperto ricoprente lo spettro di un operatore A € £(B). Allora in
ogni caso Ry = (A—AI)~! & continuo sul chiuso G¢ = F del piano complesso.
Dato che ||R)(A)|| — 0 in L(B) per A — oo, esiste M = max{||Rx(A)|| : X &
G} < 0.

Consideriamo un intorno Us(A) = {X : ||A — X|| < 6} di A in £(B).

Per X € Us(A) si ha

XM =(A-XM)+ (X —A) = (A—X)[I — Ry(A)(4 - X)],

dunque X — AI sara invertibile se [|[Ry(A)(A — X)|| < 1.

Quindi se § < ﬁ, ogni operatore X € Us(A) avra risolvente Ry (X) per ogni
A G.

Quindi, sotto la scelta indicata di §, avremo o(X) C G per ogni X in Us(A).
Stimiamo la differenza Ry(A) — Rx(X) per ogni A ¢ G. Da come abbiamo
scritto X — Al segue che

RA(X) = [T = Ry(A)(A = X)] 'Ry (A).

Poiché risulta
[BA(A)(A = X)|| < Mé < 1,
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deduciamo che

> M?25
X = NEFL(A = AT .
[RA(X) — RA(A)]| = kg AI)* 1 L

Quindi si ottiene il seguente enunciato.

Teorema 1.27. Sia A € L(B) e sia G un aperto che ricopre lo spettro o(A).
Allora esiste un intorno Us(A) di A tale che o(X) C G per ogni X € Us(A).
Inoltre per ogni € > 0 esiste un § > 0 tale che ||[Rx(X) — RA(A4)|| < € per
ogni X € Us(A) e N € G.

1.1.4 Integrale di funzioni a valori in uno spazio di Banach

Sia (B, | - ||) uno spazio di Banach. Consideriamo funzioni vettoriali f :
[a,b] — B.

Definizione 1.28. Indichiamo con S(B) lo spazio vettoriale delle funzioni
semplici, ossia delle funzioni ¢ : [a,b] — B della forma

k
= ZbiXAi(t) t€la,b; keN; b €B.

Gli A; sono sottoinsiemi di [a,b] misurabili (secondo Lebesgue) e fra loro
disgiunti.

Definizione 1.29. Se ¢ € S(B), ¢ = Zle bixa,, 'integrale di ¢ su [a,b] &

I’elemento di B .
b
/ G(t)dt = bim(A
a i=1

Elenchiamo le proprieta dell’integrale su S(B):
1. e lineare;

2. si ha
b b
¢<t>dtHg [ I o e s(o)

Si noti che ||¢(+)]| € una funzione semplice su [a, b] a valori reali.

Definizione 1.30. Una funzione f : [a,b] — B & detta fortemente misura-
bile se esiste una successione {¢p tnen C S(B) tale che

¢n(t) = f(t) in B Vt € [a, b].
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Definizione 1.31. Sia f : [a,b] — B fortemente misurabile. Diciamo che f
& sommabile su [a, b] se si ha

b
/ £ ()|t < +o0.

Notiamo che ogni funzione semplice &€ sommabile.

Proposizione 1.32. Sia f : [a,b] — B fortemente misurabile. Sono fatti
equivalenti:

1. f & sommabile;

2. esiste una successione {¥y, }neny € S(B) tale che
b
/ | f(t) — P (t)||dt — 0 per n — 4.
a

Definizione 1.33. Sia B uno spazio di Banach, sia f : [a,b] — B somma-
bile. Si chiama integrale di Bochner di f in [a,b] il seguente elemento di
B:

/abf(t)dt ~ lim /ab o (t)dt,

n—-+00

ove il limite ¢ fatto nella norma di B e {1, } & una qualunque successione di
funzioni semplici tale che lim,,_, 4 ff | () — 1 (t)]|dt = 0.

Notiamo che la definizione non dipende dalla scelta delle funzioni sem-
plici approssimanti.
Elenchiamo di seguito alcune proprieta dell’integrale appena introdotto.

L [P f(t)dt = — [ f(t)dt;
2. [1ft)ydt = [7 f(t)dt + [? f(t)dt  Vp,q.7 € [a,b];
3. 2 pydll < [2fee) .

Similmente se A(t) (a <t < b) € una funzione operatoriale continua a valori
in £(B), esiste fab A(t)dt che & un elemento di £(B); in particolare vale la

stima: ) )
‘ / Awdt| < / V()| £ dt.
a L(B) a

In modo analogo altre proprieta dell’integrale di funzioni vettoriali passano
all’integrale di funzioni operatoriali lungo le curve del piano complesso.
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1.1.5 Funzioni analitiche operatoriali

Sia K 4 la classe di tutte le funzioni ¢(\) di una variabile complessa che sono
analitiche a tratti su un aperto dello spettro di A. Questo significa che una
funzione ¢ di K 4 ha le seguenti proprieta.

e Il dominio di definizione Dy di ¢(A\) € un numero finito di compo-
nenti connesse aperte, la cui unione contiene lo spettro di A e ogni
componente contiene almeno un punto dello spettro.

e La funzione ¢(\) € olomorfa a tratti, cioé olomorfa in ogni componente
del suo dominio di definizione Dy.

La classe K 4 € un’algebra introducendo in modo naturale le operazioni di
addizione, moltiplicazione e moltiplicazione per scalare.

Mostriamo che esiste un isomorfismo tra tale algebra e una certa algebra
commutativa di operatori, sottoinsieme di £(B). Consideriamo il caso in cui
o(A) sia connesso e sia I una curva chiusa che circonda un aperto Q O o(A).
Sia ¢ una funzione di K4 olomorfa su 2. L’integrale di Dunford relativo a
¢ ¢ la quantita:

1

271

0(4) =~ § GVRA(A)aA

Poiché ¢(A\)Rx(A) & olomorfa in 2, segue dal teorema di Cauchy che tale
integrale non dipende dalla curva I' nella classe delle curve che circondano

Q.

Teorema 1.34. L’integrale di Dunford induce un isomorfismo lineare da
K 4 in un’algebra commutativa di operatori contenuta in £(B), mandando
¢ nell’operatore ¢(A) sopra definito; tale isomorfismo verifica:

1. se ¢(A) =1, allora ¢(A) = I,
2. se ¢()\)

3. se (X)) =Y 07 cp A", doev la serie & assolutamente convergente in €2,
allora ¢p(A) = 02 e, A"

Dimostrazione.
1. Valutiamo la quantita ¢(A)— I, ricordando che ﬁ $ %d/\ = 1, otteniamo:

o(A)—1 = ﬁ (—éRA(A)dA_jiidA> _

= ), allora ¢(A) = A;

1 I
= - Ry(A)+ = ) d\ =
27Ti F( )\( )+A>
1 d\
= —— ¢ NA=ID)'+1] =
5 F[( )]
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Ora usiamo il fatto che A = A\ — A 4+ A: si ottiene

1 d\
A -1 = — p NA-A) +1] ==
6(4) zmi P NA=ADT 1] 3
1 d\
= —— ¢ [-T+AA-N)+1I] -+ =
A d\
= ——— (A=)
211 F( )\)

Scegliamo come I' la circonferenza S, di centro 0 e raggio n, che per n
grande, diciamo n > mng, certamente circonda {): passando alle norme e
ricordando che ||Ry(A)|| = 0 per |A\| = oo, si ottiene

1 1 dX
[o(A) = I|| < [|A]| sup [|(A— AI) 1II]{ L > 1o,
Al=n 2r Js, Al
e quindi ||[¢(A) — I|| = 0.
2. Come sopra, consideriamo ¢(A) — A:
1 A
A)—A=———¢ [ MA-A)"'+ | d\=
o)~ A== § [sa-an 4 5] ax
L (/\I—A+A)(A—)\I)’1+é d\ =
- 2mi Jp A N
1 A L d\
=5 F(—l)d/\—% F[A(A—AI) +I]7.

Il primo integrale & nullo per olomorfia, mentre il secondo & nullo in virtu
del primo punto. Quindi si ha la tesi.

3. La dimostrazione di questo punto necessita della conoscenza del risultato
seguente.

Lemma 1.35. Siano Fj(A) e F>() funzioni operatoriali analitiche a tratti
definite su un aperto ) contenente lo spettro di A, a valori nello spazio
L(B). Allora se I' ¢ una qualunque curva chiusa che circonda €2, si ha

{_;mﬁFl(A)RA(A)dA} {_;mngQ(/\)R/\(A)d)\}} _

- L b BB () R (A)A

21

Dimostrazione.
Siano I'y e I's due curve che circondano 'aperto €2, e supponiamo che I';
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circondi I'y. Dall’equazione del risolvente segue che
1 1
{3 rom@al{-= § rovm@a} -
e r 21 Iy
1
_ L f 74 FL(\) RA(A) R, (A)Fy () dAdp =
T Jry JTs

!
1 j{ ]{ Ry
- Fi(\
471'2 ry JIs ( )

) Py Ay -+

74 f jaxe) Fy () dAdys =
I'y JT'g -
1

_ 2 ()
-1 FlFl()\)R,\(A)ji)\ Md pdA +

L1 { Fl(A)d)\}RN(A)FQ(M)du.

471'2 Ty )\ 1%
Poiché 7
f{ Q(M)du —0 VieTy,
Iy A=K
mentre . P (}\)
1
d\ = F v T
2m]€1/\ 1 1(w) pEL2

il lemma & provato.

Sostituendo ¢1(A)I a Fi(A\) e ¢2(AN)I a Fy()), otteniamo che se ¢p(A) =
¢1(A)d2(A) allora ¢(A) = ¢1(A)p2(A).

Ora torniamo alla dimostrazione del punto 3. Consideriamo le funzioni

B(A) = A" e (A) = A. Allora

P(A) = —1,fA”RAdA = —1‘%@/;(/\)”R,\(A)d/\ =

= (o fewmonn) -

Ora per ipotesi ¢(A) = > 02 ) ¢, A", quindi per linearita e per quanto appena
scritto

P(A) = 2mj<1{ch/\ Ry(A
— [ 5 7{ o) ”RAd)\} chA”

e cio conclude la dimostrazione del teorema 1.34.

E interessante studiare il legame tra lo spettro di un operatore A e quello
dell’operatore ¢(A), dove ¢ & una funzione in K4; a tal fine contribuiscono
i risultati seguenti.
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Teorema 1.36. (della mappa spettrale) Sia A € L(B), sia f € K4 con
f:U — Cove U & un aperto contenente o(A). Allora

Dimostrazione.
Mostriamo 'inclusione C. Sia A € 0(A), e definiamo la funzione

N e
f'(\) se&=A.

Notiamo che g € K 4. Poiché

) = f(§) = (A= €&yg(&)
allora vale
ST = f(A) = (M — A)g(A).

Se per assurdo f(\) non fosse in o(f(A)), allora f(\) apparterrebbe a
p(f(A)), e quindi 'operatore f(A) avrebbe un’inverso G continuo, definito
su B, tale che

1= [f(NI — f(A)IG = (A — A)g(A)C.
Analogamente, dal fatto che
ST = £(A) = g(A)(M - 4)
si avrebbe che
1= GIf(NI ~ (A)] = Gg(A)AI — A) = g(A)GA — 4)

e dunque g(A)G risulterebbe I'inverso di AI — A, il che ¢ assurdo in quanto
Aein o(A).

Proviamo l'inclusione D. Sia p € o(f(A)). Supponiamo che p non sia in
f(o(A)). Consideriamo la funzione

essa appartiene a K4. Infatti f(o(A)) € compatto e u non vi appartiene,
quindi esiste un intorno W di f(o(A)) che non contiene . Dunque h € ben
definita e olomorfa su W.

Ancora una volta da

(f(&) = mh(§) =1

si deduce che

(f(A) = pD)h(A) =T
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e per commutativita delle funzioni in K4

h(A)(f(A) = pl) =1,
dunque p apparterrebbe a p(f(A)), contraddicendo la nostra ipotesi.

Usiamo il risultato appena ottenuto per provare la seguente asserzione.
Lemma 1.37. Se ||e?] < ¢, lo spettro o(A) ¢ nel piano Re) < Ing.

Dimostrazione.
Supponiamo che ||e4|| < ¢. Allora per le proprieta del risolvente e dello
spettro, ogni u in C tale che |u| > ¢ & in p(e?), mentre ogni p in o(e?) &
tale che || < ¢. Per il teorema della mappa spettrale, o(e?) = e, quindi
oleM)={uecC:p=e* rco(A)})
Percid, se A € 0(A), allora e* € e, da cui | < ¢, cioe

|eRe)\+iIm)\‘ — eRe/\ < q

ed infine ReA <lIng.

Con il lemma dimostrato si ¢ data una prima caratterizzazione dello spettro
di un operatore A soddisfacente determinate condizioni. Continuiamo a
indagare sulla natura di questo insieme.

Definizione 1.38. Sia A in £(B). Un insieme o1 C o(A) si dice insieme
spettrale se i due sottoinsiemi o1 e o(A) \ o1 sono chiusi.

Consideriamo un operatore A in £(B) il cui spettro sia della forma
m
G(A) = U Ok(A)v
k=1

ove i 0} (A) sono insiemi spettrali. Poiché o(A) & compatto, lo sono anche i
o (A); dunque esistono degli aperti limitati e disgiunti Gy, tali che 0% (A) C
Gr e G, NG}, = 0 per ogni h # k. Possiamo supporre che G}, sia sostegno
di una curva regolare semplice e chiusa ;. Definiamo allora gli operatori
Py, € L(B) nel modo seguente:

211

1
P, = —/ R.(A)dz, k=1,..m.
Vi
Proposizione 1.39. Nelle ipotesi sopra elencate, valgono le seguenti affer-
mazioni:

1. gli operatori P sono proiezioni, ovvero P,? = Py, PP, = 0 per ogni
h#k% Zzn:lpk =1

2. PLA=AP.perk=1,...,m;
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3. posto By = P(B), si ha B = Bj + ... + By;

4. posto A = PLA, si ha A, € ,C(Bk) e O’(Ak) = O'k(A), R)\(Ak) =
R)(A)|B,; inoltre se A € C\ 01(A) e G}, € un aperto contenente o (A)
con bordo regolare 7, tale che A\ € G, si ha:

Ry(Ag) = —1,/ Ra(A)(\ — 2)~1d=.
Yk

211

Dimostrazione.

1. Sia G}, un aperto contenente G}, disgiunto dagli altri G}, con bordo Vi
allora si ha

_QLm' (=2 Tldz=1 VAeny,
/ A=2)"tdz=0 YA € L.
Vi
Quindi,
2 1 -
BT /% R (4)dz L Re(A)dt =
B : a z— Ldzde =
= (2mi)2 /v’kka [R-(A) — Re(A)](2 — €)™ dzde
_ 1 R -
_(2711‘)2 / Re(4) (/ (z—¢) 1dz> d =
1

Per provare che P, P, = 0 per h # k , basta osservare che

1 1,
o) /%()\—z) dz=0 VA €y

1 _
) / A=2)ldz=0 VA€,
Th

e si conclude procedendo in modo analogo alla prima dimostrazione. Infine
se v € una curva che circonda o(A), possiamo sempre decomporre fv nella

somma [ +..+ [ . incui y; O 0p(A) ed & esterna a 0;(A) per j # k.
Allora

z = —2%, /WRZ(A)xdz = Emj (—217” /% RZ(A)xdz> => P

k=1
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2. Sia x € B. Allora si ha

1 1
PAr = —— | R.(A)Azdz = —,/ AR.(A)xdz = APyx.
27 ), ),
3. Dimostriamo la tesi per induzione su m. Tenuto conto che x = Y"}" | Pyx,
basta provare che la decomposizione € unica. Sem = 2, ese x = Piz+ Pox =
Y1+ y2 con y; € By e yo € By, allora

Pix—y1 =y — Pox

e il primo termine di quest’uguaglianza e in Bj, mentre il secondo € in Bo;
siccome B; N By = {0}, si ha y; = Pix e ys = Pox.

Se vale la tesi per m — 1, considero il caso m: se x =Y ;" | Pex = > " Yk,
con yi € By, allora

m—1

Z(ka_yk) = Ym — I'mT;
k=1

il primo termine & in U;n:_ll By, mentre il secondo ¢ in B,,. Quindi, come nel
caso precedente, 1, = Ppx e Z};’:ll [yr — Prx] = 0; per ipotesi induttiva,
segue che yr = Prx € By, per ogni k < m.

4. Dapprima mostriamo che Ay ¢ in £(B). Notiamo che [|Pllz(p,) <
I Allz(B)l| Pxll2(B)- Osserviamo che quest’ultimo prodotto ¢ maggiorato da
una costante: infatti ||Allzp) ¢ limitata per ipotesi, mentre ||Pklz(p,) <
c-l(yk) < Cper k=1,..,m, in quanto ||R.(A)|zp) < m.

Per provare che oy (A) = o(Ay), basta mostrare le due asserzioni seguenti.

1. (C\O’k(A) - p(Ak), Vk = 1, ceey TS

2. ez p(AR) € p(A).

Infatti dalla prima abbiamo che o(Ay) C ox(A) Vk = 1,...,m; e se esiste
un A in o3(A) \ 0(Ag), allora X € 0j(A) per j # k, e quindi, sempre per
la prima asserzione, A ¢ o(4;) Vj = 1,...,m. Ma allora A € /L, p(4;) e
quindi A € p(A) per la seconda affermazione; ma questo ¢ assurdo perché
A € 0;(A) Co(A). Da qui si conclude che o(A) = o(Ag).

Ora, pero, dobbiamo dimostrare i due punti precedenti.

Sia A € C\ o (A). Posto

_ 1 -1
B =5 / R(A)(z 0
si ha
(A=) — —1,/ [A— 2T+ (2 = IR (A) (2 = \)ldz =
211 -
- L (z—X\)"'d ~ L R.(A)dz = P,
T o ), o ), T
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e similmente

F(A\)(A = AI) = P
Dunque, A € p(Ax) e Fr.(\)|p, = [(A — AI)|p,]~! e quindi il primo punto &
dimostrato.
Ora, sia A € [, p(Ax). Allora si ha A € p(A) e Ry(A) = > ;- Ra(Ag),
poiché

m

(A=A Fi()

Il
(]
—
|
\H
T
ES
|
N
~
+
~
|
>
M~
3
W
=
—~
)
|
R
|
_
ISH
Q
H/_/
Il
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k=1
_ i (—1,/ (2= N)"ldz — 1,/ RZ(A)dz> _ ipk -1
o\ 2Ty, 2mi Sy, —

Analgamente, Yt Fi(A\)(A — M) = 1.
Concludiamo cosi la dimostrazione della proposizione 1.39.

Le proiezioni Py si dicono proiezioni spettrali. Nel seguito si prendera in
considerazione un operatore A in £(B), il cui spettro non interseca ’asse
immaginario ed & quindi costituito da due parti, o4 (A) e o_(A) che giacciono
nella parte sinistra e destra del piano complesso: si avranno dunque due
proiezioni spettrali Py, relativa a o1 (A), e P_, relativa a 0_(A).

1.1.6 Esponenziale di un operatore

Nella teoria delle equazioni differenziali ha un importante ruolo la funzione
esponenziale e di un operatore A € £(B), che ¢ definita dalle due relazioni
equivalenti

1
eMt=—— ¢ MA-A)ld),
271 I
+
eAt _ oo Ak)tk’
k!
k=0

Dalla moltiplicativita della corrispondenza ¢(\) <> ¢(A) segue che gli ope-
ratori e formano un gruppo ad un parametro:

{ eAteAT — A(t+T) V71,t € R,
€At|t:0 =1

Notiamo che generalmente et 8 # e4eB. L’uguaglianza vale solo se AB =
BA. Inoltre, vale

d At _ At .
i = Ae™" in L(B).
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Lo si vede usando la definizione di derivata come limite del rapporto incre-
mentale:

d At+Ah At At JAh At Ah __ T

— et = lim € = lim € ¢ c - et lim €

dt h—0 h—0 h h—0 h
AL I+ Ah+O(h?) — 1 _ Aty

Nel penultimo passaggio abbiamo usato la serie esponenziale per sviluppare
in potenze dell’incremento h. Osserviamo che A commuta con e perché A
commuta con A", quindi con ogni addendo della serie esponenziale, e poiché
la moltiplicazione di operatori € un’operazione continua, la relazione passa
al limite. Non e difficile ottenere la stima:

1 A*

Ay 1t ape
el §27k, —e vt € R.
k=0 ’

1.1.7 Stima della crescita della funzione esponenziale

La funzione esponenziale ha importanti proprieta utili nello studio del com-
portamento delle soluzioni di equazioni differenziali; ne consideriamo alcune
qui di seguito.
Sia ¢ : [0, co[— R una funzione positiva. Chiamiamo esponente di Lyapunov
di ¢ la quantita:

n ¢(t)

1
k = lim sup ,
t—+00 t

se questa ¢ finita.

Proposizione 1.40. Sia ¢ : [0, co[— R una funzione positiva, e supponiamo
che ¢ abbia esponente di Lyapunov k. Allora

k=inf{peR: 3N, >0: ¢(t) < N,e” Vvt > 0}.

Dimostrazione.
Sia H={p€eR: 3N, >0: ¢(t) < N,e’ Vt > 0}; & evidente che H & una
semiretta illimitata a destra. Sia h = inf H; dobbiamo mostrare che k = h.
Per la prima proprieta del massimo limite, per ogni € > 0 esiste 7. per cui

si ha
In 6(2)
t

<k+e Vit > ..

Dunque
o(t) > e* Tt v >,

D’altronde ¢ & limitata in [0, 7]: ad esempio, ¢(t) < Nppq ePTD7. Percio
esiste una costante positiva M. tale che

o(t) < M, vt € [0, 7).
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Dunque
B(t) < (1V M)e* It v >0,

e cio mostra che h < k + €. Poiché € e arbitrario, si ha h < k.
Ora, se fosse h < k, esisterebbe § > 0 tale che h < k — ¢ < k, e dunque

P(t) < Ny_ge*=0t vt > 0;

d’altra parte, scelto € €]0,d], per la seconda proprieta del massimo limite

esisterebbe {t¢,,} CJ]0, 0o[, tale che t,, — cc e % > k—e> k—4, per ogni
n € N; dunque per t = t;
Ni_s e(k_é)t" > qb(tn) > e(k_e)t", Vn € N,

e questo equivale a dire che
e0=6)tn < Ni_s Vn € N.
Ma questo ¢ assurdo perché 6 —e > 0 e t,, — oco. Quindi h = k.

Proposizione 1.41. Sia ¢ : [0,00]— R una funzione positiva e supponiamo
che ¢ abbia esponente di Lyapunov stretto k. Allora

k=sup{n €R: 3, >0: ¢(t) > Vt > 1}

Dimostrazione.
Sia H={neR: 37, >0: o) >e" Vt > 7,}; ¢ evidente che H ¢ una
semiretta illimitata a sinistra. Sia h = sup H. Dobbiamo provare che k = h.
Per definizione di limite, per ogni € positivo esiste 7. tale che

k—e<h1¢;(t)<k:+e Vit > te,

quindi
ekt < () < e*FIt yp > ¢
Ne segue che:
1. k—e€ H,dacui k— e < h, per ogni € > 0, e dunque k < h;
2. k+e¢ H,dacui h <k+e¢, per ogni € >0, e dunque h < k.
Ne segue la tesi.

Teorema 1.42. Per ogni A € £(B) la funzione ||e4?|| ha un esponente di
Lyapunov stretto k, dato da

In [|e’]

k= lim

t——+00

= max{Re\| A € 0(A4)}.
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Dimostrazione.
Poniamo ¢(t) = ||e4?||. Chiaramente, ¢(t + s) < ¢(t)¢(s), cioe

Ing(t+s) <lne(t) + Ing(s).

Per ogni € > 0 esiste un h, tale che

moh) i, sup ™ (1)
h t—+o00 t

+e  Vh>he (1.2)

Per ogni ¢ > 0 esiste un intero n > 0 tale che t = nh +r, ove 0 < r < h.

Allora
In ¢(t) < nin¢(h) + In¢(r) < nlng(h) +c

t nh+r - nh+r
ove ¢ = maxo<,<p ¢(r), e quindi

I

sy 100) _ o(h)
t——+o0 t h

Dalla stima (1.2) concludiamo che il limite

k= lim In 6(t)

t—+o0 t

esiste.

Adesso proviamo che k& = max{Re(\) : A € o(A)}. Per provare la tesi, no-
tiamo che essa € equivalente alla seguente asserzione: affinché ad un numero
reale p corrisponda un numero positivo IV, tale che

e < N, et Vt >0,

¢ necessario che ReX < p per ogni A € 0(A) ed ¢ sufficiente che Re < p per
ogni A € o(A).

Supponiamo infatti che sia soddisfatta ipotesi di tale asserzione (e lo e
nel nostro caso avendo mostrato 1’esistenza di un esponente di Lyapunov
stretto). Allora per il lemma 1.37 lo spettro o(At) (che coincide con to(A))
¢ nel semipiano ReA < In N, + pt. Percio per ogni t > 0 lo spettro o(A) &

nel semipiano
In N,

t
Per 'arbitrarieta di ¢ > 0 questo implica la prima parte dell’asserzione. Per

Re) < + p.

provare la seconda parte scriviamo e nella forma
1
eMt=—— ¢ MA- ATl
2mi Jr,

assumendo che la curva I'4 sia completamente contenuta nel semipiano
ReX < p. Allora

r
(27:‘) max || Ry(A)]le”".

AeT 4

1
A< - — At A)llaA| <
I < 5z AN <
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Posto N, = e(;f) maxycr, |[RA(A)||, otteniamo la seconda parte dell’asser-

zione. Il teorema & cosi provato.

Applicando all’operatore —A l'uguaglianza stabilita nel teorema appena
visto, otteniamo

In f|e]

lim

dim = min{ReA| A € 0(A)}.
Corollario 1.43. Sia A € £(B). Posto
no = min{ReA| A € o(A)}, wp = max{ReA| A € 0(A)},
per ogni € > 0 esistono N, M, > 0 tali che
M, e~ MFIt < ||t < N, e0tIt  yg > .

Dimostrazione.
Per il teorema 1.42, wg ¢ esponente di Lyapunov stretto per ||e4?||; dunque,
per definizione di limite, fissato € > 0 esiste 7. > 0 tale che

HeAt” < 6(wo+e)t Vit > T

D’altra parte la funzione e~ (“0+9||e4?|| & continua in [0, 7.] e dunque limi-
tata: percio esiste N, > 1 tale che

led] < Ne@otat  vi e [0, 7).

la stessa relazione vale dunque per ogni ¢ > 0.
Similmente, 79 & esponente di Lyapunov stretto per [le(~4?||; dunque, dato
€ > 0, esiste 7. > 0 tale che

”efAtH < e(mo+e)t Vi > 7.,
e un analogo ragonamento prove che esiste P, > 1 tale che
e~ 4| < P.elm+at i >,

Dato che 1 = |leAte=4t|| < [|e4?] - le=4|, si deduce

1 > i e~ (mo+e)t vt >0,

At
>
= e =

e dunque la tesi segue con M, = 1/P..

Corollario 1.44. Se |le!|| < ¢ per ogni t € R, lo spettro o(A) & contenuto
nell’asse immaginario.
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Osservazione 1.45. Il viceversa di tale corollario & falso: Sia A : C2 — C2,
con
0 1
A= ;
ool

1 ¢
At _
“=[o 1]

e dunque [[e]| > V1 + 2 e le™| > V142, ma o(A4) = {0}.

allora si ha
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Capitolo 2

L’equazione omogenea

2.1 Considerazioni generali

Consideriamo ’equazione differenziale del primo ordine

B vy f),  teR, (2.1)
dt

in uno spazio di Banach B, con un operatore costante A € L(B) e una
funzione vettoriale f(t), che supponiamo continua; in realtad comunque i
risultati che otterremo saranno validi per una classe piu ampia di funzioni.
Dapprima prendiamo in esame I’equazione omogenea

dx
— = Az, t e R. 2.2
o (2.2)
La soluzione del problema di Cauchy per questa equazione con condizione
iniziale

:L’(to) = X0
si ottiene immediatamente usando la funzione esponenziale e, Infatti, per
quanto visto, la funzione vettoriale

z(t) = eAt10) g

ha derivata continua ed ¢ soluzione dell’equazione omogenea. Inoltre, questa
soluzione ¢ unica. Infatti, poiché A & un operatore lineare, per verificare
I'unicita basta mostrare che partendo dalla condizione iniziale x(tg) = 0 si
ottiene z(t) = 0 per ogni t € R.
In effetti, dall’equazione omogenea, integrando tra t e ty abbiamo
t
z(t) = [ Az(s)ds,

to
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per cui

oo =

t
Azx(s)ds
to

t
S/t [Al sup |[z(s)llds < S[|A]l sup [lz(s)]
0

[s—to|<d [s—to|<d

per ogni t tale che |t — o] < 0.
Passando all’estremo superiore, si ha

sup [Jz(t)[| < oAl sup [lz(s)]
[t—to|<d [t—to|<d

e se ipotizziamo che 0||A|| sia minore di 1, dalla disuguaglianza appena
scritta otteniamo che x(t) = 0 per ogni t nell'intervallo [t — to,t + to].
Reiterando tale procedimento, con un numero finito di passi si dimostra che
x(t) = 0 nell'intervallo [t — ntg, t + ntp] e poiché n & arbitrario otteniamo la
tesi sull’intera retta reale.

Nel caso non omogeneo, applicando il metodo della variazione delle costanti,
cerchiamo una soluzione del problema di Cauchy del tipo

z(t) = eAtt0)y (1),
Sostituendo nell’equazione (2.1), si trova

A1)y (1) = £(1),
da cui otteniamo

t
y(t) = xo —l—/ e*A(S*tO)f(s)ds,
to

e, infine,
¢

z(t) = eAtt0) g —I—/ e A=) £(5)ds.

to
Tale espressione e chiaramente una funzione differenziabile. L’unicita della
soluzione di quest’ultimo problema di Cauchy segue dall’'unicita di quello
con equazione omogenea.

2.2 Comportamento all’infinito

Il comportamento all’infinito delle soluzioni dei problemi di Cauchy visto
pocanzi & strettamente legato alla conformazione dello spettro di A. Distin-
guiamo principalmente tre casi.

Supponiamo che lo spettro sia nella parte interna della meta sinistra del
piano, ossia o(A) C {\ € C : Re(\) < 0}. Allora esistono N e v positive
tali che ||eAtH£(B) < Ne ! per ogni t > 0.

Quindi, per ogni xg € B, la soluzione del problema

{ 2/ (t) = Az(t), t>0,
l‘(to) = X,
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vale a dire la funzione z(t) = eA(t_tO):no, decade esponenzialmente. Infatti,
lz(t)|p < Ne ") ||zl p - VE>0.

Viceversa, se esistono N, v positive tali che per ogni xp in B e per ogni
soluzione z(t) dell’equzione (2.2) vale

lz(t)llp < Ne =) |lzo|lp ¥Vt > to,
allora
etz p < Ne7" =) ||agllp - Vao € B, Vit > to,

da cui
el zpy) < Ne™™® Vs >0,

e, per il teorema 1.42, si conclude che
g(A) C{AeC:ReA < —v} C{A e C:ReX <0}.

Ora passiamo al caso in cui 0(A4) = 04 (A) Uo_(A), supponendo entrambi
non vuoti. Ricordiamo che 04 (A) = {A € C: ReX > 0} e 0_(A4) = {\ €
C : ReX < 0}. Allora esistono le proiezioni spettrali Py e P_ su By e B_,
che sono sottospazi chiusi di B, invarianti per A, tali che B = By @ B_;
gli spazi (B_,||P- - ||B) e (B4, ||Py+ - ||B) sono spazi di Banach inclusi con
continuita in B.

Allora la soluzione di (2.2) si decompone come

z(t) = eA0) gy = At p g 4 A P g

Siccome AP_ = P_A € L(B_) e 0(AP_) = 0_(A), esistono N, v positivi
tali che

lz(t)llp. = [[P-e* a5 =
At P_gg|p. < Ne ") ||zollp_ Yt > to.
Invece, 04 (A) = 0(APy) = —0(—AP;) = —o(—P1+A); quindi (—A)P; ha
spettro contenuto in {\ € C : Re\ < 0} e dunque esistono M e p positivi
tali che

le™Pyaollp, = [|Pre” Y aollp < Me ™ |lwollp, V>0,

Poiché, dalla decomposizione di z(t), abbiamo Pyzo = e At P, a(t),
ricaviamo

lzoll 5, = | Praollp < e Pra(t)llp < Me#™0||z(t)| 5, Vit 2 to,
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e dunque
1 u(t—to)
le@®lls, > 77 aolls, V> 1o,

Percio se Pyxg # 0 la soluzione x(t) ha una parte P_z(t) infinitesima e una
parte Pyx(t) che diverge. Quindi

I1Pa(t)|s = [ P-z(t)] B =

1
> Me“(tftO)HPMollB — Ne "0 || P[5

(@)l

v

tende a 400 per t — 400.
Infine affrontiamo il caso in cui o(A) C iR. L'esponenziale e pud non
essere limitato, come mostrato nel controesempio al corollario 1.44, dove si

aveva B=C2 e
101 a |1t
a=[oo] =loi]

con o(A) = {0} e ||eAt||£(Cz) > V1412 e ||e_AtH£((Cz) > V1+t2 In

particolare, scelto zp = (0, 1), si ha

ey = (t,1), et 2| = V1412 — +o0 per ¢ — o0,

mentre con zg = (1,0) risulta etdzy = o per ogni t € R.

Al contrario, se ||e?|| < C per ogni t € R allora tutte le soluzioni dell’equa-
zione omogenea sono limitate in R ed il corollario 1.44 ci assicura che siamo
nel caso o(A) C iR.

2.3 Limitatezza delle soluzioni

Cerchiamo ora condizioni sotto le quali le soluzioni dell’equazione omogenea
(2.2) sono limitate sull’asse reale. Poiché le soluzioni di questa equazione
sono date da z(t) = ez, ove 29 = 2(0), affinché le soluzioni siano limitate
basta che

leAt o]l < cap vVt € R,

dove la costante c,, dipende solo da z¢. Allora l'insieme degli operatori eAt,

per t € R, e limitato per ogni elemento xy € B. Per il principio di uniforme
limitatezza (teorema 1.17), questi operatori sono uniformemente limitati:

led| <e¢  VteR.

L’ultima affermazione, come mostra il corollario 1.44, implica che lo spettro
di A & contenuto nell’asse immaginario. Pero questa condizione, come sap-
piamo, € soltanto necessaria.
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2.4 Equazioni del secondo ordine
Passiamo ora ad analizzare 1’equazione del secondo ordine
'+ Ty =0, teR, (2.3)

dove T' € £(B) & un operatore non nullo.

Lo studio di questa equazione si puo ricondurre a quello di un’equazione
del primo ordine nello spazio B2 = B x B, i cui elementi sono della forma
r = (71,22), 1,72 € B, e la cui norma & data da ||z|3 = |lz1]|? + |22
Ponendo y = z1 e ¥ = x9, equazione si trasforma nel sistema

Ty =z
/
Ty = —T11

x = Ax,

ovvero nell’equazione in B?

dove l'operatore A € £(B?) ¢ definito in forma matriciale da

0 1
ST
Le potenze di A sono date da

Tk 0
2k _ [ _1\k .

o T*
AP = (_1)k [ _Tk+1 ] .

La funzione operatoriale e? che definisce le soluzioni dell’equazione & della

forma

ZtnAn _Z)t%A +Z (2h+1 e

da cui
00 ke 2Kk 00 (_1)kg2kLTh
e 2 (Qk)! 4 2k+1
e <>: o0 ke 2k+1k "= ke 2kl
A S C s (—)kFT
I I
AR GV ) PR G] y

Le serie sopra scritte ricordano gli sviluppi in serie delle funzioni scalari

(—1)kak cos/z sex >0
(2K)! ]| cosh Vx| sex <0,
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sin \/z

sex >0
s | v
k=0 (2 +1)! sinh y/jz| se z < 0.
V|
Poniamo allora per definizione
+oo k 42k +oo k42k+1
Tt TFt
Cr(t) =) (-1)F . Srt) =) (—1)F———.
(1) kZ:O< S aw r() ,;_0( N

In questa notazione,

eAt:( Cr(t) ST(t)>
=T Sp(t) Cr(t) )

Quindi I'espressione x(t) = eAlxg, dove 29 = (o, 5), ci di una rappresen-

tazione della soluzione relativa alle condizioni iniziali

y(0) =vo, ¥ (0) =y,

nella forma
y(t) = Cr(t)yo + St(t)yp-

Con una semplice sostituzione si verifica che la funzione appena scritta sod-
disfa ’equazione (2.3) con le condizioni iniziali poste; percio la limitatezza
di ogni soluzione per t € R e equivalente alla limitatezza delle funzioni ope-
ratoriali Cr(t) e St(t).

Dimostriamo che in realta basta avere la limitatezza della funzione operato-
riale S7(t) in R. Infatti, supposto cio, analizziamo la funzione

z(t) = Sr(t)yo :
si verifica facilmente che le sue derivate sono
Z'(t) = Cr(t)yo, 2'(t) = =T Sp(t)yo = —T=(t).

Per ipotesi, per ogni yo € B fissato, la funzione z(t), e quindi anche 2”(t) =
—Tz(t), & limitata. Proviamo che anche 2/(¢) & limitata: cosl possiamo con-
cludere che l'insieme degli operatori Cr(t), t € R, ¢ puntualmente limitato
in ogni yo € B, e quindi (in base al principio di uniforme limitatezza) &
limitato in norma. Poniamo

ft) =2"(t) = =(t).

La funzione f ¢ limitata sull’asse reale, come le funzioni z e z”. L’espressione
appena scritta ¢ un’equazione differenziale la cui soluzione, limitata sull’asse
reale,

2(t) = _% /too e " f(s)ds — % /t e =) f(s)ds = ;/Jroo e 15l f (s)ds.
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Come si vede dalla prima espressione di z(t), essa risulta differenziabile in ¢
e si verifica direttamente che

sup [|2'(t)]] < sup || f(2)]| < +o0.

Si puo cosi concludere che la limitatezza sull’asse reale di ogni soluzione
dell’equazione al secondo ordine si riconduce alla limitatezza della funzione
operatoriale St (t).
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Capitolo 3

L’equazione non omogenea

3.1 Soluzioni limitate

Dopo aver analizzato il caso omogeneo, viene spontaneo chiedersi se ci so-
no condizioni che permettano di avere soluzioni limitate anche nel caso non
omogeneo. A tal fine introduciamo delle funzioni particolari funzioni, dette
funzioni di Green.

3.1.1 Funzioni di Green

Sia data ’equazione differenziale non omogenea
2/ (t) = Az(t) + f(t), t € R, (3.1)

con f funzione continua. Supponiamo che lo spettro dell’operatore A si
decomponga in due insiemi spettrali: o(A) = 01(A) Uo2(A). Siano B; e Bs
i due sottospazi invarianti di A corrispondenti a questi insiemi e P; e P, le
rispettive proiezioni spettrali.

Ricordiamo che )
P, =—— Ryd), k=1,2.
27 Jp,

A questo punto definiamo la funzione operatoriale di Green

1
eAtPl = —,7{ e’\tR)\d)\ set >0,
271 r
G(1) = 1
—eAtPg = —_ja{ e’\tRAd)\ set <O.
271 Ty

Per saperne di piu, si elencano qui di seguito le sue proprieta.

1. Quando t # 0, G(t) e differenziabile con continuita e soddisfa ’equa-
zione omogenea

G'(t) = AG(t), teR,
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e questo segue direttamente dal modo in cui ¢ stata definita.

2. La funzione G(t) presenta una discontinuita nell’origine, con “salto”
pari all’operatore identita: infatti

G(+0) = Py, G(—0) = —P,,

e quindi
G(—i—O) — G(—O) =P +Ph=1I

3. La funzione vettoriale

b
x(t) = / G(t —s)f(s)ds, t € la,b],

soddisfa ’equazione (3.1) nell’intervallo [a, b]; infatti, scrivendo

b t
x(t) :/t G(t—s)f(s)ds—i—/ G(t—s)f(s)ds

e derivando, si ottiene
b
2(t) = —G(=0) () + /t G/(t — 5)f(s)ds+
+G(+0) f(t) + /t G'(t—s)f(s)ds =
b
- / AG(t — 5)f(s)ds + [G(+0) — G(—0)]f() = Az + f(2).

D’ora in poi supponiamo che lo spettro di A non intersechi ’asse imma-
ginario, in particolare che 0(A) = 04(A) Uo_(A). La funzione di Green

e:
{ AP set>0

Ga(t) =
) —eMP, set <0,

ed & chiamata funzione principale di Green.

Osserviamo che non € necessario assumere che entrambi gli insiemi spettrali
siano non vuoti; infatti si puo avere Py = I ¢ P_ = 0 quando 0(A) = 04 (A)
e P =0, P = I quando o(A) = 0_(A). Poiché lo spettro di A non
interseca ’asse immaginario, esistono v > 0 e N > 0 per cui

1G] < Nem"It, (3.2)

Cid ¢ chiaro se t > 0, poiché ||eA*P_|| decade esponenzialmente; per ¢ < 0
invece basta osservare che ||eAtP, || = |[e A P, || decade esponenzialmente,
in quanto Py proietta sulla parte dello spettro di —A che ha parte reale
negativa.
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3.1.2 Soluzioni limitate in R

La funzione principale di Green gioca un ruolo importante nel determinare
condizioni di esistenza delle soluzioni dell’equazione (3.1) che sono limitate
sull’asse reale.

vale infatti il seguente enunciato.

Teorema 3.1. Per ogni funzione f : R — B continua e limitata esiste una
e una sola soluzione dell’equazione (3.1) limitata su R se e solo se lo spettro
di A non interseca I’asse immaginario. In tal caso, questa soluzione ¢ data

da
+o0

x(t) = Ga(t —s)f(s)ds, (3.3)

—00

dove G 4(t) ¢ la funzione principale di Green.

Dimostrazione.
Supponiamo che esista un’unica soluzione limitata per ogni f continua e
limitata. Scegliamo f(t) = y, dove y € B ¢ un vettore costante, e sia x(t)
l'unica (per ipotesi) soluzione dell’equazione

o' (t) = Az(t) +y, t €R.

11 vettore z(t + 7) € anch’esso soluzione dell’equazione per ogni 7 € R; per
unicita si ha z(t + 7) = z(t) e quindi z(¢) = x costante. Cio implica che
Ax = —y. Dall’arbitrarieta di y segue che I'operatore lineare continuo A
¢ una bigezione su B; dunque, dal teorema dell’applicazione aperta, esiste
'inversa continua A~!, cioe A = 0 & un punto regolare di A.

Sia ora pi un numero immaginario puro. Consideriamo ’equazione

o' (t) = Ax(t) + yel™, teR,
che per ipotesi ha soluzione unica x(t). Posto £(t) = x(t)e %, si ottiene
Et) =2 (t)e P —x(t)pi e Pt = Ax(t)e P 4 ye P — x(t)pie P,
per cui £ risolve ’equazione
g(t) = (A—pil)&(t) +y.

Come si ¢ visto, questa equazione ha soluzione unica, data da £(t) = £ co-
stante, con (A — pi)§ = y. Quindi, ripercorrendo il ragionamento appena
fatto, si dimostra che A — pi ha un inverso continuo, cioé pi &€ un punto
regolare e quindi pi & o(A).

Viceversa, se 0(A) non interseca ’asse immaginario, vale la stima del prece-
dente paragrafo [|G 4(t)|| < Ne "I, La funzione z(t) = [72° Ga(t—s)f(s)ds
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soddisfa I'equazione (3.1) grazie alla terza proprieta della funzione di Green
e si ha

+o00 +oo
le@l < / 1Gat - )[IF(s)]lds < N / &= () 1 ds
< 2 s e

UV —oco<t<+oo

Resta da provare l'unicita della soluzione limitata. A tal fine ¢ sufficiente
verificare che per I'equazione omogenea (2.2) 'unica soluzione limitata su R
¢ quella banale. Supponiamo che una tale soluzione z(t) = eAlzy esista. Se
A_=P_Ae Ay = P, A, allora possiamo scrivere

z(t) = et P_zg + e P,

Poiché lo spettro dell’operatore A_, in B_, & I'insieme o_(A) che ¢ all’interno
della meta sinistra del piano, il primo termine, e quindi anche il secondo
(dato che x(t) e limitata per ipotesi), & limitato per ¢ > 0:

le?+* Py < .

Ora, considerando che lo spettro dell’operatore A, in B, ¢ 'insieme o (A)
che (se non vuoto) ¢ nella meta destra del piano, si ha:

|Peaoll = et Prag)|| = e A+ Py (e Prag)|| < Ne™™e (¢ > 0).

per Varbitrarieta di ¢t > 0, si ricava Prxg = 0.
Analogamente si dimostra che P_xg = 0.

3.1.3 Soluzioni limitate su una semiretta

Ipotizziamo che lo spettro di A non intersechi l’asse immaginario e che
0(A) = 0_(A) U o4 (A); allora, come mostra il teorema seguente, & pos-
sibile descrivere completamente le soluzioni dell’equazione (3.1) che sono
limitate su una semiretta [tg, +00).

Teorema 3.2. Supponiamo che lo spettro di A non intersechi I’asse im-
maginario e che f : [tp,+0o0) — B sia una funzione continua e limitata.
Per ogni elemento =, € B_ vi & un’unica soluzione z dell’equazione (3.1)
che ¢ limitata su [tg, +00) e soddisfa la condizione P_x(ty) = x(0)~. Tale
soluzione e data da:

—+o00

x(t) = eA(t_to)xg + Ga(t —s)f(s)ds.
to

42



Dimostrazione. L’equazione (3.1) ¢ equivalente al sistema di due
equazioni indipendenti

{ ol (1) = Ayai(t) + f+(1)

= to,
2 (t)=A_z_(t)+ f-(1),

dove si ¢ posto 4 = Pz, f+ = PLf, A+ = PLA. La prima equazione ¢ a
valori nel sottospazio By = P, B, e la seconda nel sottospazio B_ = P_B.
Lo spettro di Ay & l'insieme o4 (A) che & contenuto nella parte destra del
piano, mentre quello di A_ ¢ l'insieme o_(A) che ¢ contenuto nella parte
sinistra.

La seconda equazione, accoppiata con la condizione iniziale z_(ty) = z
costituisce il problema di Cauchy in B_

{ () =A_z_(t)+ f_(¢), t > to,

337(750) = xaa

che ha 'unica soluzione
t
e (t) = et-ttp g +/ A9 f (5)ds =
£ (3.4)
= AP g —|—/ A= p_f(s)ds.

to
La prima equazione puo avere al piti una soluzione che e limitata per t >
to, perché la corrispondente equazione omogenea non ha alcuna soluzione
limitata non banale. Si verifica immediatamente che una soluzione, dunque
I'unica, e

+o0 +oo
x4 (t) = —/t A=) £ (5)ds = —/ A=) P, f(s)ds.

t

Unendo le due soluzioni ottenute si ha I’espressione richiesta.

Osservazione 3.3. Ogni soluzione limitata su [tg, +00) ¢ unicamente de-
terminata dall’elemento x, = P_z(tp). Notiamo che tutte queste traiettorie
si avvicinano indefinitamente tra loro al tendere di ¢ all’infinito. Infatti per
ogni coppia di traiettorie, z1(t) e x2(t), vale

[z2(t) — 21 (1) e P_[w(to) — a1 (to)]]| <

<
< Ne 71| zy(tg) — 21 (to)]|.

In particolare, se f e limitata su R tutte queste traiettorie per ¢ — +oo
approssimano 'unica traiettoria limitata sull’intero asse reale. Cio si verifica
confrontando per ¢ > ¢y la soluzione z_, data da (3.4), con la soluzione =z,
data da (3.3).
Infatti

lim [|z_(t) — z(t)|| = 0.

t—o00
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Se in particolare 'insieme o_(A) & vuoto, ossia 0(A) = 04 (A), allora esiste
una sola traiettoria che e limitata su [t, +00) e quindi z; = 0.
Un’analoga situazione si ha per le traiettorie che sono limitate su (—oo, o).

Esse sono
to

x(t) = eA(tftO)d)' + Ga(t—s)f(s)ds.

—0o0

3.2 Soluzioni periodiche
Dopo I'analisi dei casi precedenti, consideriamo ora I’equazione
2/ (t) = Az(t) + f(t), teR, (3.5)
assumendo che f(t) sia una funzione continua e periodica, ossia:
fe+1T)=f(t) vVt e R.

Richiamiamo alcune conoscenze relative alle funzioni periodiche, che ci sa-
ranno utili a dare condizioni per l'esistenza di soluzioni periodiche e a tro-
varle.

Consideriamo lo sviluppo in serie di Fourier di f:

“+o00

f~ Y et T, teoT].

k=—00

Cerchiamo una soluzione periodica e con uno sviluppo in serie di Fourier
della forma

+00
k=—oc0
Sostituendo formalmente i due sviluppi in serie nell’equazione (3.5) e ugua-

gliando i coefficienti di e” 7, otteniamo il sistema di equazioni

2kmi
<A— ;ZI) xr = —fi.

Supponiamo dapprima che sia soddisfatta la condizione

2k
T

€ p(A) Vk e Z, (3.6)
cioe che tali punti dell’asse immaginario non appartengano allo spettro di

A. Questo implica
A 2km'j_ _1f
Tp = — —
k T ks
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cosicché

Sostituendo le espressioni dei coefficienti di Fourier

_ kmis

szé/:f(s)e #ds

otteniamo la relazione

x(t):_;/OT +ZO° <A_21;m'

k=—o00

-1 2t T
I) e = [ ra-s)ss)s

dove

+o0 . -1
1 Qk T
Tr(t) = —— (A - ;%) 2

Se sottraiamo da entrambi i lati dell’'uguaglianza la funzione T-periodica
1 kit 1 t
) =— - I=(=-—=|1 0<t<T
x(t) 2mk§0ke ! (2 T) : se<d

otteniamo la rappresentazione

1 [ 2kmi -1 T 2kmit 1
Tp(t) = X(t)I—TZ (A— 0 I> e A L=
k0
1 [ T 2kmi il 1
= X(t)[—i-fz —2]{7”.—<A— T I> ]e T _TA =
k0
1 T ki \ Y ke 1
= ) — = Al A- I A=
RO D IY Frer < T > ]e T
k#0 L
1 1 okmit [ 2k -1
= I—-=A1+4 = I—-A )
MO = AT+ A) et ( T )

k0

Notiamo che per k sufficientemente grande in valore assoluto, vale

[Camny

Percio la serie presente nell’espressione di I'p(t) converge assolutamente e
uniformemente, e quindi la sua somma & una funzione periodica continua.
Dunque la funzione operatoriale I'r(t) € ben definita per ogni ¢ € R. Questa
funzione prende il nome di funzione T'-periodica di Green. Essa ha le seguenti
proprieta:

C
<.
||
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1. ¢ una funzione periodica: I'r(t +T') = I'p(t);

2. e continua nella norma operatoriale per ogni ¢t € R ad eccezione dei
punti t = Tk, k € Z, dove I'p(+kT) — T'r(—kT) = I,

3. nei punti dove e continua essa e derivabile in norma e soddisfa 1’equa-
zione differenziale
Iho(t) = ATr ().

Dimostriamo quest’ultima proprieta. Abbiamo

1 t 1
Ip(t) = (2 — T) I— fA—1 +AY
E#£0

2kme -1 i
<A — ];Zm[> e%

I A 2ki b s
F/T(t):_f—i_f < ];ZTZI—A> 6%.
k#0

Mostriamo che I'.(t) & ben definita e quindi che la serie che compare nella
sua espressione ¢ convergente. Osserviamo che

kil -1 ki -7 T
—A — I—A) - I I=
< T > < T ) ki’ | 2k

1
2k

e quindi

ki -1 (2kmip — AT T
= I—A -~ =
< T > 2kmi * 2kmi
2kmi -
_ TCEFI-4) 1A+ T,
2kmi 2kmi’

ed il primo termine di questa espressione si comporta come k%, con c costante
opportuna. Per concludere che I'/(t) € ben definita, richiamiamo un teorema
di analisi relativo alla convergenza delle serie trigonometriche:

Teorema 3.4. Se a,, ¢ una successione reale, decrescente e infinitesima, al-
lora le serie Y ay, cosnz e Y ap sin nx convergono puntualmente in [—m, 0)U
(0, 7] (la seconda anche in 0) e uniformemente in [—7, —d] U [d, 7] per ogni
d € (0,m).

Decomponiamo allora la serie in due parti:

kit 2%kmi \ !
T [A— I =
> (a-270)

k40
_ N
=S (a2 g
s i

2kmit T
I I.
] + Z . 2kmi

k40
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Entrambe queste serie, considerando la stima precedente e il teorema 3.4,
convergono in norma. D’altra parte,

AR 2UeriI\ "' 2kmi

I A kil \ 1 kit
k40

e la tesi & cosi verificata.

Le proprieta elencate determinano unicamente la funzione I'p(t); poiché
una soluzione continua dell’equazione del punto 3 & della forma e4tC, con
C operatore costante, si vede facilmente che deve essere

Dp(t) = eI —eA)™t 0<t<T.

D’altronde I'operatore (I—eAT)~! esiste; infatti se cosi non fosse dal teorema
della mappa spettrale lo spettro o(A) conterrebbe almeno uno dei punti @
Resta da estendere 'espressione periodica a tutta la retta reale. Usando la

funzione periodica di Green, abbiamo il seguente risultato.

Teorema 3.5. Se lo spettro o(A) non contiene i punti 2’;3”, k1Z, per ogni

f continua e T-periodica I'equazione (3.5) ha una e una sola soluzione 7T-
periodica x. Tale soluzione é:

T
o(t) = /0 Dot — 5)f(s)ds. (3.7)

Dimostrazione.
Iniziamo con l'osservare che I'integrale (3.7) esiste in quanto l'integrando &
continuo a tratti. La periodicita di I'r implica anche quella di x. Riscriviamo
x(t) come

t T
y:(t):/o FT(t—s)f(s)ds+/t Tt — 8)f(s)ds.

Derivando rispetto a t, abbiamo

t T
(1) = /0 ATp(t — $)f(s)ds + /t ATp(t — $)f(s)ds

+[7(+0) = Tr(=0)]f(t) = Ax(t) + f(¢).

La soluzione ¢ unica in quanto, sotto le ipotesi del teorema, ’equazione omo-
genea non puo avere soluzioni continue e T-periodiche non banali. Infatti,
supponiamo che esista una tale soluzione z(t) = e4*zy. Allora si avrebbe

eT4zy = x¢, il che contraddice lesistenza dell’operatore (I — eAT)~1. Tl

47



teorema e cosi provato.

Eliminiamo ora la condizione (3.6) e consideriamo il caso generale. Sia K4 1

I’insieme di quegli indici k per cui @ € o(A). Poiché lo spettro di A & limi-
tato, I'insieme K4 r € finito. Affinché ’equazione (3.5) abbia una soluzione

T-periodica & necessario e sufficiente che ognuna delle equazioni

2kmi
T

abbia almeno una soluzione x; in B. La condizione & necessaria perché se
Pequazione (3.5) ha una soluzione T-periodica x, i suoi coefficienti di Fourier
xy, soddisfano la condizione (3.8). Supponiamo ora che xg, k € Kar, sia
una soluzione dell’equazione (3.8). Poniamo

(A-

Dz =~fr, ke€Kar, (3.8)

y(t) = z(t) — Z ) =T,

kGKA’T
Si ottiene allora che y risolve ’equazione

y'(t) = Ay(t) + ¢(1), (3.9)

dove ¢(t) = f(t) = Doper, , Ik ezk;itt; questa funzione ha i coefficienti di

Fourier con indici in K4 7 tutti nulli:
gf)k =0 Vk € KA,T‘

Ora notiamo che la soluzione dell’equazione (3.9) con tale condizione puo
essere ottenuta usando la formula del teorema precedente, poiché i termini
corrispondenti agli indici in K 4 7 non ci sono. Se introduciamo la funzione
incompleta di Green

N | _
B =-7 ¥ (a-Zr)

kZKa T

possiamo scrivere un’arbitraria soluzione T-periodica dell’equazione (3.5)
nella forma

a(t) = /TFT(t — ) f(s)ds+ Y afe T,
0 keK A 1
dove gli x%, k € K 7, risolvono ’equazione (3.5).
3.3 Soluzioni quasi periodiche
Consideriamo ora ’equazione differenziale
2'(t) = Ax(t) + f(t), t € R, (3.10)
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con f continua e quasi periodica.

Ricordiamo che una funzione continua sulla retta reale a valori in uno spazio
di Banach e detta quasi periodica se per ogni € > 0 esiste L > 0 tale che
ogni intervallo della retta reale di lunghezza non nferiore a L. contenga un
punto 7 = 7(€) (una e-transizione o un e-quasi periodo) per cui

1f(t) = f(t+7)| <e (o0 <t<+00).
Per queste funzioni vale il risultato seguente.

Teorema 3.6 (di Bochner). Sia B uno spazio di Banach. Una condizione
necessaria e sufficiente affinché una funzione uniformemente continua f :
R — B sia quasi periodica ¢ che la famiglia { f; };cr, dove f;(t) = f(t + 1),
sia precompatta nello spazio di Banach C(R, B) N L>(R, B), dotato della

norma || f|| = supyer ||/ (¢)l| 5-

Per la dimostrazione si rimanda al libro di Corduneanu [6]. Ricordiamo
che un sottoinsieme di uno spazio normato si dice precompatto se da ogni
successione infinita di suoi elementi ¢ possibile estrarre una sottosuccessione
di Cauchy.

Supponiamo che lo spettro di A non intersechi I'asse immaginario, cioe
0(A) = 0_(A) Uoy(A). Allora, come segue dal teorema 3.1, ’equazione
(3.10) ha l'unica soluzione limitata

+oo
x(t) = Ga(t—s)f(s)ds,

—00
dove G 4(t) e la funzione principale di Green.

Teorema 3.7. Se lo spettro o(A) non interseca 'asse immaginario, e se
f : R — B & una funzione quasi periodica, allora ’equazione differenziale
(3.10) ha una e una sola soluzione quasi periodica z, data da:
+oo
z(t) = Ga(t—s)f(s)ds.
—0oQ
Dimostrazione.

Sappiamo che esiste una sola soluzione limitata; ora dobbiamo mostrare che
& anche quasi periodica. A questo scopo e sufficiente mostrare che la famiglia
delle funzioni {z;},cr, ove z,(t) = x(t + 7) per ogni 7 € R, & un insieme
precompatto nella topologia della convergenza uniforme. Consideriamo una
sottosuccessione ., . Per la quasi periodicita di f possiamo estrarre dalla
successione delle funzioni {f;, } una sottosuccessione { [, }. Quindi

+oo
Try, (t) = z(t+m,)= Ga(t+ 7, —5)f(s)ds =
400 - +00
= Ga(t—s)f(s—,)ds = Ga(t— S)f—rkj (s)ds.
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Questa relazione implica che Try, (t) & una successione di Cauchy. Infatti

+oo
sup ||z, (t) —zn, ()] < sup/ 1GA(E = )l f-n; (5) = fry, (5)llds <

teR J teR J—oco

+o0
< sngf—mj(S)—f—ml(S)H/_ |G a(s)l|ds.

Abbiamo cosi provato la precompattezza dell’insieme delle funzioni x,(t) =
x(t + 7), e quindi la quasi periodicita di x(t).

Osservazione 3.8. Se f e periodica abbiamo un’unica soluzione periodica
x data da (3.7). Si puo ottenere una funzione di Green periodica I'r(t)
in termini della funzione principale di Green. Infatti se f & una funzione
T-periodica, si ha

+oo (k+1)T
z(t) = Z/k Ga(t — s)f(s)ds

k=—o0 VKt

+00 T
= Z /0 Ga(t —s—kT)f(s)ds

k::;oo .
= /o [ Z Ga(t—s—kT)| f(s)ds
k=—o0

Uguagliando questa espressione con (3.7), abbiamo

+oo
Tr(t)= > Galt+kT).

k=—o00

L’ultima serie converge uniformemente in quanto i suoi termini decrescono
esponenzialmente.

3.4 Generalizzazioni

In questo paragrafo accenniamo a possibili estensioni della teoria svolta.
Partendo ancora una volta dal problema di Cauchy

{ ' (t) = Ax(t) + f(t), teR,

(to) = o,

si considera il caso piu generale di un operatore A : D(A) C X — X lineare,
chiuso (ma non continuo), con dominio D(A) denso in X, sotto opportune
ipotesi relative allo spettro o(A).

Il prototipo di questo tipo di operatori e certamente il Laplaciano A =
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Zfil %, definito su uno spazio opportuno di funzioni di n variabili.

Consideriamo dunque, ad esempio, lo spazio di Hilbert B = L2(Q) , dove Q
¢ un aperto limitato di RY con frontiera regolare. Risulta allora

D(A) = {v e H**(Q) : v =0 su 99},

dove H%2(Q2) & lo spazio di Sobolev delle funzioni v € L?(f2) tali che tutte
le derivate prime e seconde appartengono a L?(f2) (si veda ad esempio [1]).
E noto che il risolvente di questo operatore e contenuto nella semiretta
negativa (—o00,0) del piano complesso, e che per ogni settore C della forma

Yo ={A€C:\=pe® p>0, |af <6}, 0 € (r/2,7),

vale una maggiorazione della forma

My
1+ A

[RA(A)]| < YA e 3.

Questa stima permette di dimostrare che il semigruppo {eAt}t>o ¢ ben
definito e vale
le?]] < Me™",

per opportuni M >0 e w > 0.

La teoria svolta nel caso in cui A € L(B) si puo estendere ad operatori di
questo tipo sotto ipotesi in realta ancora piu blande. L’equazione astratta
' = Az + f quando A ¢ il Laplaciano equivale allo studio dell’equazione alle
derivate parziali parabolica

ry(t,6) = Az(t, &) + f(t,6), £€Q, t>0,
(t,6) =0, £€dQ, t>0,

x(0,€) = z9(§), €€

Per approfondimenti si rimanda al libro di Engel e Nagel [3].
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al mio fianco, per le chiacchierate, allegre e seriose, per la condivisione di
momenti intensi, per i loro sorrisi che mi hanno sempre caricata. Un pensie-
ro di ringraziamento va a Maria Pina, Tommaso e Salvatore per i numerosi
momenti condivisi insieme, in cui le loro battute mi hanno fatto sorridere
anche quando ’amarezza delle preoccupazioni pesava sul mio cuore. Calo-
rosamente ringrazio Mary e Tommy, per il loro affetto, soprattutto durante
la stesura di questo lavoro, e per la loro presenza nella mia vita. Ringrazio
ancora Melania, per i suoi dolci sorrisi, da cui mi sono sentita sempre inco-
raggiata e appoggiata. Grazie alle mie “famiglie del Nord”: la famiglia De
Mattei, quella Benvenuti e quella Bredice, perché mi hanno appoggiato e
seguito quasi come una figlia nelle numerose vicissitudini della mia vita qui
a Pisa.

Grazie a Alessandra, Tosca, Maria Luisa, Donatella,S. Anna, P. Cristoforo
e D. Claudio, punti di riferimento per me, la cui vicinanza e il cui esempio
sono stati (e lo sono tuttora) essenziali.

Grazie a queste persone per il loro supporto e per le parole di incoraggia-
mento, preziose nei momenti piu critici e nauseanti in cui la stanchezza e
la delusione ’avrebbero sicuramente avuta vinta; mentre se a volte sono
riuscita a “mettere la marcia giusta”, a “passare dalla terza alla quarta” lo
devo a loro.

Grazie a tante persone che non nomino ma che, pur magari condividendo
con me pochi istanti(o forse qualcosina in pit), hanno lasciato, e tuttora
lasciano, in me il segno della loro presenza.

So di aver elencato tante persone (e per questo potrei essere giudicata facile
e superficiale nelle relazioni), ma non ho deciso di farlo per dare un tocco
poetico alla mia tesi, per aggiungervi una pagina in piut o per darle chissa
quale spessore, ma semplicemente perche* spessore” sono loro a darlo a me
quotidianamente.

Infine ringrazio lei, che e arrivato a leggere quest’ultima pagina, o che “per ca-
so” ha letto solo questa, saltando la cinquantina di pagine che la precedono,
per il suo coraggio a arrivare fino in fondo in questo poema. Grazie!
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