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Introduzione

Introduzione

Lo scopo di questa tesi é lo studio dei punti fissi di mappe non espansive,
la cui importanza in innumerevoli problemi applicativi ¢ evidente; anche a
livello teorico, comunque, le applicazioni non espansive sono strettamente
legate agli operatori accretivi, spesso utilizzati nella teoria delle equazioni
differenziali alle derivate parziali.

Se (X,d) & uno spazio metrico e C' & un sottoinsieme non vuoto di X,
un’applicazione T : C' — X & non espansiva se

d(T(x), T(2") < d(x,2')  Vz,2 €C;

un punto fisso per 7' ¢ un punto = € C' tale che T'(z) = x.

Dunque tutto cid che serve per definire 'oggetto del nostro studio é uno
spazio metrico. Tuttavia per avere risultati significativi sull’esistenza di punti
fissi bisogna considerare spazi metrici completi.

Nel caso particolare delle contrazioni, cioé delle mappe T': C' — X per le
quali esiste A €]0, 1] tale che

d(T(z),T(z")) < Md(z,2")  Vz, 2’ €C,

I’esistenza e unicita del punto fisso é garantita dal classico teorema di Picard,
che fornisce anche un semplice metodo iterativo che converge al punto fisso.
Per le mappe non espansive, facili esempi mostrano che in generale non si
ha piu lesistenza di punti fissi (ad esempio le traslazioni in R), né I'unicita
(ad esempio l'identita), né la convergenza del metodo iterativo di Picard (se
T :10,1] — [0,1] & definita da T'(z) = 1 — 2, vi & I'unico punto fisso z = 1,
ma l'iterazione di Picard che parte da xg = 0 non converge a x).

Nel caso generale di mappe non espansive, per ottenere risultati interessanti
& necessario supporre che X sia uno spazio di Banach. Nei teoremi di esi-
stenza che descriveremo vi € un’ipotesi ulteriore sullo spazio di Banach X, il
quale deve essere uniformemente convesso oppure uniformemente liscio. Per
quanto riguarda ’approssimazione di un punto fisso con metodi iterativi,
analizzeremo due risultati: nel primo (iterazione di Ishikawa) si assume che
T(C) sia un insieme compatto, nel secondo (iterazione di Halpern) si suppo-
ne che X sia uno spazio di Hilbert oppure uno spazio uniformemente liscio, e
che valgano opportune ipotesi di controllo sulla successione delle iterazioni.






Capitolo 1

Teoremi di esistenza

Come prima cosa andremo a mostrare due teoremi di esistenza di punti
fissi per mappe non espansive definite in particolari sottoinsiemi di spazi di
Banach: uniformemente convessi e uniformemente lisci.

Vediamo alcune definizioni.

Definizione 1.1. Sia E un sottoinsieme di uno spazio vettoriale X . L’invi-
luppo convesso di E ¢ ['insieme

co(E) = {Ztixi:nEN*’ reF, t; >0, Zti = 1},

i=1 =1

Definizione 1.2. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Si chiama topolo-
gia debole su X la topologia generata dalla famiglia di seminorme {pgs}pex-
cosi definite:

po(x) =[oz| Vo e X.

La topologia debole si denota con il simbolo o(X, X*).

Definizione 1.3. Sia X uno spazio normato e sia (Ty)neN una successione
contenuta in X . Diciamo che (zy,)nen converge debolmente ad un elemen-
tox € X se si ha che Fx,, = Fz in R per ogni funzionale F' € X*; in tal

caso SCriveremo Ty — T.

Definizione 1.4. Sia X uno spazio di Banach e sia J : X — X*™* Uimmer-
sione canonica, che é cosi definita: ad ogni © € X associamo il funzionale
Jr € X che agisce su X* nel sequente modo:

Jo(T)=T(z) VT e X"

Diciamo che X é riflessivo se J(X) = X**.
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Definizione 1.5. Uno spazio di Banach X si dice uniformemente con-
vesso se per ogni € > 0, esiste d > 0 tale che

T4y
Ve,ye X, ||z]lx <1, |yllx <1l e |lr—yl|lx > = H2H <1l-46.
X

Quindi intuitivamente uno spazio di Banach si dice uniformemente con-
vesso se, presi comunque due punti distinti della sfera unitaria, il punto medio
del segmento che li unisce si trovera molto all’interno della stessa, a meno

che il segmento non sia molto corto.

Definizione 1.6. Sia X uno spazio di Banach reale. Il modulo di liscezza
di X ¢ la funzione
PX ¢ [07 +OO) - [07 +OO>7

definita da
|2+ 7yllx + |z — Tyllx
px(r) = sup { . ~1llelx <1, yllx <1}
X ¢ detto uniformemente liscio se:
tim X0 _ g,
7—0 T

Equivalentemente diremo che X é uniformemente liscio se, per ognie > 0
esiste T > 0 tale che

Ve,ye X, [lzx <L flyllx <7 = ez +ylx +lz—ylx <2+elylx.

Osservazione 1.7. E’ facile verificare che la funzione px, per come é stata
definita, ¢ una funzione crescente, con px(0) =0 e lim,_, - px(7) = +00.

Ricordiamo inoltre:

Teorema 1.8 (Milman). [4/
Ogni spazio di Banach uniformemente convesso é riflessivo.

Proposizione 1.9. [2/

Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia (zy)nen una successione limitata
mn X.

Allora esiste una sottosuccessione (Zn, )ken di (Zn)nen che converge debol-
mente in X ad un elemento x € X.

g
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1.1 Teorema di esistenza in spazi di Banach unifor-
memente convessi

Il pitt noto teorema sull’esistenza dei punti fissi per mappe non espansi-
ve in spazi uniformemente convessi viene dimostrato indipendentemente da

Browder [5], da Gdhde [7] e da Kirk [11].

Teorema 1.10 (Browder-Gohde-Kirk).
Sia X uno spazio di Banach uniformemente convesso, sia C C X un suo
sottoinsieme non vuoto, convesso, chiuso e limitato e sia T : C — C una

mappa non espansiva. Allora T ha un punto fisso.

Dimostrazione. Sia ® la famiglia di tutti i sottoinsiemi non vuoti, convessi
e chiusi di C, invarianti per T, cio¢ T(C) C C, per ogni C' € ®.

® ¢ un insieme non vuoto, poiché C é un elemento di ®, inoltre, ponendo
C1 < (5 se C C Oy, & diventa un insieme parzialmente ordinato. Vogliamo
dimostrare che ® ha un elemento minimo Cy; per far questo vogliamo ap-
plicare il lemma di Zorn per il quale ogni insieme non vuoto, parzialmente
ordinato e induttivo ha un elemento minimo. Verifichiamo allora che ® sia
induttivo, cioé che ogni sottoinsieme di ® totalmente ordinato ammetta un
elemento minimale. Ma un sottoinsieme totalmente ordinato K = {Cy}acr
di ® & composto da sottoinsiemi di C' non vuoti, chiusi, convessi, limitati e
inscatolati.

Per il teorema 1.8 abbiamo che X & uno spazio di Banach riflessivo e dunque,
poiché in uno spazio di Banach riflessivo gli insiemi chiusi, limitati e convessi
sono compatti con la topologia debole [4], avremo che la loro intersezione,
oltre ad essere chiusa, limitata e convessa, ¢ compatta con la topologia debo-
le e quindi non vuota, per la proprieta dell’intersezione finita. L’intersezione
é ’elemento minimale cercato.

Allora, per il lemma di Zorn, ® ha un elemento minimo Cj.

Dimostriamo che C ¢ uguale all’inviluppo convesso chiuso di T'(Cp). Suppo-
niamo infatti sia C; questo inviluppo convesso chiuso, cioé C; = co(T(Cy)).
Allora, poiché T'(Cp) C Cy e Cp ¢ chiuso e convesso, anche C; = co(T(Cy))
sard, contenuto in Cy, quindi Cq C Cy.

Inoltre C; ¢ anche invariante per T', cioé T(Cy) C Cj. Infatti, utilizzando
la definizione di C1, verifichiamo che T(co(T(C’o))) C (. Consideriamo

x € co(T(Cp)): allora abbiamo, per definizione di inviluppo convesso,

dx; € Cp tali che x = Z AT (z4).

i=1
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Ma poiché Cy ¢ invariante per T', abbiamo che anche T'(z;) € Cy per ogni
i=1,2,...,n. Allora x € Cy e dunque T'(z) € T(Cy) C co(T(Cyp)) C C4.
Ma T ¢é continua, infatti ¢ non espansiva, per cui T7-!(Cy) ¢ un chiuso che
contiene co(T'(Cy)), quindi contiene co(T(Cp)) = C1; ossia T'(C1) C Cy. Ma
allora abbiamo trovato un insieme non vuoto, chiuso, convesso e invarian-
te rispetto a T' contenuto in Cy. Per la minimalita di Cy in @, deve essere
C1 = Cy.

Per completare la dimostrazione bastera mostrare che Cy ha un solo ele-
mento. Poiché non ¢ vuoto, basta verificare che non puo avere due elementi
distinti.

Supponiamo per assurdo che li abbia. Sia dy il diametro di Cy e siano z; e
x9 due punti distinti di Cy tali che ||z — z2||x > %0

Sia x = %2“ il punto medio. Allora, per ogni y € Cy, x — y sard punto
medio tra z1 —y e xa — y, con ||x1 —y|lx < dp e ||z2 — yl|x < do.

Di conseguenza, dato € = %0 > 0, abbiamo che:

ml_yH <1, ‘m_yH <1, H(ml_y)_(“_y)H =222 s
do ||x 0 llx do X do |lx
Per I'uniforme convessita, esiste § > 0 tale che:
(ml—y)+($2—y)H et oyl x—yH o<1
2dy x 2dy do || x do ||y

Posto d; = (1 — 0)dp < dp, abbiamo trovato che
|z —yllx <di <do vy € Cp.

Poniamo
Cy= (N{ueColllu—yllx <d}.
y€Co
Verifichiamo che Cs ¢ un sottoinsieme proprio di Cjy. Per definizione di

diametro,
Jy1, y2 € Cp tali che ||ly1 — y2l|x = do(1 — @) con § < 6.

Dunque ||y1 — y2||x > d1; abbiamo quindi trovato due punti y;, y2 € Cp, con
y1 & Co oppure ya ¢ Co.

Inoltre Cs & banalmente chiuso e convesso, poiché ¢ intersezione di insiemi
chiusi e convessi ed é non vuoto, abbiamo infatti appena mostrato che x € Cs.
Vogliamo verificare che Cy é invariante per T'. Consideriamo una coppia di
elementi y € Cpedu € Cy. Come abbiamo dimostrato Cy & l'inviluppo

4
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convesso chiuso di T'(Cyp), cioé Cy = co(T'(Cp)). Allora, essendo Cy chiuso,

non ha punti isolati:
€
Ve >0 3z € C tale che |y — z||x < 7

Poiché z ¢ aderente a co(T(Cy)), esiste

n n
z':Z)\iT(zi), conz; €Cy, neN, 0< )\ <1le Z/\izl’

i=1 =1

tale che ||z — 2| x < § Allora abbiamo che:

n
ly = 2llxlly = Y NT(z)llx <e.
i=1

Quindi, per la disuguaglianza triangolare, troviamo che:
n n
IT(w) = yllx < 1T =Y ATE)x + 1D NT(z) —ylx
i=1 i=1

< Y NlT(w) = T()lx + e
i=1

Ma T é una mappa non espansiva, quindi
IT(u) = T(zi)x <flu—zlx Vi=1,...,n

ed inoltre essendo u € Cy, per ogni y € Cy vale |lu — y||x < d;.
Percio

n n
IT(u) = yllx <D Aillu—zillx +e <D Ndi+e=dy+e.
i=1 =1

Ma poiché questo vale per ogni € > 0 si ha infine che:
IT(u) —yllx <di Yy e Cp.

Abbiamo dunque trovato che per ogni u € Cy, T(u) € Cy, quindi Cy ¢
invariante per T'. Essendo anche chiuso, limitato e convesso, ne segue quindi
che Cs € ®. Inoltre, come abbiamo precedentemente osservato, Co C Cp, ma
questo é assurdo per la minimalita di C in ®. Assumendo che Cy avesse due
punti distinti siamo arrivati ad un assurdo.
Abbiamo cosi trovato che Cy = {z¢} cio¢, essendo Cy invariante per 7', si ha
T(xo) = Z9-

O
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Esempio 1.11. Sottolineiamo come questo risultato non possa essere esteso
a generici spazi di Banach. Mostriamo un controesempio.
Consideriamo lo spazio di Banach (C[0,1],] - |leo) delle funzioni continue

definite su [0, 1], con
Ifllc = sup [f(x)|,  VfeC0,1]
z€[0,1]

Questo non € uno spazio uniformemente convesso.
Poniamo

K={feC[0,1]: f(0)=0, f(1) =1, 0 < f(z) <1},

K ¢é chiaramente limitato, chiuso e convesso. Consideriamo allora la mappa
¢ : K — (C0,1] cosi definita: ad ogni h € K associamo la funzione ¢, €
C'0, 1] nel seguente modo

o(h(x)) = zh(x), Va € [0,1].
Abbiamo, per ogni h, k € K

[6(h) = (k)lloc = sup_|¢(h(x)) — ¢(k(z))]

z€[0,1]

= sup |z(h(z) — k()| < sup [h(z) — k(z)|
z€[0,1] z€[0,1]

< h =kl

Quindi ¢ é non espansiva, ma non ha punti fissi in K.

1.2 Teorema di esistenza in spazi di Banach unifor-
memente lisci

Vediamo ora un teorema di esistenza di punti fissi per mappe non espansive
definite su sottoinsiemi chiusi, convessi e limitati di spazi di Banach unifor-
memente lisci.

Iniziamo mostrando che gli spazi di Banach uniformemente lisci sono rifles-
sivi.

Per fare cio ricordiamo che, per il teorema 1.8, gli spazi uniformemente con-
vessi sono riflessivi, ma sappiamo anche [4] che X ¢ uno spazio di Banach
riflessivo se e solo se il suo spazio duale X* & uno spazio di Banach riflessivo.
Se dimostriamo dunque che il duale di uno spazio di Banach uniformemente

liscio €& uniformemente convesso abbiamo finito.



1.2. Teorema di esistenza in spazi di Banach uniformemente lisci

Teorema 1.12. Sia X uno spazio di Banach uniformemente liscio; allora il
suo duale X* € uno spazio di Banach uniformemente convesso.

Dimostrazione. Dato € > 0, in accordo con la definizione di spazio unifor-
memente liscio, abbiamo che esiste 7 > 0 tale che

S
Vo,y € X, llzllx <L llyllx <7 = flz+ylx +llz —yllx <2+ 2 lylx.

Vogliamo dimostrare che X* & uniformemente convesso.
Siano f, g € X* tali che

[fllx= <1, gllxs <1, [[f —gllx»= sup (f—g,7)>e.
zeX
lzllx <1

Consideriamo u € X tale che [jul|x < 1e (f —g,u) > §. Poniamo v = 7u,
chiaramente avremo che ||v||x < 7e(f—g,v) = 7(f—g,u) > 75. Ricordando
che

lzllx = sup (f,z) VrelX,
fexx
Il <1

per la linearita e applicando la definizione, avremo

1f+allx-=
= sup {(f+g,2)}= sup {(f,2)+ (g,2)}
el <1 el <1
= swp {{(fiz+v)+ (g, —v) = ((f,v) = (g,v)) }
el x <1

€
< swp {llz+olx+ e —vlx - 75}
¢

x
ll=flx <1

Ma, dall’altro canto, per ipotesi, per ogni u, v € X, con ||ul|x < 1e ||v]|x <
7, si ha
€
lu+ollx +llu—vlx <2+77,

per cui
f+g H € € €
= <l+7-—7-=1-—7-.
H 2 lixx— 8 4 4
Cio¢ abbiamo trovato che, dato € > 0, esiste d.» = 75 > 0 tale che, per ogni

frg€ X" con ||fllx- <1, |lgllx- <1ellf—gllx<> e siha che:
1], <1
2 X*

Ovvero abbiamo mostrato che X* ¢ uniformemente convesso. O
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Ricordiamo inoltre che:

Definizione 1.13. Sia C' un sottoinsieme non vuoto convesso, chiuso e li-
mitato di uno spazio di Banach X.

Data T : C — C una mappa non espansiva, diremo che C & minimale per
T se non esiste alcun sottoinsieme proprio di C che sia non vuoto, convesso
e T-invariante.

Lemma 1.14. Sia C un sottoinsieme non vuoto convesso, chiuso e limitato
di uno spazio di Banach X uniformemente liscio.

Sia T : C — C una mappa non espansiva tale che C sia minimale per T'.
Allora

r:(C) :=sup ||z — y||x = D, Vo € C,
yeC

dove D = Supz,yEC HI’ - yHX

Dimostrazione. Iniziamo osservando che co(T(C)) = C. Per verificarlo si
ricalca il procedimento utilizzato nella dimostrazione del teorema di Browder,
cioé¢ si osserva che, essendo C' invariante per 1" ed essendo un insieme chiuso
e convesso, si deve avere che co(T(C)) C C. Si verifica inoltre che anche
co(T(C)) ¢ un insieme invariante per T e quindi, essendo per ipotesi C
minimale, si avra proprio che co(T(C)) = C.

Consideriamo ora la funzione r : C — R, definita da r(z) = r;(C) per
ogni z € C; questa & convessa, semicontinua inferiormente e positiva, quindi
sappiamo [1] che r ha minimo su C. Posto, dunque,

Co = {x € C|r(x) = inf T(y)},

yeC

avremo che Cjy ¢ un sottoinsieme di C non vuoto ed ovviamente chiuso,
convesso e limitato.
Inoltre

r(T(z)) <r(x) Vo e C.

Infatti, poiché co(T(C)) = C, esiste per ogni € > 0 e per ogni y € C, una
combinazione convessa tale che

<e.
X

Z /\ZT(Zz) -y
=1

8
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Quindi
IT(x) —yllx < 1T@) =Y NTE)Ix + 1D NT (=) —yllx
i=1 =1
< () =Y AT (z)llx +e <D Aille — zillx +¢
i=1 1=1
< r(x)+e.

Allora abbiamo dimostrato che r(T'(x)) < r(x) + ¢, per ogni . Quindi Cy
¢ invariante per T'; ma allora per la minimalita di C' abbiamo che r é una

funzione costante, in particolare
ro(C) =D Vr e C.
O

Lemma 1.15. Sia C un sottoinsieme non vuoto convesso, chiuso e limitato
di uno spazio di Banach X uniformemente liscio.

Sia T : C — C una mappa non espansiva tale che C sia minimale per T e
sta (zp)neny € C una successione tale che limy,_,o0 (xn, — T'(zy)) = 0, allora

limsup ||z, —y||x = lim ||z, —y|lx =D vy € C,
n—00 n—oo
dove D = sup, yec ||z — vl x-
Dimostrazione. Consideriamo la mappa ¥ : C' — R, definita da
P(y) =limsup ||z, —yllx,  VyeCl.
n—oo

Vogliamo dimostrare che 1 & costante su C.

La mappa 1 é banalmente convessa, semicontinua inferiormente e positiva,
essendo il massimo limite di un modulo, quindi sappiamo [1] che 9 ha minimo
su C'. Posto, dunque,

Co={w € Clw) = int vt |

avremo che Cjy ¢ un sottoinsieme di C non vuoto ed ovviamente chiuso,
convesso e limitato.
Inoltre T'(Cy) C Cp. Infatti, dato xg € Cp, dalle ipotesi segue che

limsup ||z, — T(xo)||x <
n—oo
< i sup | T(zn) — T(ao) x + limsup 2, — T(an)llx
n—o0 n—oo

< limsup [lzy — zo| x-
n—o00
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In altre parole ¢(T'(xg)) < ¥(xo) = infyec ¥ (y), quindi T(zg) € Cp, cioe
T(Cy) C Cy. Dalla minimalita di C segue che Cy = C, cioé 9 & costante su
C o, equivalentemente, esiste D’ € R tale che

limsup ||z, — y||x = D, Vy e C.
n—oo

Supponiamo per assurdo D’ < D, dunque 242 < D.
Poniamo

—( D'+D D'+ D

B(y, 5 >:{x€C"||x—yHX§ 5 vy € C.
Sia 0 < e < DED/, allora per ogni insieme finito {y1,y2,...,yx} C C
possiamo trovare un intero NV tale che:

D' +D
len —yillx <D +e< ; . Yi=1,... k.

Quindi zy € ﬂle B (yk’v D/+D>

Dunque la famiglia {B (y, D +D> ’ Yy e C}, che ¢ costituita da insiemi com-

patti rispetto alla topologia debole dello spazio riflessivo X, gode della pro-
prieta dell’intersezione finita. Pertanto I'intersezione di tutti gli elementi della
famiglia ¢ non vuota, cio¢ esiste

e 5 (n2E2).

yel

Ma allora si ha che 7, (C) = sup,ec |10 — yllx < Dl DAD

< D. Ma questo é
assurdo perché nel lemma 1.14 abbiamo dimostrato Che rx(C) = D, per ogni
xeC.

Ci resta da dimostrare che

lim ||z, — y|x = limsup ||z, — y|x,  Vye€C.
n—o0 n—00
cioé
limsup ||z, — y||x = liminf ||z, — y| x, Vy e C.
n—00 n—00

Supponiamo per assurdo che esista y € C'
liminf ||z, — y|x < D,
n—oo
allora dovrebbe esistere una sottosuccessione (zy, )ren C (2 )nen tale che

limsup ||2n, — yllx = liminf ||z, —y|x < D.
n—o0 n—oo

10
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Ma allora avremmo trovato una successione (2, )ren € C con limy_,o0 || 25, —
T(xp,)||x =0 tale che

limsup |l — yllx < D,
n—oo

ma questo & in contraddizione con quanto appena dimostrato.

Possiamo, a questo punto, vedere il teorema di esistenza:

Teorema 1.16 (Baillon). /[3/

Sia C un sottoinsieme non vuoto convesso, chiuso e limitato di uno spazio
di Banach X uniformemente liscio.

Sia T : C — C una mappa non espansiva tale che C sia minimale per T,
allora T' ha un punto fisso in C.

Dimostrazione. Sia D € R il diametro di C, cioé

D = sup |z —yllx.
z,yeC
Se D = 0, allora la tesi é banalmente vera; infatti essendo C' non vuoto,
avremo C' = {zo} ed, essendo T invariante su C, risultera che

T'(x0) = wo,

cioé xg € un punto fisso di T
Supponiamo allora per assurdo che D > 0.
Siau € C e 0 < k < 1. Consideriamo la mappa T, : C' — X definita da:

Ti(x) = ku+ (1 — k)T (z), vz e C.

Osserviamo innanzitutto che T (C) C C, infatti C' & convesso e invariante
per T, dunque, per ogni z € C, T (z) risulta essere combinazione convessa
di u e T'(x), entrambi elementi di C, e quindi Tj(z) € C .

Abbiamo inoltre che T} é una contrazione di rapporto 0 < 1 —k < 1, infatti:

T3 () = Te(y)ll x |ku+ (1 = B)T(x) = ku — (1 = k)T(2)]|x

= A=RMIT@) -TElx <A =k)lz-ylx,

per ogni z, y € C.
Allora, per il teorema delle contrazioni, si ha che T} ha un unico punto fisso
xp € C:

T = Tk(xk) = ku+ (1 — k)T(.I'k)

11



Capitolo 1. Teoremi di esistenza

Inoltre vale che
lek — T(aw)lx = lku+ (1 — KT (ex) — T |x = kllu — T(ay)|x < kD.

Quindi si avra che limg_,o (x — T'(zx)) = 0.

Poniamo K = {z € C'|z = T, (z) per un certo k € (0,1)}.

Allora se (kp)nen € una successione in (0, 1) tale che lim,_,o k, = 0, si avra
che la successione (zp)nen = (Tk, )nen sard una successione limitata definita
in K, con limy, o (z,, — T'(x,)) = 0.

Allora per il teorema 1.9, essendo X uniformemente liscio e quindi rifles-
sivo, passando a sottosuccessione, possiamo supporre che

rp, — T €C.

Sia 0 < 7 < 1, per definizione di modulo di liscezza vale la seguente disu-

guaglianza:
ep(flzzzmlx)
|Zn — Tl x
1 Ty — T (T — Tm) H ’ n— Tm (T — ) H
Zn — Zmll x |Zn — Zmll x |zn — meX Zn — zmllx
Quindi
1 _ 1 _
) |Tn — T + 7(Z — xm)HX + 9 |Zn — T — 7(2 — xm)HX <

7)1 = 2mllx (1.1)
< |lzn — zmllx <1 +p <H33—33||X>> :
n m

Osserviamo che =, + 7(Z — zy) = (1 — T)zp, + 7T, essendo combinazione
convessa di elementi del convesso C, ¢ un elemento di C'; quindi per il lemma
1.15

limsup ||z, — (X + 7(Z — )| x = lim ||z, — (29 + 7(Z — 2p))||lx = D.
Inoltre poiché ||z, — x| x < D, si avra che
lim ||z, —xn|x =D~
n—oo
e di conseguenza
im ——— = (=] .
n=oo ||z, — Tmlx  \ D

12



1.2. Teorema di esistenza in spazi di Banach uniformemente lisci

Allora, dalla crescenza di p, segue che

i (THx_meX> _ . <T||x_xm’X>
imsupp | ——m— = limp| —-7—

n—00 |20 — Zmllx |2 — Zmllx
_ ( - Tllﬂ?—fﬂmlx)
= p( lim ———

n—00 ||z — Tm || x

- ()

+
< p(r7).
Mettendo insieme queste osservazioni e passando al limite per n — o0,

la disuguaglianza (1.1) diventa

1 D
5 limsup ||z, — Zpm + 7(T — 2m)|| x + 5 < D+ Dp(tT).

n—oo

Ma x, — Z, quindi

1. B D . . - D
slZ—zm+7@—wn)lx +5 < Slminf e, —zm +7(2 —2n)|x + 5
1. . D
< Slimsup ||z, — T + 7(Z — 7)) | x + =
2 oo 2

< D+ Dp(r7),

cioé 1 D
Sz~ amllx < 5+ Dp((r))
Prendiamo ora il limite per m — oo e otteniamo
1 D
5(1 +7)D < > + Dp(1),
da cui si ricava che

p(t7)

>

N |

Supponendo che D > 0 siamo arrivati ad un assurdo, infatti, essendo X
uniformemente liscio, si deve avere che

+
lim LT )
7—0 T

=0.

Quindi la tesi ¢ dimostrata.
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Capitolo 2

Iterazione di Ishikawa

2.1 Premessa

Nel 1955 Krasnoselsky introduce una speciale tecnica iterativa per appros-
simare punti fissi per mappe non espansive definite in un sottoinsieme di
Banach. Vediamo il risultato principale da lui raggiunto:

Teorema 2.1 (Teorema di Krasnoselsky). [12/

Sia X uno spazio di Banach uniformemente convesso, sia C C X un suo
sottoinsieme convesso e chiuso e sia T : C — C una mappa non espansi-
va. Supponiamo che T(C) sia contenuto in un sottoinsieme compatto di C.
Allora per ogni T € C' la successione (Ty)nen definita da:

r1 =7
) (2.1)
Tn+l = Q(fUn +T(xy)), n>1

converge ad un punto fisso di T'.
La (2.1) oggi & nota come iterazione di Krasnoselsky.

Notiamo come il teorema fornisca un algoritmo per il calcolo di un punto
fisso per la mappa data, ma viene aggiunta, rispetto al Teorema di Browder,
la condizione che I'immagine di T" debba essere contenuta in un compatto di
C.

Una importante estensione di questo metodo ci viene fornita da Ishikawa[10]
nel 1967. Egli infatti dimostra che il Teorema di Krasnoselsky continua a
valere anche senza dover assumere alcuna ipotesi di convessita sullo spazio
di Banach X, inoltre utilizza una iterazione molto piti generale che noi chia-
meremo iterazione di Krasnoselsky - Mann.

Enunciamo allora il teorema dimostrato da Ishikawa:
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Capitolo 2. Iterazione di Ishikawa

Teorema 2.2. [10]
Sia C' un sottoinsieme chiuso e convesso di uno spazio di Banach X, T :
C — X una mappa non espansiva. Supponiamo che T'(C') sia contenuta in

un sottoinsieme compatto di X e che la successione (tp)nen abbia valori in
[0, 1], con:

n—o0

(e @]
Ztn =oc e limsupt, < 1.
n=1

Allora per ogni x1 € C, la successione di Krasnoselsky - Mann (xn)nen

definita da
Tpy1 = (L —tp)zn +t,T(xy), n>1 (2.2)

converge ad un punto fisso di T.

Noi, pero, analizzeremo con maggiori dettagli una generalizzazione di
tale iterazione, introdotta per la prima volta nel 1974 dallo stesso Ishikawa
[9]. Questo perché la successione usata sara molto pit generale di quella di
Krasnoselsky-Mann.

Definizione 2.3.

Sia C' un sottoinsieme chiuso e convesso di uno spazio di Banach X, T :
C — X una mappa non espansiva.

Per ogni x1 € C, definiamo la successione

Tog1 =ty T (spT(zp) + (1 — sp)xn) + (1 —tn)zn, conn=1,2... (2.3)

dove (tn)nen € (Sn)nen sono successioni in [0, 1].
Questo processo iterativo viene soprannominato tterazione di Ishikawa.

Osservazione 2.4. Notiamo che l'iterazione di Krasnoselsky-Mann, vista
sopra, non ¢ altro che un caso speciale della (2.3). Basta infatti considerare
la successione s, = 0 per ogni n € N per ottenere la (2.2).

Verificheremo, seguendo la dimostrazione proposta da Deng [6] nel 1996
che la (2.3) converge ad un punto fisso di 7', se le successioni (tp)nen €
(Sn)nen soddisfano alcune condizioni iniziali. Questo senza dover supporre
che lo spazio di Banach X sia uniformemente convesso, ma con lipotesi
aggiuntiva che 'immagine T'(C') sia contenuta in un sottoinsieme compatto
di C.

Prima di mostrare il teorema principale dobbiamo dimostrare alcuni lemmi.
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2.2 Lemmi

Lemma 2.5. [17]

Supponiamo che (an)nen € (bn)nen siano due successioni di numeri reali non
negativi tali che ant1 < an + by, per ognin > 1.

Se Y2, by < 0o allora esiste il limy, o0 ap.

Dimostrazione. Per ogni n, m > 1, abbiamo che

n+m

Antm+1 < Anim + bppm < Apt(m—1) + bn+(m—1) +bopin <. Zap+ Z b;
i=n

Allora
n+m
limsup a,, < a, + b;.
motpan <0 3

Ma questo implica che

lim sup a,, < liminf a,,.
m—00 n—0o0

Allora il massimo limite e quello minimo coincidono e quindi, come volevamo
dimostrare, esiste il limite della successione (ay,)nen.

O
Lemma 2.6.
Sia X uno spazio normato e (ap)neN € (bp)nen due successioni in X .
Se esiste una successione (tp)nen di numeri reali tale che:
o0
0<t,<t<1l e > tp=00, (i)
n=1
an+1 = (1 —ty)ayn + tyby Vn > 1, (i)
Timagllx = . i)
n
limsup ||by||x < d e la successione <Z tibi> ¢ limitata (iv)
neree =1 neN

allora d = 0.

Dimostrazione. Per ipotesi d > 0. Supponiamo per assurdo che d > 0.
Dalla (iv) segue che /4™ ~14;b; ¢ limitata per ogni n ed m interi positivi.
Allora posto

n+m—1
L= sup Z tib; (2.4)
n,meN+ i—n X

17



Capitolo 2. Iterazione di Ishikawa

prendiamo un intero N tale che

2L
N > max{d,l}.

Quindi possiamo scegliere un numero £ > 0 tale che

N+1_ 1
= 25
-t 2 (2:5)

Dalla (i) segue che esiste k € N tale che

k
N < Zti.
=1

Allora possiamo prendere il pit piccolo intero M per cui quest’ultima rela-

1 —2cexp

zione & verificata; avremo quindi che

M—1 M

S hen <Y

i=1 i=1
e, valendo 0 < ¢, < 1, si ha anche

M
N<Zti<N+1.
=1

Poiché lim,, .« ||an||x = d, limsup,,_, ||bn|lx < d ed € non dipende da n,
possiamo assumere, senza perdere generalita, che per ogni n si abbia

d(1— ) < [lanllx < d(1 +¢), (2.6)
Iballx < d(1+ ).

Poniamo s, =1 — t,, allora (s, )nen ha valori in (0, 1].
Possiamo quindi applicare M volte la (ii), ottenendo che

ap+1 = tabar + (1 —tar)an = tarbar + Syrans
= tyby + s (Eavr—1ba—1 + sp—1am—1)

= tambar + sutam—1bv—1 + smsyv—1(tv—2bv—2 + sp—2apm—2)

= tyby + spty—1by—1 + spysm—1tm—20p—2 + ...+
+smsm—1-..s2(tib1 + s1a1)
= tymbar +spty—1by—1+ .o+ SpSa—1 .- Satibr +

+SpSpM—1---828101
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Cioé, se definiamo l'insieme B = co(ay,by,...,byr), abbiamo appena verifi-
cato che apsy1 € B: infatti, come si verifica facilmente

tm +smtym—1+ ... FSysSp—1--.St1 +SpSp—1---8281 = 1.

Poniamo inoltre

M
s =]1s
i=1

| M
xr = T ; tibi
allora avremo, per come sono stati definiti ¢; e s; e per quanto sopra visto,
che N <T <N+ 1mentre 0 < § <1exz € B. Sottraiamo da ambo i
membri della precedente

t1b ...+ tyb
Sm:S(11+ T—i-MM)

ottenendo

ap+1 — St = Say + sas3...spyt1by + ...+ sp—1tpbyr—1 + tauby

tiby + ... +tub
_S<11+ +MM>

T

S S
=Sa; + —t1b1 + —tobo+ ...+ ———————ty 1by—1 +Htyby
S1 5159 S$182...SM—1

1 1 1 1
25a1+5t1<—)b1+...+5t1\4_1(— >bM_1
s1 T 5189..

1 1

S +1 L ! bi+...+t 1 ! b
=5a — = = = _
! ! s1 T ! M=1 s182...8p—1 T M1

(=2 )b
M\ g~ )M

Osserviamo che in realta 0 < 1 — 5 < 1. Infatti, se avessimo 1 — .5 =0, gli s;
sarebbero uguali a 1 per ogni ¢ = 1,..., M, ma questo ¢ assurdo: in questo
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Capitolo 2. Iterazione di Ishikawa

caso infatti avremmo che ¢; = 0 per ogni i = 1, ..., M, cosa che contraddice
I'ipotesi che N < Zf\il t;. Possiamo allora porre

L P ]
y—l_Sal 1Sl T 1

T B D Eea "
2 5189 T 2 M S T M-

Poiché S + s9s3...8p + ...+ Syt +tpr — St — ... — Sty =1-8, ¢
facile verificare che y € B. Dunque, andando a sostituire, abbiamo trovato

che

ap+1 =Sz + (1 - 9)y.

Dalla (2.6) e dalla disuguaglianza triangolare otteniamo

d(1—¢) < llan+1llx = ISz — (1 = S)yllx
< Slzlx + A =9)llylx < Sllzlx + (1 = S5)d(1 +e).
L’ultimo passaggio deriva da come é stato definito y e dall’osservazione che

lla1]lx < d(14¢) e ||bi|lx < d(1+¢) per ogni i =1,..., M. Poiché vale che
log(1 4 y) <y per ogni y € (—1,00), dalla relazione precedente ricaviamo

(1—5—(1—5)(1+5))

lellx >

nla »nl

(—25+S+S5):d(1—%(2—5))

> (1= %) ~a(i-2Tl0-0)

= d{l — 2€exp<§;bg(1 — ) 1>}
— d{1—2sexp<§;log(l+ Zti>}
> d<1—2eexp<ilﬁtl>>
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Osserviamo che dalla (i) segue che 0 <1 —t <1 —1¢; < 1. Da questo e dalla
(2.5) avremo che

Mo,
|lzl|x > d<1—2sexp<z 1—Zt~>>

V
IS8
7N
p—t
|
[\
D)
@
M
ko]
7 N
—
|-
~
e

~_

>

Ma allo stesso tempo, osservando che T' = Zf\il t; > N > max {%, 1} > 2L
dalla definizione di z, ricordando la (2.4), abbiamo che

M
d L d d
— < = t;b; < < —L=-
2 HxHX T Zz; 105 X_T_ 5L 5

Quindi siamo arrivati ad un assurdo e questo dimostra la nostra tesi, cioé
d=0.
O

Lemma 2.7. [17]
Sia C un sottoinsieme di uno spazio normato X e T : C — X una mappa

non espansiva. Sia x1 € X e sia (p)nen in X Uiterazione di Ishikawa, data

da
Tnt1 = tn T (snT(2p) + (1 — sp)xn) + (1 — t) 2y (2.8)

dove 0 < t,,, 8, <1 per ognin > 1. Allora
[nt1 —pllx <llon —plx V=1, Vpe Fiz(T)
dove con Fix(T) denotiamo l’insieme dei punti fissi per T.
Dimostrazione. Per ogni n <1 definiamo la mappa F, : C'— X data da:
Fo(x) =t,T(spT(z) + (1 — sp)z) + (1 — t,)z.
Dunque l'iterazione di Ishikawa si puo riscrivere come
Tpy1 = Fu(xy).
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Verifichiamo che la mappa F,, € non espansiva.
Per ogni z,y € D, applicando la disuguaglianza triangolare ed essendo T
non espansiva, troviamo che

[Fn(z) — Fn(y)llx =
= ||(tnf (snT(x) + (1 — sp)z) + (1 — tp)2)
= (taf (5aT(y) + (1 = sn)y) + (1 = tn)y)llx
< tullf(snT (@) + (1 = sn)z) = f(saT(y) + (1 = s0)y) | x + (1 = tn)llz — yllx
StnllsnT(x) + (1 = sn)z — snT(y) — (1 = sn)yllx + (1 —tn)llz —yllx
S tnsallT(x) = T(Y)llx + tn(1 = sn)llz —ylx + (1 —tn)llz — yllx
Stnsnllz —ylx +ta(l = sn)llz —yllx + (1 —ta)llz —ylx
= (tpsn +tn —tnsn + 1 —tp)||z — yllx

= [z = yllx-

Inoltre, essendo p € Fiz(T'), avremo che p € Fix(F,), infatti
Fn(p) = tnT(snT(p) + (1 - Sn)p) + (1 - tn)p
= tnT(snp — snp+p) + (1 = tn)p

:p_

Infine otteniamo che

[2nt1 = pllx = [Fn(2n) = Fu(p)llx < llzn —pllx.

Lemma 2.8.

Sia C un sottoinsieme di uno spazio normato X e sial' : C — X una mappa
non espansiva.

Consideriamo una successione (Tn)nen n C e due successioni di numeri reali
(tn)nen € (Sn)nen che soddisfino le sequenti condizioni:

oo
0<t,<t<1l e Ztn:oo, (i)
n=1
oo
0<s,<1 e an<oo, (ii)
n=1
Tnt1 =t T (T (z0) + (1 — sp)xn) + (L —tn)zn, n=1,2,..., (iii)
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Se la successione (xp)nen € limitata allora limy, o0 ||T(zy) — zp||x = 0.
Dimostrazione. Innanzitutto poniamo, per semplificare i calcoli,

Yn = ST (zy) + (1 — sp)xn Vn > 1.
Allora la successione (2, )nen si riscrivera cosi

Tng1 = tn T (yn) + (1 — tp)xn.

Essendo T non espansiva, abbiamo che:

1T (zn41) — Tnallx =
= [[T(zn+1) = taT(yn) — (1 — tn)zn| x
= T (zn11) = taT(yn) + (tnT(@ny1) = taT(Tn41))) = (1 = tn)znllx
= [[ta(T(@n11) = T(yn)) + (1 = tn) (T(2n41) — 20) | x
< (A= t)IT(zn41) — z0) | x + tallT(2n41) — T(yn)ll x
< (1=t )T (Tne1) — Tngr + Tt — ) || x + tollTnet — ynllx
<(1- tn)”T(wn—&-l) - xn+1HX + (1 — tn)Hxn+1 - wn)”X + thxn—H - ynHX
= (1 = )T (@n41) = ngrllx + (L= ) [[tnT(yn) + (1 = tn)an — @n)lx
+ tnlltnT(yn) + (L = tn)zn + (Enyn — tnyn) — ynllx
= (1 =t )T (xn+1) — ot llx +tn(1 = ) 1T (yn) — 20) | x

+ tn(thT(yn) —Unllx + (1 —tn)llzn — ynHX)

Quindi abbiamo trovato che

tol| T (Tny1) — Tnpallx <

<tn(l— tn)HT(yn) - xn)HX + tn(thT(yn) - yn”X + (1 - tn)Hxn - yn”X)'

Possiamo assumere, senza perdere in generalita, che ¢, > 0 per ogni n > 1.
Dividiamo ambo i membri per t,, e, ricordando che y,, = s, T () +(1— 8, )Zn,
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otteniamo

[T (@n41) — Tnallx <
< tallT(yn) = ynllx + 1 = ta) (IT(yn) = zn)llx + llzn = ynllx)
= tal|T(yn) + (52T (yn) — snT(yn)) — snT(n) — (1 = sp)wnl x
+ (1= t) (1T (Yn) — zn)llx + 20 — ynllx)
< tnsnllT(yn) — T(zn) | x +ta(l = s0) 1T (Yn) — znllx
+ (1= t) (1T (yn) = zn)llx + 20 — ynllx)
< tnsnllen — ynllx + (En —tnsn +1 =) [T (yn) — znllx
+ (L = tn)llzn — ynllx
= (1 +tpsn — ta)llzn — ynllx + (1 = tnsn) | T (yn) — Tallx
= (L +tnsn —tn)||zn — snT(xn) — (1 — sp)znl|x
+ (1 = tasp)[IT(yn) — T(wn) + T(2n) — nllx
< Sn(14tnsn — to)|T(z0n) — x| x
+ (1= tnsn) (IT(yn) — T(zn)llx + 1 T(zn) — 2nllx)
< sp(1+tnsn — ta)||T(zn) — 20| x
+ (1 — tnsn)(“SnT(xn) + (1 = sn)rn — 2| x + | T(20) — anX)
< sp(1+tnsn — )| T(zn) — zpllx + (1 — tn8n) (1 + sp)|| T (2n) — znllx

= (1+25,(1 — t2)) [T (2n) — @l x-

Quindi, ponendo a,, = T () —xp € by = 25, (1 —1t,)||T(zy) —zp || x, abbiamo
che le successioni (||an || x)nen € (bn)nen sono successioni di numeri reali non
negativi. Riscriviamo allora il risultato appena ottenuto

lans1llx < llanllx + bn.

Essendo 0 < 1 — ¢, < 1 abbiamo che 0 < s,(1 —t,) < s, per ogni n €
N. Possiamo quindi applicare il criterio del confronto, dalla (i) segue che
So2isi(l—t) < oo. Ma (|Jan||x)nen ¢ limitata, allora, per come ¢ stata
definita, ) 2, b; < oco. Possiamo applicare il lemma 2.5 ottenendo quindi
che esiste finito il lim, o |lan|x = d.
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Poniamo ora

n = - (T ns1) = T(n)) + T(wn) = Ton);

n

vorremmo applicare, alle successioni (ap)nen € (Cn)nen, il lemma 2.6.
Abbiamo appena verificato che vale la (iii).

Verifichiamo che vale anche la condizione (ii), cioé ant1 = (1 — ty)an + tnhen
per ogni n. Infatti

ant1 =T (znt1) = Tns1 = T(@ni1) = taT(yn) — (1 —tn)zn
= T(ns1) + T(@n) — T(@n) + taT(@n) — taT (@) — tnT(yn) — (1 — t)2n
= (1= ta)(T(2n) — 20) + [(T(2ns+1) = T(2n) + ta(T(zn) — T(yn))]
— (1= £,)an + tncn.

Vediamo se anche la condizione (iv) é verificata, cioé limsup,,_, ||cn|lx < d
e la successione (D1 | tic;) ¢ limitata. Abbiamo che

1
lenllx < =T (@n41) = T(@n)llx + 1T (2n) = T(yn)llx

1
< t*H"’Un-i-l = Tnllx + |70 — ynllx
n

1
= ;thT(yn) + (L= tn)rn — ollx + |70 — ynllx
n

=T (yn) — wullx + [[2n — ynllx

=T (yn) = T(xn) + T(2n) — znllx + 20 — ynllx

ST (yn) = T(@n)llx + [IT(2n) = 2allx + [l2n — ynllx
Slyn = anllx + T (2n) — 2nllx + 20 — ynllx

= T(zn) — znllx + 2[zn — ynlx

= [[T(zn) — znllx + 2[lzn — snT(zn) — (1 — sp)aallx

= IT(xn) = zallx + 280 T(2n) — zallx = (14 28n)lan] x-

Ma Y22, s; = L < o0, quindi la successione (sp)nen ¢ infinitesima, infatti
per definizione di limite della serie abbiamo che, fissato € > 0, esiste v € N
tale che ||>°"; s; — L||y < e per ogni n > v. Di conseguenza

n—1

n
E Si—g Si
i=1

i=1

n—1

n
SR
i=1 X

=1

< 2¢ VYn>v+l1.
X

lsnllx =

<
b's
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In altre parole lim, o s, = 0. Quindi

limsup lealx < lim sup(1 -+ 25,)llanllx = lim [lan]lx = d.
n—00 n—00 n—0oo

Infine abbiamo per ogni n

Z tici = Z(T(l‘iﬂ) —T(z;) + ti(T(z:) — T(yi)))
i=1 X i=1 X
= || T(@ns1) = T(ar) + D ti(T(wi) - T(.%’))‘
=1 X

n
< T (zar1) = T(@y) iy + ) all(T (@) = T(wa)ll
=1
n
< N —zallx + ) tillzi — will x

i=1

n
= i — @i llx + > tille — siT (i) — (1= i) x
=1

n
= &nsr —zallx + > tisil| () — 2 x.
i=1
Dunque, essendo per ipotesi (2, )nen limitata, la successione (1" | tici)nen
¢ limitata: infatti se M = sup,,cy+ ||Zn| x, si ha per ogni n
n n
> tici l2ns1 — 21llx + Y tisil T(i) — il x
i=1 X i=1

< M |mllx + > tisi (|7 (i) = T()llx + 1T(21) | x + M)
=1

n
< M |ollx + > tisi (o — 21l x + 1T (1) ||lx + M)
=1

n
< M oallx + D tisi (M + ||aallx + | T(21)]x + M)
i=1
Anche la condizione (iv) del lemma 2.6 ¢ verificata e, in definitiva, si ha
che d = 0, cioé, come volevamo dimostrare,

lim ([T (2a) — zalx = 0.
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2.3 Teorema di convergenza

Teorema 2.9. [10/

Sia C' un sottoinsieme chiuso e convesso di uno spazio di Banach X e sia
T : C — X una mappa non espansiva. Supponiamo che l'immagine T'(C') sia
contenuta in un sottoinsieme compatto non vuoto di X.

Siano (tn)nen € (Sn)nen due successioni di numeri reali che soddisfano le
sequenti condizioni:

o
0<t,<t<1l e > ty=00, (i)
n=1
[e.e]
0<s,<1 e an<oo, (i)
n=1

Allora, per ogni & € C, posto x1 = T, l'iterazione di Ishikawa definita come:
Tnt1 = T (spT(xn) + (1 = sp)xn) + (1 — ty)xn, n>1,
converge ad un punto fisso di T'.

Osservazione 2.10. Non ¢ necessario aggiungere l'ipotesi Fiz(T) # 0,
infatti il teorema di Schauder [1] ci assicura che:

Teorema 2.11. Un’applicazione continua, che manda un insieme convesso
e chiuso di uno spazio di Banach in un suo sottoinsieme compatto non vuoto,

ha un punto fisso.
O

Dimostrazione. Sia Cp la chiusura dell'inviluppo convesso dell’unione di 7'(C)
con il punto 1, cioé Cy = co(T(C) U {z1}). Allora, essendo per ipotesi T'(C)
compatto, T'(C') U {x1} sard a sua volta compatto. Ricordiamo il seguente:

Teorema 2.12 (Teorema di Mazur). [1/
Sia C' un sottoinsieme relativamente compatto di uno spazio di Banach X.
Allora co(C) & compatto.

O

Dunque avremo che Cy é anch’esso un insieme compatto. La successione
(zn)nen € contenuta in Cp, quindi, per compattezza, esiste una sottosucces-
sione (&, )ien che converge ad un punto u € Cp, cioé

lim z,, = u.
1—00
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Capitolo 2. Iterazione di Ishikawa

L’insieme Cj, essendo compatto, ¢ limitato, quindi (x,),en € limitata; percio
siamo nelle ipotesi del lemma 2.8. Di conseguenza

Lim (|T(2n;) — @n,[lx = 0.
1—00

Ora, essendo T' una mappa non espansiva, dalla disuguaglianza triangolare
segue che:

IT(w) —ullx = [T(w) =T(zn) + T(xn;) = 2n; + 20, —ulx

IN

1T (w) = T(@n)llx + T (@n,) = @nillx + [l2n, = ullx
< 20— @nllx + 1T (2n,) = 20l x

Allora, poiché lim; o ||T(%n,) — Zn,|lx = 0 € lim;_yo0 ||Zn, — ul|x = 0, ab-
biamo trovato che u é un punto fisso per 7.

Per ogni intero positivo n possiamo applicare il lemma 2.7 ottenendo che:
[2n1 — ullx < lzn — ullx.

Per ipotesi lim; ;o 2pn, = u, cioé per ogni € > 0 esiste ng € NT tale che
|zn, —ullx <e  Vn; >mng

In particolare allora ||z, — u||x < €, da cui, per monotonia
|lxn —ul|lx <e Vn > ng.

Questo equivale a dire che

lim z, = u;
n—oo

in altre parole abbiamo trovato che il processo iterativo di Ishikawa converge
a u, punto fisso per T.
O
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Iterazione di Halpern

Il secondo metodo che andremo a studiare ¢ stato introdotto nel 1967 da
Halpern [8]. Anch’egli per approssimare punti fissi di mappe non espansive,
definite su un sottoinsieme di uno spazio normato, utilizza una successione
generata mediante una formula ricorsiva.

Definizione 3.1.

Sia C un sottoinsieme chiuso e convesso di uno spazio metrico X e sia
T :C — X una mappa non espansiva.

Data una successione di numeri reali (tn)nen n [0,1] e un elemento T € C
definiamo la successione (Ty)nen in X nel sequente modo

{xl =7 (3.1)

Tpt1 = tpr121 + (1 - tn+1)T($n)7 n=>1

Vogliamo vedere sotto quali condizioni l'iterazione appena definita con-
verge ad un punto fisso di T". Elenchiamo una serie di condizioni che, nel tem-
po, sono state studiate per scoprire quali fossero necessarie e quali sufficienti
ad assicurare la convergenza della (3.1):

(o) o0
(C1) lim t, =0, (C2)> ty = o0, (C3)  |tnr1 — tn] < o,
n=1 n=1
by —t by —t t
(C4) lim " =0, (C5) lim —"* =0, cioe lim —— =1,
n—o00 tn+1 n—o0 tn+1 n—00 tn+1

Osservazione 3.2. La (C2) ¢ equivalente a [[;2,(1 —t,) = 0.
Infatti, poiché log(1+vy) <y per ogni y € (—1,00), essendo t,, € [0, 1], posto
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Capitolo 3. Iterazione di Halpern

Yn = —tn, si ha y, € (—1,0); quindi

n

[ -t) = explog (ﬁ(l + yi)> = exp { Zn:log(l + yi)}

=1 =1 =1

IN

exp g(—ti) = exp < - znj t>

i=1
Allora dalla (C2) si ricava, prendendo il limite per n — oo, che

n

n
0< nh_g)lo 1(1 —t;) < nh_)II;OeXp < — thl> =0.
1= 1=

3.1 Condizioni necessarie per la convergenza

Per prima cosa vediamo un teorema di Halpern[8|, in cui si dimostra che le
condizioni (C1) e (C2) sono necessarie, nel senso che per ogni sottoinsieme
chiuso e convesso C' di uno spazio normato X e per ogni mappa non espan-
siva T : C' — X tale che Fiz(T) # 0, se l'iterazione di Halpern (xy,)nen
converge ad un punto fisso di T" allora la successione (t,)nen deve soddisfare

le condizioni (C1) e (C2).

Teorema 3.3. Sia (tn),en+ una successione di numeri reali in [0,1], dotata
delle sequenti proprieta: se C' é un sottoinsieme chiuso e convesso di uno
spazio normato X e T : C'— X é una mappa non espansiva, dato & € C, se
la successione di Halpern definita da

r1 =1z, Tn+1l = tpgr121 + (1 — tn+1)T(xn) VYn € NT

converge ad un punto fisso per T', allora:

lim t, =0, (i)
[Ja-t) =0 (ii)
=1

Dimostrazione. Osserviamo che, grazie all’osservazione 3.2, la (ii) é equiva-
lente alla condizione (C2).

Per stabilire se una condizione ¢ necessaria basta considerare un caso parti-
colare.

Possiamo scegliere X =R, C ={y € X ||yllx <1}, 21 = -1ed T(z) = 1
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3.1. Condizioni necessarie per la convergenza

per ogni x € C.
Abbiamo dunque che la successione di Halpern (z,,),en+ € equivalente a

z, =1—2t, Vn > 1.

Poiché I'insieme dei punti fissi di 7" & Fiz(T) = {1}, dire che la successione
(Tn)nen+ converge ad un punto fisso di 7', equivale a dire che

lim z, =1—2 lim ¢, =1,
n—oo n—oo

cioé limy, o0 ty, = 0.

Abbiamo quindi verificato che la (i) & una condizione necessaria.
Prendiamo ora X =R, C = {y € X ||ly[lx <1}, 21 = —1 e T(z) = —x per
ogni x € C.

Abbiamo stavolta che la successione (z,),en+ € equivalente a

Ty = —lp— (1 - tn)xn—l - (1 - tn—l)xn—Z)

= —tp—tplp-1+tn-1+ (1 - tn)(l - tn—l)xn—Q

n
= g(tn,...,t s | ()
=1

dove g(tyn,...,t1) ¢ una funzione polinomiale in n variabili, nulla nell’origine.
Quindi, se la successione (z,),en+ converge ad un punto fisso di 7', essendo
Fix(T) = {0}, si deve avere che

n
. L K _
nh_}rxgoxn = nh_)n(log(tn, . )+nh_>n§o 1_11 (1—t)
1=
Dalla (i) segue che lim, o0 g(ty, .. .,t1) = 0, dunque deve valere

o0

[Ja-t) =0

=1

Anche la (ii) &, quindi, una condizione necessaria.

O

Rimane tutt’oggi aperta la questione se le condizioni (C1) e (C2) sono,
oltre che necessarie, anche sufficienti a garantire la convergenza delle itera-
zioni di Halpern.

Fino ad ora é stato dimostrato che si ha la convergenza sotto un’ulteriore
condizione, condizione che cambia, come vedremo nei prossimi paragrafi, in
base alla scelta dello spazio X.
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Capitolo 3. Iterazione di Halpern

3.2 Condizioni sufficienti per la convergenza dell’i-
terazione di Halpern

3.2.1 Introduzione

Vediamo ora cosa sappiamo dire riguardo la convergenza del processo itera-
tivo di Halpern (x5, ),en+, in particolare quali sono le condizioni di controllo
sufficienti per la successione (t,),en+ C (0,1) e quali ipotesi dobbiamo fare
sulla struttura dello spazio normato X, affinché la (z,) converga ad un ele-
mento di Fiz(T) .
Lions [14] verifica che se X ¢ uno spazio di Hilbert e la (¢,),en soddisfa,
oltre alle condizioni necessarie (C1) e (C2), anche la condizione

(C4) lim I

n—o00 tn+1

la successione (3.1) converge ad un punto fisso per 7.
Questa condizione limita la scelta della successione (t,),cn+: non permette
infatti di fare una delle scelte pitl naturali, considerare, cio¢, la successione
(%)nENJr .
Questo risultato é stato migliorato: vedremo infatti che, dato sottoinsieme
C' chiuso e convesso di uno spazio di Banach X, se T': C — X & una mappa
non espansiva e (f,),en+ € una successione che soddisfa (C1) e (C2), allora
la successione di Halpern (z,),cn+ converge a un punto fisso per T se:

(1) X é uno spazio di Hilbert e (¢,),en+ soddisfa anche la condizione
o
(CS) Z ’tn—&—l - tn| < 00,
n=1

(2) X ¢ uno spazio di Banach uniformemente liscio, T(C) C C e (tn)pen+
soddisfa anche la condizione

tn —t
(C5)  lim "t

n—00 tn+1

Osserviamo, con l'aiuto di alcuni esempi, che le condizioni di controllo
in generale non sono comparabili: esistono infatti successioni che soddisfano
I’'una ma non 'altra e viceversa.

L’unica dipendenza ovvia é:
(C4) = (Cb),

mentre il viceversa non & vero.
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Esempio 3.4. Mostriamo una successione che verifica (C1), (C2), (C3) e
(C5), ma non (C4).

Consideriamo la successione
1
th = —, n € N.
n
Verifichiamo:

1
(C1) hm t, = lim — =0,

n—oo n
(C2) Ztn_Z——+oo,
n=0
(©) St —t= 3|ty - 1] = Xt <+
— — _ — | = — o0
w1 = ol n+1l n n(n+1) ’
n=1 n=1
t 1 1
(©5)  lim = lim 2 4 fim - =1,
n—o00 tn+1 n—soo n n—oo n

Non vale invece

bty —t 1 1 1
(C4) lim %: lim (n + 1) [—} =1+ lim — #0.

n—00 il n—00 n n+1 n—00 N

Esempio 3.5. Mostriamo una successione che verifica (C1), (C2) e (C3),
ma non (C5) e quindi neanche (C4).

2 sen=2" meN

L sen#2" meN
=17
2m

Vale ovviamente (C1).
Verifichiamo che vale (C2):

> 1 =1 &1
I S S S
n=1 n#£2™m n#£2™m n=1 m=0
meN meN
quindi la serie diverge.

Verifichiamo che vale (C3):

e senF£2™ 2™ —1 per ognim € N:

Z|tn+1—tn :Z(nl—i—l)<+oo

n=1

e se n = 2" quindi (n+ 1) # 2", per ogni h € N* e (n+1) = 2™ + 1:

X Hm

oo
2
nz::l‘tn-l-l_tn‘ Z’ 2m+1|<z47m<+oo
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Capitolo 3. Iterazione di Halpern

e sen=2"—1,quindi (n+1) =2":

D ltn—tal =Dl = g < Zm<+°°'
n=1 m=0 m=0

Verifichiamo che non vale (C5):
consideriamo n = 2™, quindi (n + 1) # 2", per ogni h € Nt e dunque
avremo (n+1) =2" 4 1.

.t .2 . 2m 41
lim —— = lim 2—m-(2m—|—1): lim ———b =2# 1.

n—00 ty 41 m—00 m—oo 2Mm—

Questo caso ¢ sufficiente, perché il limite, anche se esiste, € diverso da 1.

Esempio 3.6. Resta da far vedere una successione che verifica (C1), (C2),
(C4) e (C5), ma non (C3).
1

Per semplificare la scrittura poniamo a = 3 e definiamo la successione:

1
a_p—a
tn n n

se n € pari

ﬁ sen e dispari

Valgono ovviamente (C1) e (C2).
Verifichiamo che vale (C4) e di conseguenza (C5):

e se n = 2k, con k € N allora t,, = na_iln_a mentre t, 41 = n%, dunque
t, —t 1 1
lim 2>— "t ymop2e—— =
n—00 tn—l—l n—00 nt —n—a ne

—a
. n . 1
= llm n2a _— = llm _— = 0
n—oo na(na — n_a) n—oo nd — n~=a

® Sen = 2k+1, con k € N allora tn = ﬁ mentre tn+1 = m,

dunque

. tp—thp
lim > "" 5 ntl
n—o00 tn+1

. a —a12 1 1
= Jim [(n+1)" = (n+1)77] [(n—l)“_(n—&—l)a—(n—i-l)—“]

= lim [(n+1)* - (n+1)77] [

n—oo

(D=1 (ak
(n—1)°

1) 2M
< lim (”+1)[(n+1)a—(n—1)a] < lim ——— =0

~ n—oo (n — )a ~ n—oo (n — 1)1*a
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Verifichiamo inoltre che la (C3) non ¢é verificata:

o
> ltngr —tal >
n=1

Y

1 1
[tonsr — tonl = D | — — |
— (2k)*  (2k)* — (2k)

(2k)~@
(2k)[(2k)s — (2k) 9]

1
(2k)3a[1 — (2k)—24]

ST

= +OO7

e
Il
—

s ha s 1
poiché a = 3 < 1.

3.2.2 Convergenza in spazi di Hilbert con condizioni di con-
trollo (C1), (C2) e (C3)

Uno dei pit importanti risultati sulla convergenza delle iterazioni di Halpern
in spazi di Hilbert ¢ stato raggiunto da Wittmann [18|. Egli dimostra che se
la successione (ty,),en+ soddisfa le condizioni (C1), (C2) e (C3), 'iterazione
converge ad un punto fisso della mappa data. Osserviamo che la successione
(L )nen+ verifica queste condizioni.

Risultati preliminari

Proposizione 3.7. [13]

Sia C un sottoinsieme chiuso e convesso di uno spazio di Hilbert H e sia
T :C — C una mappa non espansiva.

L’insieme dei punti fissi per T, F = Fix(T), ¢ un sottoinsieme chiuso e
convesso di C.

Dimostrazione. Se F = () oppure ha un solo elemento la tesi ¢ banalmente
vera.

Siano z, y € F. Sia z € C' una loro combinazione convessa, cioé¢ esiste A €
(0,1) tale che z = Az + (1 — A\)y. Supponiamo per assurdo che z ¢ F', cioé
T(z) # z. Questo implica che T'(z) non appartiene al segmento che unisce z
e y, altrimenti dovremmo avere che

IT(z) = T(@)ller > |z = 2la oppure  |T(2) = T(W)ller > lly — 2llm-
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Capitolo 3. Iterazione di Halpern

Ma questo contraddice I'ipotesi che T sia non espansiva. Quindi,

o —zllm + 1z —yla = le—yla <lz-TElz+1T) -yl
= |T(x) =T e +1T(z) = TW)lla
< le—2lla + 1z —yla

Si ha la disuguaglianza stretta perché appunto 7'(z) non giace sul segmento
che unisce x e y, ma cid costituisce una contraddizione, quindi abbiamo
verificato che z € F.

O

Proposizione 3.8 (Minima Norma). [2/
Sia C un sottoinsieme chiuso e convesso di uno spazio di Hilbert H.
Allora per ogni x € H esiste uno ed un solo xo € C tale che

|z —zollg < ||z —yl|lu Yy € C.

Tale elemento si chiama proiezione di x sul convesso C e lo indicheremo
con P(x).

g

La proprieta di minimalita della proiezione di un elemento di uno spa-
zio di Hilbert su un suo sottoinsieme convesso si traduce nella seguente
caratterizzazione:

Proposizione 3.9. [2/

Sia C' un sottoinsieme chiuso, convesso e non vuoto di uno spazio di Hilbert
H, siano x e xg € C.

Risulta xo = P(x) se e solo se xq verifica la sequente disequazione variazio-
nale:

JJ()EC
(x —x0,y —w0)g <0 VyeC.

Proposizione 3.10. [13/

Sia C un sottoinsieme chiuso, convesso e non vuoto di uno spazio di Hilbert
H e siaT:C — C una mappa non espansiva.

Se una successione (xn)nen € C converge debolmente a p, cioé x, — p, e
limy, o0 |20, — T'(x0)|| = 0, allora T(p)=p.
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Dimostrazione. Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:

(T'(z) =T(xn),z —wn)g < [(T(2) = T(xn), 2 = n)nl

IN

Iz = @allullT(z) = T(@n)llmr < ||z —allf
Da cio segue che
Iz = zallt > (T(2) = T(x0), 2 — ),

che implica
(e =T(2)] = [xn — T(xn)], 2 — xn)g > 0.

Per n — oo, dalle ipotesi fatte, abbiamo che
(z=T(2),z—p)w >0 Vz e C. (3.2)

Ma C' ¢ un insieme chiuso e convesso, quindi se consideriamo z) = (1—\)p+
AT (p), con A € (0,1), questo sard un elemento di C. Quindi la (3.2) vale

anche per z), cioé
0 < (2x=T(2x), 2a=p)r = (2ax—T(22), =A(p=T(p)))r = =Maa=T(22),p—T(p)) -

Quindi
(za =T(20),p —T(p))m <O0.

Ora, prendendo A — 0 si ricava la tesi, infatti zy — p e la precedente, essendo
T continua, diventa

(p—=T(p),p—T/P)u <0,

quindi p = T'(p).

Teorema di convergenza

Ora abbiamo tutti gli strumenti per vedere il risultato sulla convergenza di
Halpern ottenuto da Wittmann:

Teorema 3.11.
Sia C un sottoinsieme chiuso e convesso di uno spazio di Hilbert H e sia
T :C — H una mappa non espansiva tale che

F=Fiz(T)={z € C|T(z) =z} #0.
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Capitolo 3. Iterazione di Halpern

Sia inoltre (tn)pen+ una successione in [0,1] tale che

(C1): lim t, =0, (i)

n—oo

(C2): Ztn = 00, (ii)
n=1

(C3): Y ltnt1 — tn| < oo (iii)
n=1

Allora per ogni T € C la successione (3.1) di Halpern (zp)pen+, definita da
T = I, Tpt1 = tpp121 + (1 — tpp1) T (z0),
converge alla proiezione P(Z) di & su Fix(T).

Osservazione 3.12. C non & necessariamente limitato, quindi il teorema
1.10 non ¢é applicabile e 'ipotesi Fix(T) # () & necessaria.

Dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione per passi.
Assumiamo inizialmente che 0 € F'.

(1). Dall’osservazione 3.2 e da (ii) segue che

n

1i_)m (1—-t;)=0 Vm > 1. (1)

(2). Dimostriamo che la successione (zp),en+ ¢ limitata.
Per cominciare osserviamo che:

IT()llx < llzllx, VeeC.
Infatti poiché 0 € Fixz(T)
IT(2)][x = [IT(x) = Ollx = [1T(x) = T(0)[|x < [lz]lx-

Verifichiamo per induzione che la successione di Halpern (z,,),cn+ € limitata.

In particolare vale la seguente
[znllx < llzallx Vo >1. (2)

Il caso n =1 & banale.
Supponiamo che |z,||x < [|z1]|x con n > 1 e dimostriamolo per n + 1. Per
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la disuguaglianza triangolare abbiamo infatti

[zniillx = Iltnprzr + (1 = tne)T(2n)llx

IN

tnrillzllx + (T =ty ) [|T(20) [ x

IN

tnrillz1llx + (1= tny1)llonllx

< tppallrllx + (U= tagn) lo1llx = [zl x

(3). Dimostriamo che

lim ||zpt1 — xn||lg = 0. (3)
n—oo
Sfruttando la (2) e il fatto che T' & non espansiva, risulta che per ogni n > 1

[Zn+1 — znllm =

= [[tnt121 + (1 = tns1)T(2n) — thwr — (1 = )T (@n-1) |l

< tnt1 — tal |21/l + (1 = tng )T (20) — T(20-1) |1
Htns1 — tal 1T (@n-1)l

< ltnt1r — tal |21/l + (L = tng1) |0 — T |l1 (4)
+tnt1 — tal lzn-1ll

< tnt1 = tal |21/l + (L = tng1) |0 — Tl 1
Fltn+1 = tal |21l

=2ltnt1 — tol lz1llg + (1 = tos)l|lzn — 2n-1llu-

Per ogni m > n, riapplicando (m + 1 — n) volte la (4), ricaviamo che

[mir = 2mllr < 20tmer = bl [21llg + (1 = tmgd) [l2m — 2 ||

<
m m

< 2 [ty —til @1l + l|lzn — zaalla [[(1—tis0)
i=n i=n
m m

< 2> ftopn — il e m + 2 el [T = tivn)-

i=n i=n

Quindi dalla (1), otteniamo che:

oo
lim sup [[@mi1 — Zmllg <2 |tiyr — til [J21]l o (5)
m>n

n—r00 4
i=n
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Capitolo 3. Iterazione di Halpern

Prendendo n — oo, si ricava, dalla (iii) e dalla (5), che
nlggo [#n41 — @nllm = 0.

(4). Verifichiamo che limy,—, ||z — T'(2)| i = 0.
Per ognin >1

[2ns1 = T(@ni)g = [0t — (1= tnp)T(@n) + (1 = tng1)T ()
— tn1T(2n41) + tn1 T(@ng1) = T(@ng)|
< znsr = (X = tnp) T(@n) g + (1 = top )| T (2n41) — T(@n) |1
+ b | T (@) | 1
< [tz + (1 = tng1)T(zn) — (1 = tp )T () |
+ (1 = tny)|Tnt1 — zollg + tosr|lzns1
< tpprllzllg + (1= top)[@n — znlla + tosallz e

= 2tnpallzallg + (1 =t l[€n1 — 2nllm

Combinando questo risultato con la (3) e con la (i) otteniamo
lim [[#e1 — T@ns1) i = 0. (©)
n—oo

Per la proposizione 3.7 sappiamo che F' é un sottoinsieme di C' chiuso e
convesso, abbiamo supposto che 0 € F, quindi abbiamo anche che F' # 0.
Dunque la proposizione 3.8 ci assicura che, per ogni £ € C, la proiezione
P(z) di Z su un insieme chiuso e convesso I ¢ tale che

1z = P(@)|x < Iz —ylla Vy € F. (7)

Come abbiamo visto nella proposizione 3.9, la proiezione P(Z) soddisfa
la seguente
(y—P(x),z — P(x))g <0 VyeF. (8)

(5). Dimostriamo che:

limsup(T(z,) — P(z),z — P(Z))u <O0. 9)

n—o0

Supponiamo per assurdo che la (9) sia falsa, ma allora esiste D € Rt e
una sottosuccessione (z,, ) tale che

lim (T(2,) — P(%),% — P(Z))y = D > 0.

k—o0
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Ma noi sappiamo che, se X ¢ uno spazio di Banach riflessivo e (2, )nen € una
successione limitata in X, esiste una sottosuccessione (xy, )ren di (Zn)nen
che converge debolmente in X ad un elemento z € X. Quindi, poiché gli
spazi di Hilbert sono ovviamente degli spazi di Banach riflessivi, a patto di

passare ad una nuova sottosuccessione, avremo che

Tny — 2, con z € H.

Dalla (6), applicando la proposizione 3.10, otteniamo che T'(z) = z, cio¢
z € F.
Inoltre, per la continuita di 7', si ha che

T(xyn,) ~T(z) = 2.
Dato che la (8) vale per ogni y € F', in particolare avremo che

0 < D = limsup(T(x,,) — P(z),7 — P(z))g = {(z — P(2),Z — P(z))g < 0.

n—oo

Siamo arrivati ad una contraddizione, quindi abbiamo verificato la (9).
(6). Dimostriamo la tesi, avendo supposto 0 € Fix(T).

La (9) ci dice che, dato £ > 0, esiste n; € NT tale che
(T(xy,) — P(z),z — P(x))g <¢ Yn > ny,
inoltre, per la (i), esiste ny € NT tale che
tollZ — P(T)||% <e  Vn>ng.
Poniamo allora n. = max{ni,na}; per ogni n > n., avremo che
|z = P@IEH = lltn+1Z + (1 = tor)T(xa) — P(@)||H
= |ltns1(@ = P(@)) + (1 — tns1)(T(an) — P@))II%
=t [T = P@|F + (1 = tasr) *|IT(2n) — P(@)I[%

+2tn+1<1 - tn+1><T(xn) - P<a_7)7j - P(E)>H

< ti-s—l Hi - P@)leﬁl + Qtn—l—l(l - tn+1> €

(1 = tni1) *||T(20) — P(2) ||
< g1+ 21+ (1= tg) | T(2n) — T(P(2) 1%
< Btppre+ (1 —to1) l|lzn — P(@)|3,
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e quindi per ogni m > ng, riapplicandola (m — n. + 1) volte, si avra

m

m m
Jem — P@)% <3 Z Q-1+ [ @-t)en - P@I3

Proviamo che

m m

Z t H (1—-t;)"<1 Ym > ne, (10)

k=ne+1  j=k+1
da cid segue
m
|zm — P@)F <3+ [[ (1—t)?lzn. — P@)|I%
Jj=ne+1

e dunque, per la (1)

limsup ||z, — P(Z)||% < 3¢, Ve >0,

m—r0o0

e cio prova il teorema nel caso in cui 0 € F.
Dimostriamo la (10) per induzione su m: se m = n. + 1 si ha banalmente

tn5+1 <1

Se la tesi vale per m, proviamola per m + 1:

m+1 m+1
o J] -2 = Z te H (1 —1)2(1 = tims1)® + s
k=nc+1 j=k+1 k=ns+1 j=k+1
< Z th H (1= ;)%(1 = tmg1) + bt
< 1—tmy1 +Htmer =1,

e la (10) e provata.

(7). Dimostriamo la tesi in generale.
Poiché per ipotesi F' # (), possiamo scegliere un arbitrario z € F e definire

C’z{x—z‘xEC} e fl@)=T(x+2)—z YzeCl.

(@Y

Ovviamente C' & ancora un sottoinsieme chiuso e convessodi H e f: C' —
€ una mappa non espansiva:

1f (@) = FWlla = 1T (@ +2) =Ty + )|l < e~y
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Avremo inoltre che f(0) = T(z) — z = 0, quindi 0 € Fiz(f).
Allora se denotiamo con (Zp),en+ la successione di Halpern rispetto alla
mappa f, possiamo facilmente mostrare per induzione, posto #; = Z, che

Tp = Tp — 2, Vn > 1,

conxry =+ z.
Il cason =1 ¢é banale, infatti z =21 =21 —2=Z+2z—2=1T.
Supponiamo che Z,, = x,, — z per n > 1 e dimostriamolo per n + 1:

Fnt1 = tpa@1 4 (1= tni1) f(T0)
= ty1Z + (1 — toy1) flzn — 2)
= tn1@+ (1= tner) (T(xn —a4z)— z>
= tpt1(@T+2)+ 1 —tpy1)T(xy) — 2
= tpr121 + (1 —tpy1)T(zp) — 2

= Tnt1l — -

Applicando alla f il caso speciale dell’asserzione appena dimostrata si
ottiene il caso generale.
O
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Capitolo 3. Iterazione di Halpern

3.2.3 Convergenza in spazi di Banach uniformemente lisci
con condizioni di controllo (C1), (C2) e (C5)

Un altro importante risultato relativo al processo iterativo di Halpern é ot-
tenuto da Xu [19], [20] nel 2002. Prima pero vediamo alcuni strumenti che
ci serviranno per la dimostrazione del teorema di convergenza.

Mappa di dualita

Definizione 3.13. Sia X uno spazio normato reale e sia X* il suo duale.
Chiameremo mappa di dualita di X in X* Uapplicazione F : X — P(X™)
definita da

F(z) = {¢ € X*| f(2) = (¢,2) = |lallk = |¥l}k-} VeeX.

Definizione 3.14. Sia X wuno spazio normato reale, sia X* il suo duale e
sia f: X = R una funzione convessa. Chiameremo sottodifferenziale di
f la funzione Of : X — P(X™) definita da

Of (wo) = {vp € X*| f(x) — f(wo) = (¢, x — o) V& € X} Vo € X.

Come prima cosa osserviamo che la mappa di dualita é equivalente al
sottodifferenziale della funzione convessa % : X —» R

Proposizione 3.15. Sia X uno spazio normato reale e sia X* il suo duale.

Allora

_ plzlx
F(zx)=0 5 Vo e X.

Dimostrazione. C: Sia xg € X e supponiamo che ¢ € F(zg), cioé (¢, zg) =
|zoll3 = [|%]|%+- Dimostriamo che questo implica ¢ € 6%. Infatti, sfrut-
tando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e ricordando che 2||z|| x|y x <
lz||% + llyll%, risulta che per ogni z € X

2 2
To||x + ||z
Wa) < el lellx = llzollx |zl x < ||HX2H||X

[E A E: 1
O X — 0} + 5 (lallk — o).

= |lzollk —

In altre parole
1
(, ) — (¥, 20) < §(II$II§< — [loll%),

2
il che mostra che ¢ € 6%.

2
D: Sia zg € X e supponiamo ¥ € 8%, cioé
1
W,z = z0) < S(|l2l% — llwoll%), Ve X (3.3)
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Prendiamo = = xg + Av, dove A € RT e v € X. La disuguaglianza (3.3)
diventa

(lzo + X% = [loll%)

A, v)

IN

IN

[(llzollx + Allvllx)* = llzoll]

N~ NI~ N

(Mol + 2Al[ollx [lzollx),
e quindi

(6,0} < A + Jollxlzollx-
Con —wv al posto di v si deduce allora

1
[, 0)] < Al + [lvllx ol x,

eper A — 0T
[, 0)| < lzollxllvllx,  VveX. (3.4)

Se invece poniamo nella (3.3) x = (1 — \)xg si ricava

1
=M wo) < (1= Naollk = llzol%)

1

= (= N)woll% = lloll%)

1

= S(=2A+ N)llzollx = llzoll%)
1 2 2 2

= N laollx = Allzollx-

Dividendo per A e prendendo A — 0T si otterra

(¥, o) > ol (3.5)

Combinando la (3.4) e la (3.5) abbiamo che

(W, w0) = zollk = lvl%-

cioé 1 € F(xp).
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Nel nostro caso stiamo considerando non generici spazi di Banach, bensi
spazi di Banach uniformemente lisci, definizione 1.6, quindi ci interessa co-
noscere le proprieta della mappa di dualitd F' quando il suo dominio é uno
spazio di questo tipo.

Avremo che F' ¢ a valore singolo, cioé, per ogni € X, F(z) = {¢}, e inoltre
¢ una funzione uniformemente continua su ogni sottoinsieme limitato C' C X,
ciog, per ogni € > 0, esiste > 0 tale che

z,yel, lr—ylx < = |F(z)-Fy)lx- <e

Lemma 3.16. Sia X uno spazio di Banach uniformemente liscio. Allora la
mappa di dualita F' & a valore singolo.

Dimostrazione. Ricordiamo intanto che se X é uniformemente liscio allora,
per il teorema 1.12, X* & uniformemente convesso.
Vogliamo dimostrare che, per ogni x € X, 'insieme

F(z) = {f € X*[{f,2) = |2|% = I fI%-}

& composto da un unico elemento.

Se x = 0, per definizione, abbiamo che F'(0) = {0}.

Supponiamo allora x # 0 e siano f, g € F(x). Per la disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz abbiamo

1F + gllx-llzllx = (f +g.x) = (f,2) + {g,2) = 2||z[%.

Essendo ||z||x > 0, da questa si ottiene che

1 +gllx = 2)zllx = [1F]lx- + llgllx--

Ne segue, poiché la disuguaglianza opposta non ¢ altro che la disuguaglianza
triangolare e quindi é sempre vera, che

1+ gllxs = £ llx + llgllx-

Supponiamo per assurdo che ||f — g||x+ > & per un certo € > 0. Poniamo

f:% eg:

. Avremo allora che
[l x

g9
llgll x+
- B __— €
[fllx-=1, [lgllx=1, If = gllx- > Tl
X

Allora, per uniforme convessita, dovrebbe esistere un certo § > 0 tale che

f+3
2

<1-34,
X*
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mentre, per quanto visto, si ha che

f+g L7 .
1552 =500 + 1) =1
X*
Cio ¢ assurdo, quindi ||f — g||x+ = 0.
O

Lemma 3.17. Sia X uno spazio di Banach uniformemente liscio e sia C
un suo sottoinsieme limitato. Allora la mappa di dualita F & uniformemente
continua su C'.

Dimostrazione. Abbiamo visto che la mappa di dualita é a singolo valore.
Senza perdere in generalita possiamo considerare C' = {z € X|||z|x = 1}.
Ricordiamo che X* é uniformemente convesso, quindi, fissato ¢ > 0, sia
0. > 01l corrispondente numero reale della definizione di uniforme convessita.
Siano z, y € C tali che ||z — y||x < 2J.. Allora, per definizione di F' e per la
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, abbiamo che

IF() + F(y)lx- = sup {(F(z)+Fly),u)}

flullx <1

> (F(z)+ F(y),z) = (F(z),2) + (F(y), =)

= (F(z),2) + (F(y),y) + (F(y), — y)

V

> el + Iyllx = llz = yllx | F ()l
> 2= 26lyllx =2(1 - d).

In altre parole abbiamo trovato che, dati F'(z), F(y) € X*, tali che | F(x)| x~ =
1ed ||F(y)||x+ =1, si ha che

[1F(x) + F(y)lx-
2

Z 1- 557
quindi, per definizione di uniforme convessita, si deve avere

|F(z) — F(y)||x+ <e.

Osservazione 3.18. La disuguaglianza del sottodifferenziale
lullk = [0l > 2(F(v),u—v),  Vu,veX
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implica la disuguaglianza
lz +yll%x — ek <2(F(z+y).y), Vo, yeX.
Basta infatti porre u =z +y+h,con h € C, v =x +y e si avra
lz+y+hl%x =z +yllx = 2(F(z+y),h), Yo,y heX.
Allora prendendo h = —y si ottiene proprio
2% —llz +yl% = 2(F(x+y),~y), Ve,yeX,
cioé per ogni x, y € X

lz +yl% < llzlx +2(F(z +y).9). (3.6)

Lemmi e proposizioni

Lemma 3.19. [16] Sia E un sottoinsieme separabile di uno spazio di Banach
X e sia (zp)neN una successione limitata contenuta in E.
Allora vi & una sottosuccessione (Zp, )ren di (Tn)nen tale che

af(z) = klglolO lzn, — 2|lx Vz e E.

Dimostrazione. E ¢ separabile, quindi esiste una successione (z,)men densa
in E; ciog, per ogni z € E, esiste una sottosuccessione (2, )ken di (2m)meN
tale che limy_so0 2, = 2.

Essendo (zp)nen limitata, si ha che (||zy, — 21||x)nen € limitata in R e
quindi, per il teorema di Bolzano-Weierstrass, esiste una sottosuccessione
(x%l))neN C (@n)nen tale che la successione reale (Hx%l) — 21|l x )nen converge
a un elemento A\; € R, cioé

lim [lz — 21]x = A\ € R.
n—oo

Anche (ng) — 29|/ x)nen € limitata in R, quindi, ripetendo gli stessi argo-
menti, avremo che esiste una sottosuccessione (:Ug))neN C (xgll))neN tale
che

lim H.%',(E) — ZQ”X =X € R,
n—oo
ma avremo anche

lim |22 — 21||x = A1 € R.
n—oo

Al passo k-esimo avremo che esistera una sottosuccessione
k k—1 1
(m’SL ))HEN C (xn ))nEN c...C (xv(z ))nEN - (xn)nEN
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tale che
lim [z — z]x =\ €R Vi=1,..., k.

n—o0

Consideriamo la successione diagonale (xq(ln))neN, la quale ¢ definitivamente

(k)

contenuta in (zy, )pen per ogni k € NT; dunque si ha:
lim ||z — z|lx =X\ €R Vi e N*,
n—oo
Possiamo dunque definire una funzione f : £ — R ponendo:
f(z) = lim af) = z|x, VieN
n—oo

Sia ora z € E. Allora, essendo (2, )men densa in F, esiste una sottosucces-
sione (zm, )keN € (2m)men tale che

lim z =z
m .
k—o0 k

Vogliamo dimostrare che esiste il lim,, Hx%") —z|lx = f(2).

Per prima cosa mostriamo che la successione ( f (ka)) converge in R.

keN
Faremo infatti vedere che é una successione di Cauchy su R, cioé che, per

ogni € > 0, esiste v € NT tale che:

Vh, k> v | f(2ms) = [ (2my)| <€

Per la disuguaglianza triangolare abbiamo

0 < |f(m) = f )| = Jim (24 = 2o, llx = 105 = 2m, ¢
< Hx;n) — Zmy — ngn) + kaHX - Hzmh - kaHX — 0,

dunque esiste il
lim f(zm,) =a€R.
k—o0

. . . . . n . .
Tuttavia non sappiamo ancora se esiste il lim,, Hm,(l ) z||x; verifichiamolo
calcolando il massimo e il minimo limite. Dalla disuguaglianza

|25 = 2llx = 125 = zmllx| < 12 = 2m, [,
per n — 0o, da come ¢é stata definita f, segue
Fime) = Iz = 2, llx < liminf |2 — |x

< limsup ||ar£L") —2llx < flzm) + Iz — 2mi I x-
n—oo
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Infine, prendendo il limite per k — oo, si ottiene che:
a <liminf ||z — 2| x < limsup ||z — z||x < a.
n—o0 n—00

Quindi abbiamo trovato che, per ogni z € E, esiste

~ Jim (2™ —
f(z) = lim [lay® = 2|[x.

O

Lemma 3.20. [16] Sia C un sottoinsieme chiuso e convesso di uno spazio
di Banach X uniformemente liscio e sia (Ty)nen una successione contenuta
in C tale che per ogni z € C esiste

£(z) = Jim [z — 2[1x.
Se f ha minimo su C in u allora

limsup (F(z, —u),z —u) <0, Vze O,

n—oo

ove F' ¢ la mappa di dualita.

Dimostrazione. Siano z € C e t € [0,1[. Poiché X ¢ uniformemente liscio,

la mappa di dualita F' é a valore singolo e coincide con il sottodifferenziale
. 2 . . . . .

6%. Quindi, se consideriamo zy = x, — tu — (1 — t)z € C, si ha per

definizione di sottodifferenziale

2F (x, — tu — (1 — t)2) € A||xp — tu — (1 — 1)z %

ponendo x = x,, —tu— (1—t)z+(1—t)(z —u), si trova xr —xg = (1 —t)(z —u),
da cui

2(F(xg),x —x0) =2(F(xp —tu— (1 —t)2),(1 —t)(z —u)) <
<lan —tu = (1 =tz + (1= t)(z = w)X = lan —tu— (1= 1)2|%
= llon = ullk = llzn — tu— (1 = )] %,
1
(F(xp —tu— (1 —1t)2),2 — u) §m

Per uniforme continuita, dato € > 0, esiste 6. > 0 tale che

o —ullk = llzn —tu—(1-1)2[% ]

1—t<é: = |F(zp —tu— (1 —1t)z) — F(x, —u)|| x« <&
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percid, per ogni n € N e per z € C fissato, si ha per la disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz

| (F(zn —tu— (1 —t)2) — Fz, —u),z —u) | <

< P, — tu— (1= )2) = F(an — )|l

z—ullx <elz—ulx,
per cui per ogni n € N e per ogni t € [1 — ., 1]

(F(xp —u),z—u) <e¢|lz—ullx + {(F(xp, —tu— (1 —1t)2),z —u)

1

T 2n — ullx = llon — tu — (1 —t)2|I%

<ellz —ullx +

Per n — oo, ricordando che per ipotesi f(u) = ming f, si ottiene

limsup (F(z, —u) — 2z —u) <

n—oo

1

< — -

[£(0)? = fltu+ (1= 1)2)%| < ez~ ullx.

e poiché questo vale per ogni € > 0, la tesi é dimostrata.
O

Lemma 3.21. Sia C' un sottoinsieme, non vuoto, chiuso e convesso di uno
spazio di Banach X uniformemente liscio e sia T : C — C una mappa non
espansiva tale che F = Fix(T) # ().

Per ogni x € C e k € (0,1), la contrazione Ty, : C' — C definita da

Ti(u) = kx + (1 — k)T (u),

ha un’unica soluzione uy, dipendente da x.
Consideriamo una successione (kp)nen C (0,1), tale che limy, o0 ky = 0, €
la successione (un)pen+ = (Uk, )nen+, contenuta in

K={u,eC ‘ T (ur) = uy per un certo k € (0,1)} C C.
Se v € Fix(T) allora, per ogni x € C, si ha
(U, — , F(un —v)) <0.

Dimostrazione. Osservo che essendo T' non espansiva, per ogni y, w € C,
otteniamo

(T(y) = T(w), Fly —w)) < [T(y) = T(w)|x [ F(y — w)|x*
(3.7)

< ly = wlixlly —wlx = lly - wlx

o1



Capitolo 3. Iterazione di Halpern

Allora, se v € Fiz(T), e si ha che
(Up —, F(up, —v)) = (knz+ (1 —kn)T (un) — x, F(u, —v))
= (1= kn)(T(up) —x, Fu, —v))
= (1= k) (T(un) = T(v), F(un —v))
+(1 = kp)(v — z, F(up — v)).
Dunque applicando la (3.7)
(tn — 2, Pl —v)) < (1= h)Jun — 0% + (1 = kn){o — 2, Fun — 0))
= (1= kn)llun = vlI% + (1 = kn)(v = tn, Fup — v))
+ (1 = kp)(up — x, F(uy —v))
= (1= kn)llun —vllx — (1= kn)llun — vl%
+ (1 = kp)(up — x, F(uy —v))
Pertanto per ogni x € C
kn(un — x, F(u, —v)) <0.
Essendo 0 < k, < 1 si ottiene la tesi. ]

Proposizione 3.22. [15]
Sia C' un sottoinsieme, non vuoto, chiuso e convesso di uno spazio di Banach
X uniformemente liscio e sia T : C — C una mappa non espansiva tale che

F = Fia(T) # 0.
Per ogni x1 € C e k € (0,1), sia T, : C' — C' la contrazione definita da

Ti(z) =kx1+ (1 —k)T(x) VzeCl.
Allora, se chiamiamo uy, € C l'unico punto fisso della mappa Ty, si ha
lim uy, = z, con z € Fiz(T).
k—0

Dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione per passi.

(1). Verifichiamo che I'enunciato abbia senso, cioé¢ che Ty(x) € C, per
ogni z € C, e che T} sia effettivamente una contrazione per ogni k € (0,1).
Per ogni « € C, poiché C' ¢ chiuso e convesso e T'(x) € C per ipotesi, Tj(x)
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¢ combinazione convessa di elementi di C' e quindi T (z) € C.

Inoltre
[Th(2) = Te(y)llx = (1 = B)IT(x) = T(y)llx < Al —yllx,
con A= (1—k) e (0,1).
Consideriamo 'insieme dei punti fissi delle mappe T} al variare di &k in
(0,1), cioeé
K = {uy, € C|Ty,(uy) = ug per un certo k € (0,1)} C C.

(2). Sia (kp)nen una successione contenuta in (0, 1), con lim,ecqo ky = 0.
Consideriamo la successione (uy,),en+ = (Uk, Jnen+, contenuta in K.
Verifichiamo che ¢ limitata, in particolare dimostriamo che

llunllx < lz1]x, Vn > 1.
Per cominciare osserviamo che:
IT(@)|lx < |zllx, VzecC.

Infatti, poiché Fiz(T) # ), possiamo supporre, a meno di una traslazione,
che 0 € Fiz(T), quindi

IT(2)][x = [IT(x) = Ollx = IT(x) = T(O)][x < [lzllx-

Da cio, ricordando che, per ogni n > 1, u, € punto fisso della contrazione
T, , ricaviamo che

lunllx = [Tk, (un)llx = [lknw1 + (1= k)T (un)l x

< knlleallx + (= k)T (un)llx < Enllzallx 4+ (1 = kn)llunllx-
Essendo k, # 0 per ogni n > 1, ottengo che
[unllx < [lz1]lx.

(3). Dimostriamo che limy, o0 ||un, — T'(up)||x = 0.
Intanto osserviamo che, essendo (uy, ),en+ una successione limitata ed avendo

visto che ||T'(z)||x < ||z||x per ogni z € C, anche la successione (T(un))n€N+

sard limitata.
Si ha inoltre, essendo Ty, (un) = Uy, che

Un —T(un) = tn— (kn21 + (1 — k)T (un)) + knz1 + (1 — kp) T (up) — T(up)
= up — Tk, (up) + knzy — knT(uy)
= ka1 — kT (un).
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Poiché(ky, )nen € infinitesima e la successione (T'(uy,)),en+ € limitata, abbia-
mo che

lim |lu, — T'(un)||x = 0.
n— oo

(4). 11 convesso C verifica le ipotesi del lemma 3.19, dunque esiste una
sottosuccessione (un, )pen+ C (Un)nen+ tale che

Vze O, Elhli_{glo |lun, — 2| x-
Allora definiamo la funzione f : C' — R nel seguente modo
f(z) = lim ||u,, — 2|x, Vz e C.
h— 00

Questa funzione ¢ continua e convessa, infatti per ogni ¢ € [0, 1] e per ogni
z1, 22 € C, si ha:

f((L=t)z +tz) = hli_}n;() l|un, — (1 —t)z1 —tza||x

< lim [[(1 = t)up, — (1 —t)z1||x + lm |[tuy, — t22]x
h—o0 k—o0

= (1—1t) lim |lup, —z1l|lx +t Um |ju,, — 22|/ x
h—o0 h—o0

= (1—=1t)f(z1) +tf(z2).

Ma una funzione, definita in un insieme C, chiuso e convesso, continua,
convessa, limitata inferiormente e che tende a +o0 per ||z||x — oo, ha minimo
in C. Poniamo quindi

Co = {z € C| f(@) = inf ()},

(5). Vogliamo applicare il teorema 1.16 alla mappa T‘ G Co— X.
Per essere nelle ipotesi del teorema dobbiamo mostrare che Cj é un sottoin-
sieme di X, chiuso, convesso limitato e T-invariante. L’ipotesi di minimalita
non crea problemi, infatti, anche se Cy non fosse minimale, conterra, per
il lemma di Zorn, un sottoinsieme C’ C Cj convesso, chiuso, invariante e
minimale. Allora per il teorema 1.16, esiste u € C’ tale che T'(u) = u. In
particolare u € Cy.
Verifichiamo che Cy é convesso.
Siano x, y € Cp, dunque f(z) = f(y) = inf,cc f(2), esia 0 < A < 1, avremo
che Az + (1 — \)y € Cy, infatti essendo f convessa

fQz+ (1= Ay) =Af(z) + (1= A)f(y) = inf f(z).

zeC
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Vediamo inoltre che & T-invariante. Sia u € Cp, vogliamo dimostrare che
T'(u) € Cy. Poiché limy_yo0 kp, =0, si ha

f@() = lm [lun, —T(u)llx = lm [Ty, (un,) =T (w)]x
—00 h—o0
= tim [ 21+ (1= Fi ) T(um,) = Tw) | x
< lim ko = T(un,)llx + lim [T (up,) — T'(u)llx
h—o00 h—o0
<l fun, —ullx = f(u)

Ma f(u) = inf,cc f(2), quindi abbiamo verificato che T'(u) € Cp.
Dunque siamo nelle ipotesi del teorema di Baillon, questo ci assicura che
esiste u € C tale che

u € Cp, cioe f(u) = ingf(z) e u € Fiz(T), cioe T'(u) = u.
ze

(6). Infine dimostriamo che limy_,o ux = 1.
Possiamo utilizzare il lemma 3.20, infatti abbiamo che C' ¢ sottoinsieme
chiuso, convesso e limitato di X uniformemente liscio. Inoltre abbiamo una
(tn,, Jnen+ C C tale che, per ogni z € C, esiste

f(z) = i |lug, —z2[|x.
h—00
Allora, dato w € C elemento minimo in f, per il lemma 3.20 abbiamo che

limsup (z — @, F'(up, —a)) <0, Vz e C.

h—o0

D’altra parte, per il lemma 3.21 abbiamo che
(up, — 2z, F(uy, —u)) <0, Vze C.
Da queste due disuguaglianze otteniamo che
lim wy, = u.
h—o00
Per completare la dimostrazione, supponiamo che u,,, sia un’altra sottosuc-

cessione tale che

lim w,,, = w,
t—00

con w € Fiz(T). Ma allora
(t—2z,F(u—w)) <0,
(w—z,F(w—u)) <0,

pertanto u = w. O
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Lemma 3.23. Sia (ap)nen una successione di numeri reali non negativi che
soddisfa
nt1 < (1 - an+1)an + an—f—lﬁn-‘,—l Vn > 0, (38)

dove (o) nen € una successione in (0,1) che verifica la condizione di controllo
(C2), cioé

[e.9] o0

Z o; = 00, o equivalentemente, H(l —a;) =0,

=0 1=0

e (Bn)nen € una successione tale che

lim sup G, > 0.

n—o0

Allora lim,, o an = 0.

Dimostrazione. Dato € > 0, per ipotesi, esiste un intero N tale che 5, < ¢,
per ogni n > N.
Allora per ogni n > N avremo che:

an+1 < (1 — ant1)an + ant1Bnt1 < (1 — anq1)an + anqie
< (1= aps1) (1 = o) an—1 + ane) + any1e
= (1 = ant1)(l — ay)an—1
— (1= ant1)(1 —ap — e+ aptie (3.9)
= (1= ant1)(1 —an)an—1 — (1 — any1)(1 — an)e
+ (1 = apg1)e + anyie
=(1—apt1)(l —ap)an—1+e(1 —(1—an1)(1 —ay)).
Riapplicando (n + 1 — N) volte la (3.9) otteniamo che
n+1 n+1
py1 < (H(l — ozi)> an + (1 — H(l —ozi)) €,
i=N i=N

ma, per ipotesi, [[72(1 — a;) = 0, quindi ricaviamo che

limsupa, <e.
n—oo

Questo completa la dimostrazione.
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Teorema di convergenza

Ora abbiamo tutti gli strumenti per mostrare che l'iterazione di Halpern
rispetto alla mappa non espansiva T, definita in un sottoinsieme chiuso e
convesso di uno spazio di Banach uniformemente liscio, converge ad un punto

fisso di T se la successione (t,),en+ soddisfa le condizioni di controllo (C1),

(C2) e (Ch).

Teorema 3.24. [19/, [20]
Sia C' un sottoinsieme non vuoto chiuso e convesso di uno spazio di Banach

X uniformemente liscio e sia T : C'— C' una mappa non espansiva tale che
F=Fiz(T)={z e C|T(z) =z} #0.
Sia inoltre (tp)pen+ una successione in [0,1] tale che

(C1): nh—>Holo tn, =0, (1)
(C2): ) tn=ox, (ii)
n=1

(C5): lim i TIn g (i)

n—00 tn-l—l

Allora per ogni & € C, posto x1 = T, la successione (3.1) di Halpern () pen+,
definita da

Tpg1 = tnr121 + (1 — tyg1)T(xy),

converge ad un punto fisso di T'.

Dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione per passi.

(1). Dimostriamo che la successione (zp,),en+ € limitata.
Per cominciare osserviamo che abbiamo che:

I1T(z)||x < |lzllx, VxeC.

Infatti, poiché Fix(T) # 0, possiamo supporre, a meno di traslare tutto, che
0 € Fiz(T), quindi

IT(2)l[x = IT(x) = Ollx = IT(x) = T(0)]|x < [lzllx-
Dimostriamo per induzione che:
[znllx <llzillx,  Yn =1,
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Il caso n =1 é banale.
Supponiamo che ||z,||x < ||z1]|x con n > 1 e dimostriamolo per n + 1. Per
la disuguaglianza triangolare abbiamo infatti

[Zns1llx = [[tns1z1 + (1 — tng1) T (@) | x
< tngallEallx + (1= tap) [T (2n) [ x
< tosllzallx + (1 = tag) [zl x
< tpgallEllx + (1 = tag) lzallx = [zl x

Abbiamo si verifica subito che anche la successione (T'(zy,))nen € limitata,
infatti si ha che || T(z,)||x < ||znlx < ||z1]| per ogni n > 1.

(2). Dimostriamo che lim,, o ||z — T(20) ] x -

Dalla definizione si ricava

[nt1=T (2n)llx = [tn1214+ (A=t 1) T(2n) =T(2n)l x = tniallza =T (zn)llx,

allora, essendo (T'(zy,))nen limitata, dalla (ii), segue che

lim ||zpy1 — T(zn)l|x = 0. (3.10)
n—oo

Inoltre

|Znt1 — 2nllx = [tpp1z1 + (1 = tag1)T (@) — tpzr — (1 = )T (zn-1)[[x

= |tar1z1 + (1 = tnt1)T(2n) — thxr — (1 = tng1) T (Tn-1)
—(tn+1 = )T (2n—1)||x

< tnr = ol [l = T(zn—1)||x
+(1 = tp ) 1T (2n) — T(zn-1)lIx

< tngr = tal lzn = T(@p-1)lIx + (1 = tagd)[[2n — 2n1]lx.

Poniamo M = sup,,~ ||z1 — T'(zn—1)||x, dunque, essendo (T'(zp))nen limi-
tata, M < oo. Allora la precedente disequazione diventa

[Zn+1 = Zollx < [tnsr —tal M+ (1 = toi) |20 — o1l x (3.11)

Poniamo ora | |
thy1 — t
5n+1 _ Immrt ni

M, Vn > 1,
tn+1
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Avremo, dalla (iii), che lim;,_,o B, = 0. Allora la (3.11) diventa
[Znt1 = 2nllx < (1= tnga)llen — 2nallx + tnt1Brsr-
Allora per il lemma 2.7 si ha che
nh_}ngo |€n+1 — znllx = 0. (3.12)
Mettendo insieme ’equazione (3.10) e (3.12) si ottiene la tesi, infatti

lim [[zn41 — T(znr)llx = lim [[zn — T(zn) + T(2n) — T(wn41) |l x

n—oo n—o0

<t g — Ty + lim = 2ol

= 0.

(3). Sia k € (0,1) e 2, € C il punto fisso della contrazione Ty, : C — C
definita da

Ti(x) =kxy1 + (1 —k)T(x) VxeC,

allora per il lemma 3.17, esiste limy_,o 2 = z, con z € Fix(T).
Verifichiamo che

limsup (F(z, — 2),x1 — 2) <0.
n—oo
Poiché z, = kxq + (1 — k)T'(z) si ha che
Iz = znll % = Ik(z1 — 20) + (1 = B)(T(2k) — ) I%-

Pertanto, utilizzando la disuguaglianza (3.6) con

T = (l_k)<T(zk)_xn)v y:k(xl_xn)y = TH+Y =2 Tn,
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si ricava

ok = zallx < (1= k)?IT (k) = @nllX + 2k (F (21 — 20), 21 — 20)

2
< (A= kP[IT() = T(an)llx + |7 (@) = wallx]
+2k (F (2 — xn), (1 — 2k) + (25 — @)
< (1= 2 [lok = anllx + 1T () = zallx]

+2k [sz — x|k + (F(z — ), 71 — Zk>]
= (L+E)|lzk — znllX + 2k (F(z — on), 21 — 2)
+(1 = k)*2||zk — @l x| T () — 2nllx
+(1 = k)T (xn) — 2%
< A+ E) |2k — wnllk + 2k (F2e — 2n), 21 — 21)
FT (2n) = wnllx | 1T (2n) = znllx + 2[|2k — wn\lx} :
Quindi svolgendo i calcoli si ottiene
2k (F(xy — 21), w1 — 21) < k2|21 — %
T (xn) = 2allx 1T (2n) — 2nllx + 2[|zk — znllx |,
pertanto, dividendo per 2k # 0 si ha
(Flen— 2,21 — ) < &l — zallk

”T(xn) - xn”X
* ok

1T (2n) = @nllx + 2llzk — 2nllx |-

Prendendo il massimo limite per n — oo

t
limsup (F(zy, — 2x), 1 — 2;) < limsup §||zk —zal%- (3.13)

n—oo n—oo

Per il lemma 3.17 sappiamo che la mappa di dualita F' ¢ uniformemente
continua su ogni sottoinsieme limitato di X, mentre per il lemma 2.6 abbiamo
che

lim 2z = z, con z € Fiz(T).

k—0
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Dunque la (3.13) diventa

lim sup (F(x, — 2),z1 — 2z) < 0.

n—oo

(4). Verifichiamo infine che lim,, o x, = 2.
Per definizione

Tnt1 — 2 = tnp1 (21 — 2) + (1 = tny1)(T(2n) — 2).
Pertanto, utilizzando la disuguaglianza (3.6) con
v=1=tn1)(T(wn) = 2), y=tasi(r1—2), = T+y=an1—2
si ricava
Jmsr — 203 < (1= tas1) 2T @n) — 2% + 2t (Flanss — 2), 21— 2).

Poniamo
Brn i =2(F(py1 — 2),21 — 2) .

Per quanto visto nel punto precedente, vale che

limsup 5, <0,

n—o0

quindi possiamo applicare il lemma 3.23 alla successione (||, —z||)nen, infatti
si ha che

21 = 2% < (1= tar)|len = 2% + 2tn41Bn41-
Pertanto si ha la tesi, cioé

lim z, =z € Fiz(T).

n—o0
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