Secondo compitino EDP del 29 — 05 — 2026

Esercizio 1
Provare che per ogni € > 0 esiste C' > 0 tale che il semigruppo del calore definito
su R” soddisfi la stima:

1t + [2]*) 2™ | 1o ((0.00) xR < CIE)" F| oo ).

Esercizio 2
Sia 2 C R" un aperto limitato ed u : [0,00) x £ — R una funzione di classe

Ctlf((_l x [0,00)) tale che
Ou— Au = f(t,x), V(t,z)e€ (0,00) x
u(0,z) = g(x), Vre
u(t,y) =0, VY(t,y) € [0,00) x I

Provare che per ogni T' > 0 vale la stima:

max |u(t,z)| < max|g(z)| + T max |f].
Qx[0,7] Q Qx[0,7]

(Sugg.: potrebbe essere utile considerare la funzione v(t, z) = u(t, z) — Mt dove
M = maxq, o1 | f])



Soluzioni
Esercizio 1

Separiamo la stima in due stime separate:

[£2€"2 F|| 1o ((0,00) xRy < Cl{2)™ € F] poo ()

1] Fll o 0,00y xRy < Cll@)™ < f 1o oy
La prima stime segue da (la prima stima sotto e’ stata vista a lezione, mentre
la seconda segue da Holder):
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La seconda stima segue da
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che a sua volta segue da

dy < CHfHLOO(R”)a V(t,ﬁlf) < (0700) X Rna
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L’integrale di sopra puo’ essere spezzato in due regioni: |y| < 5 e [y| > 5
Nella prima zona abbiamo

dy < C, V(t,x)e€ (0,00) x R".
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mentre nella seconda zona abbiamo
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Esercizio 2

La funzione v(t, z) = u(t,z) — Mt soddisfa

ov—Av=f—-M<O0
v(t,z) = —Mt, ¥Y(t,z) € (0,00) X I

2



Applicando il principio del max per soluzioni di dyv — Av < 0 abbiamo V(¢, z) €
(0,7) x Q

u(t,x) — Mt < le[(a)u?p]v = max{mng((), x),0} = mgxg(a:)

da cui
u(t,z) < MT + max|g(z)|, V(t,x) € (0,T) x Q.
Q

La stessa stima vale per —u(t, z) e quindi si conclude.



