Primo compitino EDP del 17 — 04 — 2026

Esercizio 1 Fissiamo a« > 0,A € R ed €2 C R" aperto limitato, regolare,
connesso, tale che 0 € (). Dire, giustificando la risposta, se vale 1’ unicita nella
classe C%(Q) N CH(Q), per i seguenti problemi al bordo:

Au =0 Au=20
au + d,u = @ su 0f) dyu = @ su )

Au=0
d,u = ¢ su 0f)
u(0) = A

dove ¢ € C(09).

Esercizio 2 Scopo dell’ esercizio e sviluppare il metodo delle caratteristiche
per I’ equazione di Hamiltonianon-Jacobi

{&gu + h(z,V,u) =0 1)

u(0,2) = (x)
dove h(z,&) € C*(R™ x R"),

Siano (z(t,y),&(t,y)) € R" x R" le traiettorie del sistema hamiltoniano

@ = Veh(z, )
§ = =V, h(z,€)
2(0) = y,8(0) = V,1(y)

al variare di y € R",



Assumiamo che:

z(t,y), &(t,y) siano definite per ogni ¢t € R; (2)
R" 5y — z(t,y) € R", sia un diffeomorfismo V¢ € R. (3)
Sia u € C*(R x R™) una soluzione di (1):

1. provare che vale 'identita

Vou(t, x(t,y)) —&E(ty) =0, V(ty) € R xRY
2. calcolare Zu(t, z(t,y)) e dedurre che vale la seguente identita:
t
u(t, z(t,y)) = w(y)—th(y,vy@/}(y)H/ Veh(a(,y),8(7,y))-&(7, y)dr,
0
V(t,y) e R x R"

[Sugg: per il punto 1. potrebbe essere utile calcolare 4 (V u(t, z(t,y) — &(t, y))
ed osservare che V,u(0,z(0,y) — £(0,y) = 0]



Soluzioni
Esercizio 1 Per il primo problema consideriamo w = u; — us la differenza di
due soluzioni. Allora w risolve lo stesso problema con ¢ = 0. Moltiplichiamo I’
equazione di w per w ed otteniamo per G-G l'identita’

0:/wAwdx:—/ \Vw\deJr/ wﬁywdo:—/ \Vw|2das—oz/ lw|*do
0 0 o0 0 o0

da cui w = 0 e quindi u; = wue. Per il secondo problema non c’e unicita, infatti
se u e soluzione, anche u + C' & soluzione con C' costante arbitraria. Per il terzo
problema invece, ragionando come sopra otteniamo che se w = u; — uo, allora

OZ/wAwdx:—/ |Vw|2d1:+/ w@,,wdaz—/ |Vw|*dx
0 0 o0 0

da cui w = const. Ma essendo w(0) = u1(0) — uz(0) = A — A = 0 abbiamo che
w =0 e quindi w1 = us.

Esercizio 2 Per il punto 1. calcoliamo

%(qu(t, x(t,y)) —E(t,y))

= 0/ Vult, x(t,y)] + Hess(u)[(t, x(t, )2t y) + Voh[z(t, v), £t v)]
= —Vh(z, Veu(t, 2))[t, z(t, y)] + Hess(u)[t, (¢, y)| Veh(x(t,y), £(t, y))
+ Vahlz(t,y), €2, y)]
= —Vhlz(t,y), Vou(t, z(t, y))|—Hess(u)[(t, z(t, y))]Vehlz(t, y), Vault, z(t, y)]
+ Hess(u)[t, z(t, y)|Veh(z(t,y), £(t, y) +Vzh(l‘( Y),&(ty)) (4)

Se facciamo il prodotto scalare tra la precedente identita vettoriale con

qu(t, x(ta y)) o f(t, y)

otteniamo

IV ult, (0, 0) — ()P = (Vault,2(t,9)) ~ €(1.9) - Cly) (5)

dove

G(t,y) = =Vi.h(z(t,y), Vou(t, z(t,y))) + Vaeh(z(t,y), £t y))
— Hess(u)[(t, z(t,y))|(Veh(x(t, y), Vau(t, z(t,y)) — Veh(x(t, y), (L, v))).
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Ricordando il teorema di Lagrange per funzioni di pitt variabili, otteniamo

|Gt y)ll < ClIVault, z(t,y)) — &)
e quindi per (5) e Cauchy-Schwartz otteniamo

%%l‘vxu(t7x(tvy)) _ g(tvy)HQ < C”Vmu(tvx(tay)) _ €(t7y)H2

ed essendo

otteniamo che ||V, u(t, z(t,vy)) — £(¢, v)||> = 0.
Per il punto 2. osserviamo che

@t 2t y)) = duult, 2(t, )] + Voult, 2(t, )] - it )

dt
= —h(x(t,y), Veult,x(t,y)] + Vult, z(t, )] - Veh(z(t,y), &(t,y))

dove abbiamo usato il fatto che u risolve (1). Usando ora il punto 1. abbiamo

Sult,2(t,9) = ~h(a(t,y). €. )) + E(t,v) - Veh((t,),£(t, )

e quindi per integrazione si trova la formula desiderata, tenuto conto del fatto

che I” hamiltoniana & conservata lungo il flusso hamiltoniano:

h(x(t,y),&(t y) = h(x(0,y),£(0,y)) = h(y, Vyib(y)).



