Corso di E.D.P.- Corso di Laurea in Matematica (A.A. 2017/2018)

Prova scritta del 14 Giugno 2018

Nome:

Esercizio 1
Sia Q0 C R" aperto e u € C*(2). Provare le seguenti implicazioni:

1.
Au(z) <0 Vred =
d < ' Q Q
vol(B(z)) = u(z), Y0<r<dist(x,00), Vre
2.
Au(z) =0 Ve Q)=
fB ‘VU y)[Pdy
> 2 ' _
vol(Br(x)) > |Vu(x)|?, V0 <r <dist(z,00), Ve

Esercizio 2
Provare che esiste una costante C' > 0 per cui vale la seguente stima per la
funzione massimale di Hardy-Littlewood M f:

)\L{Mf()>)\}<0/|f @y >0, vf e L®)

A
2

dove £ indica la misura di Lebesgue.



1 Soluzioni

Esercizio 1

Abbiamo

0> / Audr = / oyu(z)do, 1 = / T Vu(z)do, 1
B, () S, (x0) S, (x0) |z — 20

= / z - Vu(re + xo)r" tdo,_
51(0)

da cui
d
0> / x - Vu(re + xg)do,—1 = — u(ra + xg)doy,
$1(0) dr Js,(0)
= i(7"”“/ u(z + xp)do,_1) = i(7“”“/ u(x)do,_1)
dr 5,(0) dr Sy (w0)
dan 1 . :
quindi Jout Ifs el ¢’ una funzione decrescente in r che tende a u(xy) per

r — 07. Osserviamo ora che

/B dx—/ / - x)do, 1ds</oru(xo)\33(xo)|ds

= u(xg)|S1(z0)] /07’ s" ds = u(xo)%\sl(:po)\.

Si conclude osservando che =[S ()| = vol(B;(z0)).
Il secondo punto segue dal primo se mostriamo che A|Vu|? > 0. Osserviamo

che ,
O, | Vu|* = 22821, U0, U
j=1
e quindi
82\Vu\2—2z qua u—I—QZ u@iz%
da cui

ij=1 ij=1



=2 0y Audyu+2 zn: (07, )
J

i.j=1

e quindi tenuto conto che Au = 0 deduciamo
AlVul|?> >0

Esercizio 2

Introduciamo f<% = |f\x|f|<% e fZ% = |f|x|f‘2%. Osserviamo che M f(x) <
Mfoy(x) + Mfoa(x). E quindi

LIMS(@) > ) < L{Mfy > 51+ LIMAay () > 5)

Osserviamo che {Mf_» > 2} = 0 poiche’ faa(@) < g ae x €R" e quind

N P
CUMI) = N) £ M) > ) SO = 5 i

dove abbiamo usato la stima di hardy-Littlewood applicata alla funzione f. A,



