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Regolarita Holder al bordo via la proprieta della media

ESTENSIONE DELLA SOLUZIONE DI UNA PDE

Lemma 1. Siano Q un aperto limitato in RY, f € LP(Q) per un qualche p > 4/2 ed u € HE(Q) la soluzione di
—Au=f in Q, u € Hi(Q).
Supponiamo inoltre che
u>0 su €.
Allora
Au+ fliysop >0 su R
In particolare, per ogni xo € R abbiamo
1

u(zg) = }13(1) B . u(zx)dx,

e che esiste una costante dimensionale Cq > 0 tale che

1 pCd 2_d
— dz > - . /o,
Bl o e 20— P e

Dimostrazione. Per ogni £ > 0, consideriamo una funzione p. € C*°(R) tale che
pe(t) =0 se t<0,
pe(t)=1 se t>e¢,
0<p(t) <1l se t>c¢,
pL(t) >0 perogni teR.
Allora, p.(u) € H}(2). In particolare, data una funzione ¢ € C2°(Q), ¢ > 0 in (2, abbiamo che
pe(u)p € Hy(Q).
Di conseguenza,
[ vu Vo) do= [ fptuods
e quindi ? ?

/ps(u)Vu-Vgodx+/sop's(u)|Vu|2dx:/fps(u)cpdx.
Q Q Q

Siccome ¢ > 0 e pL(u) > 0, otteniamo

- / pe(w)Vu - Vioda + / Fpe(u)pdz > 0.
Q Q

Ora, passando al limite per € — 0,
pé‘(u) - Il{u>0}
Lebesgue quasi-ovunque e (per ma convergenza dominata) forte in L. Di conseguenza,

—/Vu-V(pda:+/f]1{u>o}<pdx20,
Q Q

che conclude la dimostrazione. O



REGOLARITA FINO AL BORDO

Lemma 2. Sia Q un aperto limitato in R? che soddisfa la stima di densita esterna, ovvero supponiamo che

esistono due costanti ro > 0 e c € (0,1) tali che
per ogni xg € O e per ogni r € (0,rq) si ha la stima
|Br(m0) N Q| <(1-0)|B,|.

Sia f : Q — R una funzione nonnegativa e tale che f € LP(Q) per un qualche p > /2. Sia u € HL(Q) la
soluzione debole di

—Au=f in Q, u € Hy(Q).
Allora, esistono due costanti, 8 (che dipende da p, d e cy) e C (che dipende da p, d, ¢y e o), tali che
lullz(s,) < 1°C(lullzwo + Ifllioi)  per ogni 7 <7o.
Dimostrazione. Consideriamo una costanyte a € (0,1) che sceglieremo in seguito e definiamo
Ty = Toa” per n > 0.

Sia xg € 0f2. Allora, per ogni = € B , abbiamo

Tn+1
& -
=B I/ 2p—d”fHLP(Q)7”2 w

ri=r,—Tpy1 = (1—a)r,

dove scegliamo

in modo tale d’avere
B,.(z) C By, (x9).
Siccome u > 0, abbiamo che

u(@) < — o1 [ty ZE o
p T
N (T - rnJrl)d rnl J By, (x) 2 e

r2=4
(1 (1—a)|B,,| /Tn(x
1 |2NB,, ()] pCa »
< 1—a) |B: | Hu”Loo(B,,n(mo)) + m”f“mm)ri Y
1- pCa 2
< ——m— = 2 » P
= )dHUHL (B, (w0)) T 2 — ||fHL @7
Siccome = € B, (o) ¢ arbitrario, otteniamo
1—cy pCq 2—d/p a’ P
[ullee ., ,, (zo)) < ml|uHL°°<Brn<zo>>+ 2% — I ler@ro foqn(=ii),

Ora, per un qualche b > 1 abbiamo che

n n ]. — Cp 2, n ,
O lull e 5, (wo) < B (mﬂullmwm(%)) + ||f||Lp(Q)7"O /o n(2— /p))

b(1 —cq) ] p

- W (bn”uHL‘X’(Brn(xO))) + — ”fHLP(Q —d/ prt1gn(2=d/p)

Scegliamo b tale che
b(l — Co) -1
1-a)

Quindi

2o (=) (=0 oy

n+1 pC
V" ull Lo (b, (wo)) < 0" lullLo(s,, @) + e el G

2p —
Ora scegliamo a > 0 abbastanza piccolo in modo d’avere

1—0()

(1— a)d 2-4d/
- Al P,
(1 — a)d a <

<1 indi b >1
(quindi ) e =



Quindi, esiste una costante C' che dipende da d, p, ¢ ed r¢ tale che
U lullLos(B,, (o)) < lullzes(B,,(@0)) + Cllflr(@) per ogni n > 0.

Di conseguenza, esiste § > 0 tale che

B .

[ull Lo (B, (wo)) < (mn/ro) <Hu||Loo(BTO(IO)) + CHf||Lp(Q)> per ogni n >0,

e quindi

B .

ull Lo (Br(zo)) < (7/r0) (bHuHLoo(Q) + C”fHLp(Q)) per ogni 7 < 7p.
O

Proposizione 3. Sia Q un aperto limitato in R% che ha la stima di densita esterna, ovvero supponiamo che

esistono due costanti ro > 0 e c € (0,1) tali che
per ogni xg € 02 e per ogni r € (0,rg) si ha la stima
|Br(z0) N Q| < (1 —0¢)|Byl.
Siano f € LP(Q) per un qualche p > /2 ed u € H}(Q) la soluzione debole di
—Au=f in Q, u € Hi(Q).
Allora, esistono a € (0,1), C >0 e d > 0 che dipendono solo da p, d, ¢y ed 1o, tali che

lu(z) — u(y)] < C(HUHLOC(Q) + ||fHLp(Q)>|x —y|* per ogni x,y € RY tali che |z —y| <.



