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Funzioni convesse e funzioni concave

Definizione 1. Sia (a,b) un intervallo aperto di R.

e Diciamo che la funzione f : (a,b) — R é convessa, se
f(t.’L‘ + (1 - t)y) < tf(.’L‘) + (1 - t)f(y) per OQTLi T,y € (aa b)7 le [07 1]
e Diciamo che la funzione f : (a,b) — R é concava, se

fltz+ (1 —=t)y) >tf(z)+ (1 —1t)f(y) perogni z,y € (a,b), t€[0,1].

Teorema 2. Sia (a,b) un intervallo aperto di R e sia f : (a,b) — R una funzione derivabile su (a,b).
Allora, f & convessa (concava), se e solo se, la derivata f': (a,b) — R é crescente (decrescente).

Dimostrazione: Dimostriamo prima che se f ¢ convessa, allora la derivata f’ & crescente. Siano
z,y € (a,b) due punti tali che x < y. Dimostreremo che f'(z) < f'(y). Sia h > 0. Allora abbiamo che

h —x—h
x+h=(1-tz+ty, dove t= e 1-t=4"1"1
y—x y—x
Per la convessita di f, abbiamo che
y—x—nh h
h) <
floth) < T2 ) + )
Analogamente,
y—h=sz+(1-2s)y, dove 5= h e 1-— _y—x—h,
y—x y—x
e usando di nuovo la convessita di f abbiamo
Flo—m < g+ L )
Y Sy —z y—a Y

Si ha quindi

faan+fo-n < (P @4 pw) + (S @+ IR ) = 1w+ )

Ora, usando la definizione di derivata, abbiamo

<f(w+h) —fl@) _ fly—h) - f(y)>

f(x) = f'(y) = lim

h—0 h —h
i LT @) Py =)
h—0 h

il che conclude la prima parte della dimostrazione.
Supponiamo ora che f’ sia una funzione crescente. Siano x,y € (a,b) due punti tali che x < y. Sia
t € (0,1). Per il teorema di Lagrange, esistono due punti, z,w taliche z < z <tz + (1 -ty <w < ye

[tz + (1 —1)y) - f(x) fly) — f(tz + (1 —t)y)
(tr+(1—ty)—= y—(ter+ (1 —ty)

f'(z) = fl(w) =



Siccome f’ ¢ crescente e z < w, abbiamo

flte+ (A =t)y) — fla)  fly) = flta+ (1 -1)y)

0> f'(z) = f'(w) =

(tz+(1-t)y) —= y— (tz+ (1 -1)y)
Cflte+ (A =t)y) = fl@)  fly) - flta+(1-t)y)
(1—t)(y —=) ty — )
(St (1= ty) = F@)) = (1= 0(Fy) = F(tz+ (1= 1)y))
a t1=t)(y — )
[+ (1 =t)y) —tf(x) = (1=1)f(y)
- t1—t)(y — ) '

In conclusione,
0> fte+ (1 —t)y) —tf(z) — (1 —1)f(y).

il che vuol dire che f & convessa.

Corollario 3. Sia (a,b) un intervallo aperto di R e sia f : (a,b) — R una funzione derivabile due volte
su (a,b). Allora, f é convessa (concava), se e solo se, la " >0 (f” <0) su (a,b).

Dimostrazione: Basta osservare che

f' ecrescente < f">0 su (a,b).

2

Esempio 4. Le funzioni x= e e sono convesse su R. Le funzioni \/x e Inxz sono concave su (0,400).



