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Inf e sup di funzioni di Sobolev

Teorema 1. Sia Q un aperto in RY. Siano u e v due funzioni in HE(Q) (oppure in HY(Q)). Allora, uV v e
uAv sono in H}(Q) (oppure in HY(Q)) e valgono le formule

/|Vu|2d:r—|—/ |Vv\2d;v:/|V(u/\v)|2dm+/ |V (uVv)?de,
Q Q Q Q

/quCE—&—/v2dm:/(u/\v)de—l—/(u\/v)de.
Q Q Q Q

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema nel caso u,v € Hg(£2). Ricordiamo che u — v € H}(Q)
(u—v)y € Hy(Q) e V(u—2v)1 = lysey V(v —v).
Ora, la tesi segue dalle identita
(uAv) =u—(u—v)4 e (uvo)=v+(u—v)y. O
Corollario 2. Sia Q un aperto in R%. Siano u e v due funzioni in H'(Q). Sia u,, una successione in H* ()
che converge a u fortemente in H'(Q). Allora, u, Av—uAv eu, Vv—uVo fortemente in H'(Q).

Dimostrazione.
e Siccome valgono le formule del teorema precedente, abbiamo che le successioni u, V v € u, A v sono
limitate in H'(R%).
e Osservimo che valgono e disuguaglianze
lu Av—u, Av| < |u, — ul e luVo—u, Vol <|u, —ul,
puntualmente in 2. Di conseguenza, abbiamo che:
up A v converge forte-L2(2) a uy, A v;
up Vv converge forte-L2(2) a uy, V v.
e Dai punti precedenti segue che:
un A v converge debole-H(Q) a u, A v;
up, Vv converge debole-H'(Q) a u,, V v.
In particolare, si ha che

(1) / IV(uAv)?de <liminf [ |V(u, Av)*dz,
Q n—00 Q
(2) / IV(uVw)?de < liminf/ IV (un, V) |* da.
n—oo

e D’altra parte, la convergenza forte u,, — u (in H') implica che

/|V(u/\v)|2d:r—|—/ |V(u\/v)|2dx:/|Vu|2dx+/|Vv|2dx

Q Q

lim /\Vun|2dx+/|Vv|2dx)
Q Q

n—oo

= lim (/Q\V(un/\v)|2dx—|—/Q|V(un\/v)\2d:L‘)

n—oo

Quindi entrambe le disuguaglianze (2) e (1) sono uguaglianze. Di conseguenza,
Up Vv —=uVu e u, Av—uAv fortementein H'(Q). O

Corollario 3. Sia Q un aperto in R? e siano u e v due funzioni in H'(R?).
Seue HHQ) e0 <v<wusuR?, allorav e HY(Q).

Dimostrazione. Sia ¢,, una successione di funzioni C°(2) che converge a u forte in H!(R?). Siccome il supporto
di ¢, & strettamente contenuto in 2 e contiene il supporto di v A ¢, abbiamo che v A ¢, € Hg(2). D’altra
parte, abbiamo che v A ¢,, converge fortemente in H'(R%) a u A v = v. O
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