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Soprasoluzioni, sottosoluzioni e teorema della media

SOPRASOLUZIONI E SOTTOSOLUZIONI IN SENSO DEBOLE H'

Definizione 1. Siano 2 un aperto in R?, u € H(Q), ed f € L*(Q).

e Diciamo che u & una soluzione debole di
Au+f=0 in Q,
se per ogni p € H(Q) si ha

—/Vu-V(pdx—!—/ﬂpdsz;
Q Q

e Diciamo che u € una sottosoluzione:
Au+f>0 in Q,
se per ogni p € HE(Q), » >0 su Q, si ha

7/ Vu'Vgader/ fodz >0;
Q Q
e Diciamo che u € una soprasoluzione:
Au+f<0 in Q,
se per ogni p € H(Q), ¢ >0 su Q, si ha

—/ Vu-Vgodx—k/ fpdx <0.
Q Q
Inoltre, & equivalente prendere le funzioni test o in HE (), in CL(Q) ed in C(Q).

Questa definizione pud anche essere generalizzata al caso u € H} (), f € L? (), utile per esempio quando

si considerano funzioni definite su domini illimitati. In questo caso, le funzioni test si prendono in C}(Q) oppure
C2°(Q) per assicurare la buona definizione dei termini

/Vu-V(pdx e /fgpdz.
Q Q
Ecco la definizione completa.

Definizione 2. Siano Q un aperto in R%, w € HL (Q), f € L2 (Q).

e Diciamo che u € una soluzione debole di
Au+f=0 in Q,
se per ogni ¢ € C°(Q) si ha

f/Vu~V<pd:c+/f<pdx:O;
Q Q

e Diciamo che u € una sottosoluzione:
Au+f>0 in Q,
se per ogni p € C°(Q), ¢ >0 su Q, si ha

7/ VU'VQDdl'+/ fpdx >0;
Q Q
e Diciamo che u € una soprasoluzione:

Au+ f<0 in Q,
se per ogni p € C(Q), ¢ >0 su Q, si ha

—/Vu-dex—k/fapdng.
Q Q
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Esempio 3. Le funzioni u(z,y) = 2% — y? e u(x,y) = 2y sono soluzioni di Au = 0 in R2.
La funzione w(X) = —55|X|? & soluzione di —Aw =1 in R?.

La funzione g(z,y) = In(z? + y?) ¢ soluzione di Ag =0 in R?\ {(0,0)}.

La funzione g(X) = | X|?>~¢ ¢ soluzione di Ag =0 in R?\ {(0)} quando d > 3.

Osservazione 4. Se u € H} () ¢ allo stesso tempo sopra e sottosoluzione in 2, allora u ¢ soluzione in €.

APPROSSIMAZIONE DI SOTTOSOLUZIONI (SOPRASOLUZIONI)
CON SOTTOSOLUZIONI (SOPRASOLUZIONI) REGOLARI

Mollificatore. Fissiamo una funzione ¢ € C2°(R?) tale che
$>0 su R?, $=0 in R\ B, / ¢(z)dr =1,
R4
e tale che
o(z) = p(—x) per ogni z € R
Per ogni € > 0 definiamo la funzione
1
0e(2) = —0(w/2),

ed osserviamo che:

¢. €CX(RY),  ¢.>0 su R',  ¢.=0 in R*\B., pe(a) de =1,
Rd

¢c(z) = ¢-(—x) per ogni =z € R”
Convoluzione. Dati un aperto Q C R? ed un 6 > 0, definiamo
Qs = {sc €Q : Bs(z) C Q} - {33 €Q : dist(z,99Q) > 5}.
Date

una funzione u € L}, () e due costanti 0 < € < 6,

definiamo la convoluzione
u* s Qs — R,

come

ws de(z) == / bz — y)uly) dy.

Proprieta della convoluzione. E noto che, fissati § > & > 0,

e La funzione u * ¢ : 5 — R & continua (per il teorema della convergenza dominata).
e La funzione u * ¢. : Q5 — R ¢ differenziabile su Q5 e

9; (u * (;SE) = u* 0j¢..

e La funzione u * ¢ : Q5 — R & C su 5.
e Seu € HY (), allora u* ¢. € H' (Qs) e

0;(u* @) = (Oju) * ¢s.

Inoltre,
u * ¢ converge da u fortemente in H'(Qs), per € — 0.

Proposizione 5 (Approssimazione di soprasoluzioni e sottosoluzioni). Sia 2 un aperto in RY.
Siano w € HL (), f € L .(Q). Allora, fissate due costanti 0 < £ < §, abbiamo:

loc

(1) se Au+ f=01inQ, allora A(u* o)+ f*de =0 in Q5 ;
(2) se Au+ f >01in Q, allora A(u*de) + f * e >0 in Qs ;
(3) se Au+divF + f <0 in Q, allora A(ux o) + f* ¢ <0 in Q5.



Dimostrazione. Dimostriamo (2). Sia ¢ € C2°(€)s) una funzione non-negativa. Allora,
/ V(ux¢.) - Vodr = / ((Vu) * qu) -Vedx
Q(s Q&
— [ [ vutworta =) Velw)dydo
= [ [ Vuo-tv—a) - Ve dyd = [ Tuw) - V(oo du:

/Qé(f*%)wd“’”//f(y)és(wy)@(y) dy dx
//f )9y — ) (y)dyde/f(y)(wwa)(y)dy;

dove abbiamo usato che ¢ * ¢. € C°(€). Ora, siccome ¢ e ¢, sono entrambe nonnegative, anche ¢ * ¢, &
nonnegativa. Quindi, per ipotesi

Vuly) - Vg * 62)(y) dy + [ @) (@ * 6e) (y) dy > 0,

Q
e di conseguenza, A(u* ¢.) + f* ¢ > 0in Qs . O

TEOREMA DELLA MEDIA
E DEFINIZIONE PUNTUALE DELLE SOTTOSOLUZIONI (E DELLE SOPRASOLUZIONI)

Lemma 6 (Derivata della media per funzioni regolari). Sia ¢ una funzione di classe C? su Bg. Allora, per

ogni 0 <r < R si ha
0 1
el = A d
7 U | = s [, o0

9 o1 1
87‘{]{9& “p] _37“{dwd /aBl (7“9)d9} ay aBle-w(re)de

! / L V(a) M (x)

T dwgrd-1 oB, ||

1
= o1 /B,‘ Ap(z) dx. O

Dimostrazione.

Proposizione 7. Sia Q un aperto in R%. Siano u € H*(Q) ed f € LP(Q), per un qualche p > d/2. Esiste una
costante C' = C(d, p) tale che:

(1) sew ¢é una sottosoluzione:
Au+f>0 in Q,

se Br(zg) € Q e ser,s € (0, R] sono tali che r < s, allora si ha

_d
][ u _][ u>—C(d,p)s” 7| fllr) -
OB (z0) OB, (z0)

_d
][ u—][ u>=C(d.p) s [|f | re)
Bs(z0) Br(20)

ed esiste L(xg) € [—00,+00) tale che

lim u= lim u = {(zo).
r=0% JaB,.(z0) r=0% JB, (x0)
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(2) seu e una soprasoluzione:
Au+f<0 in Q,

se Br(zg) € Q e ser,s € (0, R] sono tali che r < s, allora si ha

_d
][ " ,][ u< Cdyp) 25 |l oy -
835(10) E)BT(zg)

_d
][ u_][ u< Cd,p)s* % | fll oo -
B (o) By (wo)

ed esiste £(xg) € (—oo, +00] tale che

lim u= lim u = {(xp).
r—0+ 9B, (z0) r—0+ B, (z0)

Dimostrazione. Dimostriamo (1). Consideriamo la funzione u * ¢.. Siccome Bp(zg) C €, la funzione u * ¢, &
definita su Bg(zg) per € abbastanza piccolo e

u* ¢. — u fortemente in  H'(Bp(xo)).

Applicando Lemma 6 alla funzione u * ¢., otteniamo che per ogni r € (0, R]

0 1
E lﬁBr(IO) (u ' ¢E)] - W /Br(zo) A(u * ¢5)($) dx
1
= _d"‘)drdl/Br(xo)(f * ¢z ) () da .

Siccome f € LP(£2), abbiamo

p—1
1 |B.| »
‘dwdrd‘l /B ( )(f # o) dw‘ = dwgrd—1 If * dellLr (B, (0))
r{(Zo
1 d

r e
= —If * belle (B2
G (Br(x0))

7“1_g
< — 7 1fllzr (o)
dw(l/p “
Integrando tra r ed s, otteniamo
s tli%
][ (U*¢e)—][ (u*¢>a)2/ (_ﬁ“f”LP(Q)) dt
OB, (z0) OB, (o) r dw,
9_4d
> ———————|fll0)
- 1 )
(2- %)dwd/p

e passando al limite per € — 0,

/ [ )
w— u>——————|fllzr)-
dBs(z0) 9By (zo0) (2- %)dW§/p

In particolare, esiste il limite
U(zg) := lim u,
r—0+ 9B, (z0)
e si ha che

r?-

u—LU(zo) 2 ————— I fllzr -
][é;Br(zg) (2 — %)dwcll/p

IIlﬁIle7 per stimare la differenza
7Z u— ZZ u,
Bs(zo) By(x0)

RSh



poniamo

m(r) := ][ U,
OB, (z0)
ed osserviamo che

1 s 1 r
][ u—][ u= d/ dwqt®tm(t) dt — d/ dwat™tm(t) dt
Bs(z0) B (z0) wdas™ Jo war® Jo

1 s 1 s d—1

= / dwat®™tm(t) dt — / dwd(ft> m(it) Ta

was? Jo ward Jo s s/ s

1 S

- e [0
d 0 S

d
1 /S d1< v
> - dwat' ™ = ———7 flr@) ) dt
was? Jo (2 — %)dwcl/p @

ds? s
= - [ fllze o
(d+2—-2)2— Dawi?

2_4d

s P

i Il
1

(2- %)dwd/p

v

Analogamente,

/ dwas®tm(s) ds — 0(zq)
0

a ’wdrd
’ 1

[ o=t

wqrd
1

— wgrd

/ dwgs®tm(s) ds — / dwqs®H(z0) ds
0 0

wqrd

/ dwgs®Ym(s) — €(x0)] ds.
0

Siccome |m(s) — £(xg)| — s per s — 0, otteniamo che

lim u = {(x),

r—0% B, (x())

e che per ogni r > 0

I

27

u—LU(x0) > —————— || fllLr(a)-
]{wzo) (2 — 4)duwy'? @
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