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Serie di Fourier ed equazione del calore

SERIE DI FOURIER

Dato un aperto limitato © C R? consideriamo gli autovalori del Laplaciano di Dirichlet
O< A< 3 <<S
e le corrispondenti autofunzioni {¢y}x>1 soluzioni (deboli) di

CAGE =Mk in Q€ HAQ), ‘é¢zm;

Osserviamo inoltre che la famiglia di autofunzioni {¢y}r>1 € ortonormale, ovvero

/ ¢ipjdr =0;;  perogni 4,5 > 1,
0

e che & una base hilbertiana, ovvero per ogni funzione w € L?(f2) si ha

400
w = Z cxdr  fortemente in  L?(Q),
k=1

dove {c }r>1 sono i coefficienti di Fourier

Ck ::/Qw(x)(;ﬁk(q:)dx.

Teorema 1. Sia Q un aperto limitato in R% e sia {br}>1 la base di autofunzioni del Laplaciano di
Dirichlet. Data una funzione u € L?(S2) con coefficienti di Fourier

cwzéﬁ@%@ﬂ%

sono equivalenti:

(1) u e Hy(Q);
+oo
(2) Zx\jc? < +o0.
j=1
Inoltre, se sono verificate le condizioni (1) e (2), allora
+oo +oo J
/ |Vu|? doz = Z /\jc? e Vu = Z ckVor  fortemente in (LZ(Q)) .
Q X
7j=1 k=1

Dimostrazione. Dimostriamo che (1) implica (2). Poniamo

n
Pn = ch¢k .
k=1



Siccome u € Hg (), abbiamo che
/ Vu - VP, dr = ch/ Vu -V do
Q - Je

= Z ck/ Up AL QL dT = Z )\kci.
k=1 & k=1

Inoltre, per 'ortogonalita di ¢; e ¢; in L*(Q), abbiamo:

/Q Vi - Vo da = /Q Niih; daz = 0.

Quindi,
n n n
/ VP, > dx = Zc?/ IVo;|* do = Zc?)\j/ qu2~ dx = Z)\jc?.
Q = e e Q =

Ed, in particolare,

og/ |V(u—Pn)|2dx:/ |Vu|2dx—2/Vu~VPndx+/ VP, |? dz
Q Q) Q Q
:/ ]Vu\2dx—2/\jc]2.
Q =

Quindi

n

+o00

2 2 2

Z/\ch _ngr—&r-loo ' Ajej < /Q |Vul|® dz .
7j=1 7j=1

Dimostriamo ora che (2) implica (1). Usando di nuovo I'ortogonalita delle diverse funzioni ¢; e ¢; in

L?(Q) e H'(Q), abbiamo che

/\V(Pn—Pm)|2dx: > c§/ VP de = ) c?Aj/qs?dx: > N,
Q j=nt1 /O j=n+1 Q j=n+1

e quindi la successione P, & di Cauchy in H'. Esiste quindi una funzione w € H}(f2) tale che

w= lim P,
n—+00

fortemente in H&(Q) D’altra parte, siccome ¢; € una base di Fourier, abbiamo che

u= lim P,
n—-4o0o

fortemente in L?(2). Quindi u = w.
Infine, se valgono (1) e (2), usando di nuovo l'identita

/\V(u—Pn)Qda::/ |Vu]2dw—2/Vu-VPndx+/ |VP,|? dx
Q Q Q Q
:/ |Vu]2d:v—2)\jc?,
Q =

e mandando n — oo, otteniamo

+o0
/ |Vu|? do = Z)\jc? .
Q =



EQUAZIONE DEL CALORE — DEFINIZIONE DI SOLUZIONE DEBOLE

Ricordiamo la definizione seguente:

Definizione 2. Sia B uno spazio di Banach con norma ||-||g. Dati un intervallo I C R ed una funzione
u: I — B diciamo che:

e uc C(I;B), sela funzione u & continua su I, ovvero se

lin(l) lu(t +s) —u(t)||s =0 per ogni tel,
s—
e uc C(I;B), se esiste una funzione v € C(I;B) tale che

1
lim —|lu(t +s) —u(t) — sv(t)||lp=0 per ogni tel.
s—0 |$’

Definizione 3. Siano Q un aperto limitato in R? e ug € L?(Q). Diciamo che la funzione
u € C([0,+00); L*(R2)) N C((0, +00); L*(Q)) N C((0, +00); H)(2)),
e una soluzione debole dell’equazione del calore con condizioni di Dirichlet e dato iniziale ug, se:

e per ogni t > 0, uy € soluzione debole dell’equazione

Auy = Opuy  In Q, U € H&(Q) ;

o limu; =ug fortemente in L*(Q).
t—0

EQUAZIONE DEL CALORE - UNICITA
Proposizione 4 (Unicita delle soluzioni deboli). Siano Q un aperto limitato in R? e ug € L?(2). Sia
u € C([0,+00); L*(22)) N C*((0, 4+00); L*(2)) N C((0, +00); Hy (),
una soluzione debole dell’equazione del calore

Oy = Aug in Q perogni t>0;

limu; =ug fortemente in  L*(Q).
t—0

Allora, la funzione
Mi0 ko) 2R, M) = [ ubds,
Q
e decrescente e
M(t) < ||U0H%2(Q)€_Ct per ogni  t >0,
dove C' > 0 ¢ una costante universale. In particolare, la soluzione dell’equazione del calore € unica.

Dimostrazione. Come nel caso unidimensionale, dimostriamo prima che la funione M sia derivabile su
(0, +00) e che

M'(t) = 2/ Oy (x)ug () d
Q
dove dyu : (0, +00) — L2(Q) & la derivata (nella variabile ¢ € (0, 4+00)) della funzione

u: (0, +00) — L*(9).



Calcoliamo

LMt - M) = /Q (utss — up) do

S s
1

= - /Q (ut+s - ut) (Ut+s + ut) dx

S

Upys — Ut Ut4s — Ut
= Jrs721@5 dx + L(UHS — ut) dx .
Q S Q §

Siccome abbiamo i limiti forti in L2()

. Utys — Ut .
lim —— = Qyu e lim (wprs —ug) =0
s—0 S s—0 ( +s ) ’

otteniamo che

s—0 8

1
M) = lim - (M(t 4 5) ~ M(1)) =2 / Oy () () da
Q
Siccome u; (a t fissato) e soluzione debole di
8tut == Aut in Q y

e siccome u; € HE(Q) & una funzione test ammissibile, abbiamo

M'(t) = 2/Qatut(x)ut(x) dr = —2/Q |Vug|? da .

Per la disuguaglianza di Poincaré, esiste una costante C' > 0 tale che

M(t):/ﬂu?deC'/Q|Vut\2d$.

Quindi,
2
M (t) > —-=M(t
(1) = —5 M),

e di conseguenza
M(t) < eM(0) = e |luo|2(0y -

dove Kk =2/C. O

EQUAZIONE DEL CALORE - ESISTENZA

Proposizione 5. Siano Q un aperto limitato in R e ug € L?(Q). Sia {¢1}x>1 la base hilbertiana di
autofunzioni del Laplaciano di Dirichlet su 0 e siano {\y}r>1 t corrispondenti autovalori. Siano cy, i
coefficienti di Fourier di ug in questa base, ovvero:

+o0
uy = chqﬁk fortemente in L*(Q), dove cp = / ugQ, d .
0
k=1

Per ogni t > 0, definiamo la funzione u; € L*(Q) come:

“+00

— —tA
up =y cpe” Mgy,

k=1
dove la serie converge fortemente in L?(Q). Allora:

(1) la funzione u : [0,+00) — L2(2), definita come u(t) = u;, & continua;



(2) la funzione u : (0,+00) — L2(R), definita come u(t) = uy, ¢ derivabile in ogni t € (0,+00) e
la sua derivata
Oy : (0, +00) — LA(Q),

é una funzione continua;
(3) per ognit € (0,+00), ur & in H () e la funzione
ug 2 (0, +00) = HY(Q),
¢ continua su (0,400);
(4) per ognit € (0,400), la funzione u; é soluzione debole di
Aup = Oy in Q u=0 su O0N.

Dimostrazione. Dimostriamo (1). Siano s € [0,+00) e ¢, — 0 una successione tale che t,, +s € [0, +00).

Allora,
+oo

e —sA —tp A
Uty = s = D cxe ™ k(e - 1)%,
k=1
e quindi
+o00 )
2 - 2( —(tn+s)A oA
Hutn—l-s _USHLQ(Q) = ch<e ( +5) kE _ e S k)
k=1

Ora, per il teorema della convergenza dominata in ¢2, abbiamo che
m |ug, 45 — s z2(0) = 0.

n—-+o0o

Dimostriamo (2). Per ogni ¢ > 0, definiamo la funzione

+o0
v €LXQ),  vi=) en(—An)e Mgy,
k=1

Come nel punto precedente, abbiamo che
v: (0,4+00) = L*(Q) , v(t) =v

¢ una funzione continua su (0, 4+00). Ora, basta dimostrare che

. 1
lim HHu(lt +5) —u(t) = sv(t)| L2() = 0.

Infatti,

+oo _ _ B 9
1 )M ot of -
aplutt+ ) —ult) = so(®)llE: = k< e )

k=1
+00 —s\ 2
_Z 2 —2t>\k(€ 3 k_1+3)\k>
= Cke .
S
k=1

Per concludere, osserviamo che applicando due volte Lagrange, si ha

S

le™M — 14 shg| < A2|s|2elslMw,

Dimostriamo (3). Siccome

+oo
Zci)\ke*%)‘k < 400 perogni te€ (0,+00),
k=1



abbiamo che u; €
ug € HY(Q) per ogni t € (0, +00).

Per dimostrare la continuita della funzione
u: (0, +00) = Hy(Q),
basta dimostrare che se s > 0 e t, — 0, allora

i [V (s — )30y = 0

Infatti

e quindi abbiamo

La conclusione segue di nuovo dal teorema della convergenza dominata in ¢2.
Infine, dimostriamo (4). Fissiamo ¢ > 0. Per ogni n > 1, definiamo

n n

P, = Z ce My, e Qn = Z ck(—)\k)e_Aktqbk .

k=1 k=1

Allora, abbiamo che
P, — uy fortemente in H}(Q),

Q. — v; fortemente in LQ(Q).

D’altra parte, usando le equazioni per ¢, k = 1,...,n, abbiamo che
AP, =@, in Q.
Quindi, passando al limite per n — +00, otteniamo

Aut = &gut in Q.



