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Operatori compatti autoaggiunti in spazi di Hilbert

Lo spAzio DI HILBERT
Sia H uno spazio di Hilbert con prodotto scalare
() HXxH—=>R,
con le seguenti proprieta:

e simmetria:
(u,v) = (v,u) per ogni u,v € H;

e bilinearita:
(au + P, W) = alu,w) + f{v,w) perogni wu,v,w € H edogni «a,f€cR;
e positivita:
(u,u) >0, perogni weH, e (u,uy =0 seesolose u=0.
Sia || - || la norma associata al prodotto scalare, ovvero:
lull = (u,u)>  perogni €.
Ricordiamo che:

e perognia € ReueH
loul] = laf [lul|;

e per ogni u,v € H,
[+ ol < flull + lv]l;

e per ogni u # 0, [jul| > 0;

e lo spazio H dotato della norma || - || &€ completo, ovvero se u,, ¢ una successione di Cauchy in H,
allora esiste u € H tale che
lim |ju, —u|| =0.
n——+oo

Supporremo, inoltre, che H sia separabile, ovvero che esiste un insieme denso e numerabile di H.

CONVERGENZA DEBOLE E CONVERGENZA FORTE
Diremo che una successione u, in H converge fortemente ad u € H, se

lim |ju, —u|| =0.
n—-+00

Diremo che una successione u,, € H converge debolmente ad u € H, se

(u,v) = lim (up,v) per ogni veH.
n—4o00
Scriveremo u,, — w per indicare che u,, converge fortemente ad u e u,, — u per indicare che u,, converge
debolmente a u.
Ricordiamo che vale il seguente teorema.



Teorema 1. Sia ‘H uno spazio di Hilbert separabile e sia u, una successione in H.

(i) Se la successione ||uy| € limitata, allora w, ammette una sottosuccessione debolmente con-
vergente in H.

(ii) Se uy converge debolmente ad un certo u € ‘H, allora u,, é limitata e
< lim inf .
lull < lim inf ||u |
Teorema 2. Sia H uno spazio di Hilbert separabile. Sia u, € H una successione che converge
debolmente ad u € H. Allora, sono equivalenti:

(1) uy, converge ad u fortemente.

2) llull = tim ]l

Lo spAzIO L£(H) DEGLI OPERATORI LINEARI LIMITATI SU H

Diciamo che una mappa 1" : H — H e un operatore lineare limitato, se:

e T ¢ lineare:
T(au+ pv) =aT(u) + ST (v) perogni u,v€H edogni «,f€R;
e T ¢ limitato, ovvero

Il ey = sup {IT@| = weH, Jul =1} < +oo.

Esercizio 3. Mostrare che la somma di due operatori lineari limitats
T:H—>H e S:H-—->H,

e un operatore lineare limitato e

1T+ Slcay < ITlzae + 1Se@) -

Esercizio 4. Dimostrare che lo spazio L(H) degli operatori lineari limitati su H, dotato della norma
|-l (2, € completo.

Esercizio 5. Dati due operatori Imineari limitati
T:H—H e S:H—>H,

la loro composizione
ToS:H—H, (ToS)(u)=T(S),

e un operatore lineare limitato e
1T 0 Sllcey <N Tl ellSle -
Ricordiamo che vale il teorema seguente

Teorema 6. Sia H uno spazio di Hilbert e sia T : H — H un operatore lineare.
Allora, sono equivalenti:

(1) T ¢ limitato;

(2) T é continuo, ovvero se uy, — u in H, allora T'(u,) — T(u) in H.



Inoltre, vale il teorema seguente:

Teorema 7. Sia H uno spazio di Hilbert separabile e sia T : H — H un operatore lineare.
Allora, sono equivalenti:

(1) T ¢ limitato;
(2) per ogni successione debolmente convergente u, — w in H, si ha che T'(uy,) — T(u) in H.

Dimostrazione. Dimostriamo che (1) implica (2). Dato un elemento v € H, consideriamo la mappa:
by : H—R, ly(u) == (T (u),v) .
Osserviamo che 4, : H — R ¢ un operatore continuo e limitato. Infatti,
16 ()] = [(T(w), )] < IT@) ol < IT eyl o]
Quindi, per il teorema di rappresentazione di Riesz, esiste w € H tale per cui:
(T(u),v) = (u,w) per ogni uetH.
Ora, usando la convergenza debole u,, — u, abbiamo che:

(T(u),v) = (u,w) = lim (up,w) = lim (T(uy,),v).

n—4o0o n—-4o0o

Siccome v ¢ arbitrario, otteniamo che T'(uy,) — T'(u).

Dimostriamo ora che (2) implica (1). Sia u, una successione di vettori di norma 1 che realizza
I’estremo superiore

s = sup{||T(u)|| cueMH, ||ul = 1} ,
ovvero la successione ||T'(uy,)|| € crescente e

lim |T'(up)| = s.

n——+oo

Siccome u,, ¢ limitata, esiste una sottosuccessione u,, che converge debolmente in H ad un certo u € H.
Quindi, per (2),
T(up,) — T(u).

Ma allora, la successione ||T'(uy, )| € limitata e quindi s < 4o0. O

OPERATORI AGGIUNTI E AUTOAGGIUNTI

Esercizio 8. Sia H uno spazio di Hilbert con prodotto scalare (-,-). Mostrare che se T : H — H & un
operatore lineare continuo, allora esiste un unico operatore lineare T : H — H tale che

(T(u),v) = (u, T*(v)) per ogni u,veH.
Inoltre, mostrare che:
o T* ¢ limitato e | T*|| < ||T||;
o T =T;

o ([T = IIT1-

Definizione 9. L’operatore T* ¢é detto operatore aggiunto di 7.



Definizione 10. Un operatore lineare continuo T : H — H e detto autoaggiunto, se T = T*.
Osserviamo che T ¢ autoaggiunto se e solo se

(T(u),v) = (u,T(v)) per ogni u,v € H.

OPERATORI COMPATTI SU H

Teorema 11. Sia H uno spazio di Hilbert separabile e sia
T:H—H,
un operatore lineare. Allora, sono equivalenti:

(1) Se u, converge debolmente ad un certo uw € H, allora T'(uy) converge fortemente a T'(u).

(2) Ogni successione limitata u, € H ammette una sottosuccessione uy, tale che T(uy,) sia
fortemente convergente in H.

Dimostrazione. La dimostrazione dell’implicazione (1) = (2) ¢ immediata. Infatti, siccome u, € una
successione limitata, essa ammette una sottosuccessione u,, debolmente convergente ad un certo u.
Quindi, per (1), abbiamo che T'(uy, ) — T'(u) fortemente in H.

Dimostriamo ora che (2) = (1). Supponiamo per assurdo che esistono § > 0 ed una successione
un, — 0 tale che ||T'(uy)|| > 9. Siccome u,, converge debolmente, abbiamo che ||u,|| & limitata. Esistono
quindi una sottosuccessione u,, ed w € H tali che

T(up,) = w.

In particolare,
[Jw]| = 6.

D’altra parte, per la convergenza debole u,, — 0, abbiamo

_ : * _ : _ _ 2
0= lim (i, T*(w)) = lin (T(un,),w) = {w,0) = ],

il che & un assurdo. O
Corollario 12. Su uno spazio di Hilbert separabile, ogni operatore compatto ¢ limitato.

Esercizio 13. Sia H uno spazio di Hilbert separabile. Siano
T:H—H

un operatore lineare limitato ed

S:H—->H

un operatore lineare compatto. Mostrare che SoT e T oS sono compatti.

Esercizio 14. Sia H uno spazio di Hilbert separabile. Siano
T:H—H 2 S H—->H
due operatore lineari compatti. Mostrare che anche l'operarore T + S é compatto.

Esercizio 15. Sia H uno spazio di Hilbert separabile. SeT' : H — H e un operatore lineare compatto,
allora anche il suo aggiunto T* : H — H & compatto.



Esercizio 16. Sia ‘H uno spazio di Hilbert seprabile e sia {¢n}n>1 una base hilbertiana. Data una
successione a, € R con
lim a,=0
n——+0o0o " ’

definiamo [’operatore
+oo
T -H—H, T(U) = Zan<u7 ¢n>¢n
n=1

Mostrare che T' € un operatore compatto.

Soluzione. Basta dimostrare che data una successione u; — 0, abbiamo che T'(u) — 0 fortemente in
‘H. Infatti, osserviamo che esiste una costante C' > 0 tale che

|lug|| < C per ogni k> 1.
Fissiamo ora € > 0 ed osserviamo che esiste N > 1 tale che

o] < e perogni n>N.
Quindi, per ogni k,

—+00

Z Qn <Uka ¢n>¢n

n=N

< egllug|| < eC.

D’altra parte, siccome ui — 0, abbiamo che
N

lim Zan<uka ¢n>¢n =0.

k—+o0
n=1

Quindi, per k abbastanza grande || T (ug)|| < (14 C)e. O

TEOREMA SPETTRALE PER OPERATORI COMPATTI AUTOAGGIUNTI

Definizione 17. Siano H uno spazio di Hilbert e T : H — H un operatore lineare.
Diremo che T ¢é semi-definito positivo, se

(T'(u),u) >0 perogni weH.
Diremo che T ¢ definito positivo, se
(T'(u),u) >0 perogni weH\{0}.
Definizione 18. Siano H uno spazio di Hilbert e T : H — H un operatore lineare. Se
»eH\{0} e ANER,

sono tali che
T(¢) = \p

allora diremo che A é un autovalore di T e che ¢ é il corrispondente autovettore.
Teorema 19. Sia H uno spazio di Hilbert separabile. Sia
T:H—H

un operatore lineare, compatto, autoaggiunto e semi-definito positivo.
Allora, vale una delle sequenti alternative:



(1) Esistono un numero finito di autovettori {¢;}I\., corrispondenti agli autovalori
Tl ey > A=A > - > Ay >0,

tali che
N

T(u) = Z Aj(pj,u)@; per ogni ueH.
j=1

(2) Esiste una successione di autovettori {¢;} = con corrispondenti autovalori {\;};1°0 con le se-
guenti proprieta:

o M\ < T zen);

e )\, ¢ una successione monotona decrescente;

An > 0 per ognin > 1;

An — 0;

e per ogni u € H, abbiamo
+oo
T(u) = Z Aj(dj, u)¢j .
j=1

Inoltre, se T ¢é definito positivo, allora {¢; ;r:olo ¢ una base hilbertiana.

Il lemma principale & il seguente.

Lemma 20. Siano H uno spazio di Hilbert separabile e T : H — H un operatore compatto.
Sia V' un sottospazio lineare chiuso di H e invariante rispetto a T, ovvero:

T(v)eV perogni velV.

Definiamo
A= sup{(T(u),u> cueV, flull = 1}7

e supponiamo che

A > 0.

Allora, esiste un vettore ¢ € V tale che

loll =1 e A=(T(¢),¢).

Inoltre, ¢ € un autovettore di T e \ é un autovalore relativo a ¢, ovvero

T(¢) = A¢.

Dimostrazione. Dimostriamo prima che ’estremo superiore
A i=sup {(T(u),u) cueV, u|| = 1} ,
sia raggiunto. Infatti, sia u, € V una successione di vettori di norma 1 tale che

lm (T(up),un) = A

n—-+0o

Sia up, una sottosuccessione di wu, debolmente convergente ad un certo u € H. Siccome V & un
sottospazio lineare chiuso, abbiamo che u € V. Inoltre, siccome T & compatto, si ha che

T(up,) — T(u),
fortemente in H. Quindi,

A= lim (T(up,),un,) = (T'(u),u).

k—+o0



In particolare, u # 0. Osserviamo ora che come conseguenza dalla convergenza debole, abbiamo

|lu|| < liminf |lup,| =1.
k—+o00

Definiamo w

=Tl
Allora, [jv]|=1e
A= (T (u),u) = [[ul*(T(v), v) <(T(v),v).

D’altra parte, per la definizione di A,

e quindi si ottiene:
Jul =1 e A=(T(u),u).

Definiamo ¢ := u ed osserviamo che siccome

d| (T(¢ +tw), ¢1 + tw)
dt lt=0 ¢ + tw|?

=0 per ogni wevV,
abbiamo che

(T(¢), w) = X, w) per ogni weV.
Prendendo w = T'(¢) — A, otteniamo che

1T(¢) — Adl| =0,
e quindi T'(¢) = Ao. O

Lemma 21. Siano H uno spazio di Hilbert separabile e T : H — H un operatore compatto e autoag-
giunto. Sia V' un sottospazio lineare chiuso di H e invariante rispetto a T, ovvero:

T(v)eV perogni veV.
Se
(T(u),u) =0 per ogni  uw€eV,
allora

T(u)=0 per ogni ueV.

Dimostrazione. Fissiamo un vettore u € V. Siccome V & invariante per T, abbiamo che per ogni vettore
¥ LV, si ha che

(T'(u),) =0.
D’altra parte, se ¢ € V', allora

(T(u+ ), u+v) = (T(u),u) +(T(¥), ) + 2(T'(u), ¢),
e quindi
(T'(u), ) =0.
Quindi T'(u) = 0. O

Dimostrazione di Teorema [I9l Applicando Lemma [20| con Vi = H, otteniamo un vettore ¢, € H
tale che

[p1l =1 e  T(¢1) =M1,

dove
)\I:min{<T(u),u) cueH, |ul :1}.



Se A1 = 0, allora l'operatore T' ¢ identicamente nullo (per Lemma . Se invece A\; > 0, allora
consideriamo lo spazio

Vo = {ue’H : uLd)l}.
Osserviamo che V5 € uno spazio invariante per 'operatore T. Infatti, se u € V5, allora
(T'(u), 1) = (u, T(¢1)) = (u; Aign) =0,
e quindi T'(u) € Va. Esiste quindi un autovettore ¢2 tale che
@2l =1, (d1,02) =0, T(¢2) = A2z,

dove
Ao = min{(T(u),u> cu€eH, ||lu| =1, (u,¢1) = O} .

Consideriamo di nuovo due casi. Se Ay = 0, allora T' ¢ identicamente nullo su V5. Quindi, in questo
caso, 1 e della forma

T(u) = M (o1, u)pr1.

Se invece Ay > 0, allora continuiamo la costruzione considerando lo spazio
Vg::{uE’H ul uJ_gZ)Q}.
In generale, al passo n, abbiamo n — 1 autofunzioni ¢, ..., ¢,_1 relative ad n — 1 autovalori
0< A1 <-- <A <Ay,

tali che
(Bi, @j) = bij e T(p5) =Nidy ,

edove perogni 1 <k<n-1
Ay i=max {(T(u),u) : weH, lu| =1, (6,u) =0 perogni j=1,....k—1}.
Definiamo quindi
Vo= {UEH : uJ_¢1, ul ¢a,..., UJ—¢n—1}a
)\n:min{<T(u),u> ue Vi, |lul :1}.

Consideriamo quindi due casi:
Caso 1. Esiste N > 1 tale che

AN=0 e A >0 per E<N-1.
In questo caso,

N-1

T(u)= > Nu, ;)6

=1

Caso 2. Il processo non termina mai, ovvero esiste una successione {¢, },>1 di autofunzioni tali che:

(i, 05) =055 e T(¢r) = MeOr

e dove per ogni k > 2
Ak :zmax{(T(u),u> cu€eH, |lu| =1, (¢j,u) =0 per ogni jzl,...,k—1}>0.

Per costruzione, abbiamo che:

o A\ < [T g3



e )\, & una successione monotona decrescente;
e siccome T & semi-definito, positivo, A\, > 0 per ogni n > 1.

Dimostriamo ora che A, — 0. Supponiamo per assurdo che A, > § > 0 per ogni n. Siccome ¢, & una
successione limitata, esiste una sottosuccessione ¢, che converge debolmente ad un certo 1 € H. Ora,
da un lato v & nella chiusura dello spazio generato dalla falmiglia {¢,, }x>1, mentra dall’altro lato,

0= lim <¢n]'7 ¢nk> = <¢n‘j7¢> per ogni Js

k—+o00

e quindi abbiamo che necessariamente ¥ = 0. Di conseguenza, siccome T & compatto, abbiamo che
T(¢n, ) — 0 fortemente in H e quindi

6 < lim (T(¢n,), ny) =0,

k—+o0
il che & un assurdo. In conclusione,

lim A, =0.

n—-+00

Sia ora W la chiusura dello spazio generato da {¢x}r>1 e sia Vi il suo ortogonale. Definiamo
Aoo = max{(T(u),u) su € Vo, |ull = 1}.

Siccome
An = Ao perogni n>1,

abbiamo che Ao, = 0. Per Lemma abbiamo quindi che
T(v) =0 per ogni veE V.
Si ha quindi che

+00
T(u) =Y N{oju)d;,
j=1

per ogni u € H. Infine, osserviamo che se T' & definito positivo allora necessariamente Vo, = {0}. In
questo caso, {¢r}r>1 € una base hilbertiana di H. O



