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Definizione puntuale di una funzione di Sobolev - il caso p =d

UNA FAMIGLIA DI FUNZIONT IN Wh4(R?)
Lemma 1. Sia d > 2. Per ogni § > 0, definiamo la funzione

1 se x| >1;

ds(z) =4 0 se x| < d;
In |z|

Ind

se 0 <|z|] <1

Allora, ¢ps € WH(R?) e
lim [l y1.a(me) = O-

Dimostrazione. Osserviamo che per ogni § fissato la funzione ¢; & in WhH4(R%) e che il suo gradiente
debole e dato da

0 se x| >1;
Vs(z) = g) i se |z| < 6;
— 4 1.
PARE se 0 <|z|<

In particolare

1 11 dwg (11 dw
g a1 L1 dwg g, Wd
/Rd|v¢5(a:)| dx—dwd/5 r T o] dr ‘mg’d/& rdr |Ind|d—1"

Ora, siccome il supporto delle funzioni ¢5 ¢ contenuto in Bs, abbiamo che ¢4 € VVO1 7d(Bg) (in realta, e
vero anche che ¢g € WO1 ’d(Bl)). Di conseguenza, per la disuguaglianza di Poincaré,

Cq
95/l Laray = 0]l La(pyy < Call Vsl pap,) = Ttna|d 1"

In conclusione, siccome lim = 0, abbiamo la tesi. ]

6—0 Hn5|

DUE COROLLARI

Corollario 2. Sia d > 2. Allora, esiste una successione u, € C(RY) N WL4RY) tale che
e u,(0) =1 per ognin > 1;

e HEI}EOO HunHlefi(Rd) =0.

Dimostrazione. Basta prendere u,(x) = ¢ /(7). O



Corollario 3. Sia By la palla di raggio 1 in R?, d > 2. Allora, Wol’d(Bl \ {0}) = Wol’d(Bl).
Dimostrazione. Per definizione, abbiamo che
Wy (Bi\ {0}) € Wy (B1).-

Quindi, basta dimpstrare I'inclusione opposta.

Data una funzione
u e Cgo(Bl),

consideriamo la famiglia di funzioni
u(l — ¢s).

Per costruzione

u(l — ¢s) € C(B1) N Wh4(By).
Inoltre, il supporto di u(1 — ¢5) € contenuto in B; \ {0}). Quindi,
u(l — ¢5) € Wy (B \ {0}).
Abbiamo che:

psulla < llullpel¢sllpa;

IV (psu)||pa = ||¢sVu + uV 5] 1a
< sVl pa + [uV s La
<l [[VslLa + | Vull Lo |5l o -

Quindi,
%irr(l) u(l —¢5) = u fortemente in whd(By).
—

e di conseguenza
C(Br) € Wy (B1\ {0}).

In particolare, per la definizione di I/VO1 ’d(Bl),
1,d 1,d
Wy (B1) € Wy(B1\ {0}),

il che conclude la dimostrazione.



