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Traslazioni e teorema di Rellich

TRASLAZIONI DI FUNZIONI DI SOBOLEV

Lemma 1. Siano p € (1,+00) e d > 2. Allora, per ogni u € WHP(R?) ed ogni y € R?, si ha

d

lu(z +y) —w@)lz < Iyl Y 105ull Logga-
j=1

Dimostrazione. Data una funzione f € LP(R%), con p € (1, +00] abbiamo che
e =sup{ [ f@yila)de : € LR, ol =1},
Siccome, per ¢ € [1,400), abbiamo che C(R%) & denso in L(R?), otteniamo

Il =sup{ [ f@yote)ds + b € C2®Y, ol =1},
In particolare,
fua+3) — u(@lsz =sup { [ (ulo+y) — o) vta) o+ v € CE@Y, ol =1},
Prendendo una funzione ¢ € C°(R?) e tale che ||[¢)||z« = 1, abbiamo:

/ (u( + ) — u(@))p(z) do = / w(@) (@ — y) — P(2)) de
Rd

R? 1
z/ u(x)(/ (—y) - Vi(x — ty) dt) dz
R4 0
d 1
;/o dy]u(x) i(x — ty) da dt
d 1 d
> | woteyite =) dear < 3. ol

UNA CARATTERRIZZAZIONE DELLO SPAZIO W1P(R?)

Teorema 2. Siano p € (1,+00) e u € LP(R?). Allora, sono equivalenti:
(1) ue WHP(RY);
(2) esiste una costante C' > 0 tale che

lu(z +y) —w(@)|p <Clyl  perogni yeR”.



Dimostrazione. L’'implicazione (1) = (2) segue dal lemma precedente. Dimostriamo (2) = (1).
Per ogni funzione 1 € C}(R?) abbiamo che per ogni y € R?

0(a) (ula + )~ u(@) do = [ (e~ y) ~ o) ule) do.
Rd R4
Quindi

u(zx) dx

/Rd Oy(@)u() do = lim [ L@ 1G) — v(@)

t—0 R4 t

o1
= 1%1_1}1(1) n /]Rd U(x) (u(z — te;) — u(z)) do
u(r —te;) —u(zx
S
LE(RY)
< Ol La(may -

Quindi, il funzionale
TER)NCHRY SR, TW) = [ o) d,
R4

¢ un funzionale lineare limitato su LI(R%) N C}(R?). Quindi, pud essere esteso ad un funzionale lineare

limitato B B
T:LYRY - R taleche T=T su LYRY)NCHRY).

In particolare, esiste una funzione v; € LP(R?) tale che

/ 0 (z)u(x) de = —/ vi(x)(z)de  per ogni o € CLRY). O
R4 R4

TRASLAZIONI E CONVOLUZIONT IN W1P(R%)
Proposizione 3. Siano p € (1,+00) e d > 2. Allora, esiste una costante
C=C(d,p) >0,
tale che per ogni u € W1P(RY)
[u* ¢e — ull pray < Cel|Vull poway
dove ¢ : R = R ¢ una funzione tale che

pe(x)dx <1, $ >0 su R? e ¢ =0 in Rd\Ba.
Rd

Dimostrazione.

p
dx

/ u( — y)e(y) dy — ulz)
Rd

p
dx

T

ule =) — ul@))o-(y) dy

ule = y) — u(a)| 6c(y) dy da

p
u(z —y) — u(x)’ dz ¢-(y) dy < CeP||VullZ,. 0



TEOREMA DI RELLICH

Teorema 4. Siano p € (1,+00) e Br una palla in R, Sia u,, una successione limitata di WHP(R?) e
tale che, per ognin > 1,
u, =0 in R\ Bg.

Allora esistono una funzione u € WHP(RY) ed una sottosuccessione di uy, tali che:
e uy,, converge au debolmente in WHP(RY);
e uy,, converge a u fortemente in LP(RY);
e uy, (7) converge a u(x) per quasi-ogni x € R%.

Dimostrazione. Per ogni ¢ > 0 fissato, consideriamo la successione u,, * ¢..
Se  C Br e € < R, allora u,, * ¢. € una funzione C*° con supporto contenuto in Bog. Inoltre,

lwn * GellLe < [Jun||Le,

IV (un * de)l[r = [|(Vun) * dellze < [[Vun||r,

e quindi u, * ¢. ¢ limitata in WHP(RY). D’altra parte,
[[tn * el o < [l Lo || Pella-

IV (un 5 @)l oo = [lun * (Vée)llLe < [lunl|Le[[Voe| La-

In particolare, la successione u,, * ¢. € equicontinua ed equilimitata in Byr. Possiamo quindi estrarre
una sottosuccessione di Cauchy in L*> (e quindi anche in LP(Bsp)) tale che

[t * de — U * GcllLr < €
per ogni m,n. Ora, usando la stima
|tn * de — un||Lr < e[| Vun||Le,
la disuguaglianza triangolare ed il fatto che
|Vup|lr <C perogni n>1,
per una costante universale C' (che non dipende da n), otteniamo che
|t — wm||e < (14 2C)e.

Ora, estraendo una successione diagonale, otteniamo una sottosuccessione di Cauchy in LP(R9) e li-
mitata in W1P(R?). Da questa possiamo estrarre una successione di u,, che converge debolmente in
WP (RY) ed un’altra sottosuccessione che converge puntualmente quasi-ovunque. O



