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Convergenza debole in W1*(Q)

LO SPAZIO DUALE DI WhP(I)

Siano p € [1,+o0] e g := ;E5. Date una funzioni ¢ € L(Q) ed un vettore ¥ € (Lq(Q))d, definiamo:

T(u) := /Qu(:):)cp(x) dx + /Q Vu(z) - ¥(z)dz per ogni u € WHP(Q).

Allora
T:W(Q) - R,

¢ un funzionale lineare continuo su W1?(€2). Quando p € (1, +00) vale anche il viceversa.
Teorema 1. Siano Q C R% un aperto e p € (1,400). Dato un funzionale lineare continuo

T:Whr(Q) - R,

esistono una funzioni ¢ € L1(Q) ed un campo vettoriale ¥ € (Lq(Q))d, con q = ]%1, tali che:

T(u) = /Qu(x)go(x) dx + /Q Vu(z) - ¥(z)dz per ogni ue WhHP(Q).

Dimostrazione. Per il teorema di Hahn-Banach, T" puo essere esteso ad un funzionale lineare continuo
su (LP (Q))dH. La conclusione segue dal fatto che il duale di LP(f2) sia esattamente L%((2). O

CONVERGENZA DEBOLE IN W?(Q)

Teorema 2. Siano Q C R? un aperto e p € (1,+00). Data una successione u, € WHP(Q), sono
equivalenti:

(1) uy, converge debolmente in W1P(Q) ad una qualche funzione u € WHP(Q) ;

(2) esiste u € WIP(Q) tale che u, — u debolmente in LP(Q) ed dju, — O;u debolmente in LP(I) per
ogni j=1,...,d;

(3) un converge debolmente in LP(Q)) ad una qualche funzione uw € LP(Q2) e per ogni j = 1,...,d la
successione Oju, converge debolmente in LP(S) ad una qualche funzione v; € LP(S).

Corollario 3. Siano @ C R? un aperto e p € (1,+00). Ogni successione limitata u, € WHP(Q)
ammette una sottosuccessione debolmente convergente in W1P(Q).

Corollario 4. Siano Q C R? un insieme aperto e p € (1,+00). Se u, € W'P(Q) converge debolmente
ad u € WHP(Q), allora uy, ¢ limitata in WP(Q) e si ha:

/ |Vu(x)[P de < lim inf/ |Vuy(2)|P de e / |u(z)|P de < lim inf/ |t (2)|P d .



