
Teoremi ed esercizi di Analisi www.velichkov.it

Lo spazio W 1,p(Ω)

W 1,p(Ω) è uno spazio vettoriale

Sia Ω un aperto in Rd. Date due funzioni u, v ∈W 1,p(Ω), e due numeri reali α, β ∈ R, abbiamo che

αu+ βv ∈W 1,p(Ω) e ∇(αu+ βv) = α∇u+ β∇v .

Siccome α∇u+ β∇v ∈ Lp(I), abbiamo che

αu+ βv ∈ Lp(Ω).

Quindi, basta verificare che per ogni campo vettoriale Φ ∈ C1
c (Ω;Rd) si ha:∫

I

(
αu+ βv

)
div Φ dx = α

∫
I
udiv Φ dx+ β

∫
I
v div Φ dx

= −α
∫
I
∇u · Φ dx− β

∫
I
∇u · Φ dx

= −
∫
I
(α∇u+ β∇v) · Φ dx.

La norma su W 1,p(Ω)

Per ogni u ∈W 1,p(Ω) definiamo

‖u‖W 1,p(Ω) := ‖u‖Lp(Ω) +

d∑
j=1

‖∂ju‖Lp(Ω).

È immediato verificare che se ‖u‖W 1,p(Ω), allora u ≡ 0 e che

‖αu‖W 1,p(Ω) = |α| ‖u‖W 1,p(Ω) per ogni α ∈ R.

Inoltre, ‖ · ‖W 1,p(Ω) soddisfa la disuguaglianza triangolare

‖u+ v‖W 1,p(Ω) = ‖u+ v‖Lp(Ω) +

d∑
j=1

‖∂ju+ ∂jv‖Lp(Ω)

≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω) +
d∑

j=1

(
‖∂ju‖Lp(Ω) + ‖∂jv‖Lp(Ω)

)

= ‖u‖Lp(Ω) +

d∑
j=1

‖∂ju‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω) +

d∑
j=1

‖∂jv‖Lp(Ω)

= ‖u‖W 1,p(Ω) + ‖v‖W 1,p(Ω).

Quindi, ‖ · ‖W 1,p(Ω) è una norma su W 1,p(Ω) per ogni p ∈ [1,+∞].
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W 1,p(Ω) è uno spazio di Banach

Dimostriamo che lo spazio normato
(
W 1,p(Ω) , ‖ · ‖W 1,p(Ω)

)
è uno spazio di Banach. Sia un ∈

W 1,p(Ω) una successione di Cauchy. Siccome

‖un − um‖W 1,p(Ω) = ‖un − um‖Lp(Ω) +
d∑

j=1

‖∂jun − ∂jum‖Lp(Ω),

abbiamo che le successioni

un ∈ Lp(Ω) e ∂jun ∈ Lp(Ω) , j = 1, . . . , n ,

sono di Cauchy in Lp(Ω). Siccome, lo spazio Lp(Ω) è completo, esistono i limiti forti in Lp(Ω):

u := lim
n→+∞

un e vj := lim
n→+∞

∂jun .

Rimane da dimostrare che
V = (v1, v2, . . . , vd)

sia il gradiente debole di u. Data un campo vettoriale Φ ∈ C1
c (Ω : Rd), abbiamo:∫

Ω
u(x) div Φ(x) dx = lim

n→+∞

∫
Ω
un(x) div Φ(x) dx

= − lim
n→+∞

∫
Ω
∇un(x) · Φ(x) dx = −

∫
Ω
V (x) · Φ(x) dx.

H1(Ω) := W 1,2(Ω) è uno spazio di Hilbert

Per ogni u, v ∈W 1,2(Ω) definiamo:

< u, v >:=

∫
Ω
u(x)v(x) dx+

∫
Ω
∇u(x) · ∇v(x) dx.

Allora,
< ·, · >: W 1,2(Ω)×W 1,2(Ω)→ R

è una forma bilineare simmetrica e definita positiva su W 1,2(Ω). La norma associata è:

< u, u >
1/2 =

(∫
Ω
u2(x) dx+

∫
Ω
|∇u(x)|2 dx

)1/2

,

ed è equivalente alla norma

‖u‖W 1,2(Ω) = ‖u‖L2(Ω) +

d∑
j=1

‖∂ju‖L2(Ω).

Il prodotto scalare < ·, · > rende lo spazio W 1,2(Ω) uno spazio di Hilbert.
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W 1,p(Ω) come sottospazio di
(
Lp(Ω)

)d+1

.

Dato p ∈ [1,+∞], possiamo identificare lo spazio W 1,p(Ω) con lo spazio dei campi vettoriali

(u, v1, v2, . . . , vd) ∈ Lp(Ω)×
(
Lp(Ω)

)d
tali per cui vj sia la derivata parziale debole ∂ju, ovvero:∫

Ω
u(x)∂jφ(x) dx = −

∫
I
vj(x)φ(x) dx per ogni φ ∈ C1

c (Ω).

Allora, W 1,p(Ω) è un sottospazio chiuso dello spazio di Banach
(
Lp(Ω)

)d+1
munito della norma

‖(u, v1, v2, . . . , vd)‖ := ‖u‖Lp(I) +
d∑

j=1

‖vj‖Lp(Ω).

In particolare, abbiamo la proposizione seguente.

Proposizione 1. Per ogni p ∈ [1,+∞) lo spazio W 1,p(Ω) è separabile.
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