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Lo spazio W?(Q)

W1P(Q) E UNO SPAZIO VETTORIALE
Sia Q un aperto in R%. Date due funzioni u,v € WP(Q), e due numeri reali o, 8 € R, abbiamo che
au+ Bv € WHP(Q) e V(au + pv) = aVu+ V.
Siccome aVu + Vv € LP(I), abbiamo che
au+ pv € LP(Q).
Quindi, basta verificare che per ogni campo vettoriale ® € C!(Q;R) si ha:
/I <au—|—ﬁv) div®dx = a/ludiwbdx —|—B/IvdiV<I)d:r
:—a/IVu-@d:v—ﬂ/IVu-CI)dm

= —/(onu—l—ﬂVv) - O dx.
1

LA NORMA SU WP(Q)

Per ogni u € WHP(Q) definiamo
d
lullwrr) = llullLeo) + Z 195ull Lr(0)-
j=1

E immediato verificare che se |ullw1p (), allora u = 0 e che
laullwsiy = ol lulwrom — perogni  aeR

Inoltre, || - [ly1.p(q) soddisfa la disuguaglianza triangolare

d
w4+ vllwir) = llu+vlLr@) + Z 10;u + 05| Lr ()
j=1
d

< ullzoy + I0lzoey + > (I95ullzoe) + 100l o))
j=1

d d
= |lull zr(0) + Z 195ull oy + IVl e (o) + Z 1050 Lr ()
j=1 j=1

= HUHWLP(Q) + ”UHWLp(Q).

Quindi, || - [[yy1p(q) € una norma su WLP(Q) per ogni p € [1,+0q].



WP(Q) & UNO SPAZIO DI BANACH

Dimostriamo che lo spazio normato (Wl’p(Q), | - HW1,p(Q)) ¢ uno spazio di Banach. Sia u, €

W1HP() una successione di Cauchy. Siccome

d
tn = tim|lwre(ay = ltn — tmllzo@) + Y 195tn — Ojtim | 1oy
i=1

abbiamo che le successioni
u, € LP(82) e Jju, € LP(?), j=1,...,n,
sono di Cauchy in LP(€2). Siccome, lo spazio LP(2) ¢ completo, esistono i limiti forti in LP(2):

uw:= lim u, e v; = lim Ojuy,.
n—-+o0o n—-+o0o

Rimane da dimostrare che
V - (’Ul,'UQ,--- ,'Ud)

sia il gradiente debole di w. Data un campo vettoriale ® € C}(Q : R?), abbiamo:

/Qu(ar) div ®(x) dx :ngrfoo up () div ®(x) dx
—ngr}rloo/Vun - ®(x) de ——/QV(x)~<I>(x)dx. O

HY(Q) := W'*(Q) £ UNO SPAZIO DI HILBERT
Per ogni u,v € W12(Q) definiamo:
<u,v >i= / u(z)v(z) dx —I—/ Vu(z) - Vou(z) dx.
Q Q

Allora,
<>t WR(Q) x WH(Q) - R

¢ una forma bilineare simmetrica e definita positiva su W12(£2). La norma associata e:

1/2
<u,u > = </u2(m)d:n+/ |Vu(:n)|2dx> ,
Q Q

ed e equivalente alla norma
lullwr20) = lullL2@) + Z 10jull r2(0)

Il prodotto scalare < -,- > rende lo spazio W2(Q) uno spazio di Hilbert.



d+1
WP() COME SOTTOSPAZIO DI (LP(Q)> :

Dato p € [1, +00], possiamo identificare lo spazio W1P(Q) con lo spazio dei campi vettoriali
(01,09, - .., vg) € LP(Q) x (LP(€))"

tali per cui v; sia la derivata parziale debole 0;u, ovvero:
/ w(x)djé(x) de = — /vj(x)gb(m) dx per ogni ¢ € CHQ).
Q I

d+1
Allora, W1P(Q) & un sottospazio chiuso dello spazio di Banach (Lp (Q)) munito della norma

d
[ (w,v1,v2,...,0q)|| == ||“HLP(I) + Z HUJ'HLP(Q)-
j=1

In particolare, abbiamo la proposizione seguente.

Proposizione 1. Per ogni p € [1,+00) lo spazio WP(Q) ¢& separabile.



