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Teorema della traccia su insiemi regolari

DISUGUAGLIANZA DELLA TRACCIA PER FUNZIONI REGOLARI

Lemma 1. Sia Q C R? un aperto, limitato, di classe C'. Allora, esiste una costante C > 0 tale che per ogni
funzione ¢ € C(Q) N CL(Q), si ha

/ | dH? gc(/ |<p|dx+/ |V<,0dx>.
o0 Q Q

Dimostrazione. Sia ¢, k =1,..., N, la partizione dell’'unita associata a 2. Sia i := p¢y. Allora,

/m\da:s ||¢k||Lm(Rd)/ ol dz,
Q Q

/Q Vx| dz < (el ez /Q Vol dz + Vel o) /Q ol dz

Di conseguenza, e sufficiente mostrare che per ogni k

/ lwkdﬂd1§0(/ |S0k|dz+/|V90k|dz>.
o0 Q Q

Per costruzione, sappiamo che:

e ;. ¢ supportata su un aperto C che a meno di rotazioni ¢ dato da C := B]. x (—4/2,4/2);
e esiste una funzione

n:Bh — R
di classe C! ed a valori nell'intervallo (—§/2,8/2), tale che
an (Bé,. x (=26, 25)) = {(a:’,xd) € BY, x (—26,28) : zq> 77(3:’)};
e In particolare, abbiamo che
or(2', (') +6) =0 perogni 2’ € By.
Ora, per ogni z’ € B, calcoliamo

n(z')+d

[or(a' 10| = lpulel o) — pulel o@D < [ Vel e

Integrando in z’, otteniamo
n(@')+d
/ |cpk(x’,77(x’))| da’ < / dw’/ |Vor|(2',t) dt = / |Vor| dx.

B B n(z’) Q

Ora, siccome la funzione 7 & Lipschitz (con constante di Lipschitz L > 0) su B., abbiamo che

/ x| = / o (@', (@) /I [Varn(@) P da’
a0 B
<1412 / low(a’, n(a"))| dz’
B;.
§\/1+L2/ |Vor| dr. 0
Q

’
r

Proposizione 2. Siano p € [1,+00) edﬁ C R un aperto, limitato, di classe C'. Allora, esiste una costante
C > 0 tale che per ogni funzione ¢ € C(Q) N CY(Q), si ha

/ [P dH 4t gc(/ |<p|pdx+/ |Vgp”d:c).
o0 Q Q
1



2

Dimostrazione. Per ogni € > 0, consideriamo la funzione

Pe = \/52+902-

Siccome P & una funzione in C(2) N C1(Q), abbiamo che

/ lpe|P dH*! < C(/ |905|pd$+/ Ve |? dﬂc)
o0 Q Q

V. = p(vVe2 + @) 2oV,

e quindi, per il fatto che |p| < @, e per la disuguaglianza di Young,
_ p—1 1
[Vee|P < pPe2 V| < p”(pw‘é’ + stoI”> :

Di conseguenza, esiste una costante C' = C'(p, ) > 0 tale per cui

/ |¢E|Pcm“s0( [ledrar+ | |W|pdx).
onN Q Q

Passando al limite per € — 0 otteniamo

/ P de-! <c</ |¢|de+/ |wpdx).
o0 Q Q

D’altra parte

DEFINIZIONE DI TRACCIA
PER FUNZIONI DI SOBOLEV SU INSIEMI REGOLARI

Lemma 3. Siano p € (1,4+00) ed Q C R? un aperto e limitato di classe C'. Sia uw € W'P(Q) e sia p, : @ = R
una successione di funzioni in

WhP(Q)NnCcH(Q) N C(Q)
che converge fortemenete in WHP(Q) a u. Allora, la successione
on 002 =R
é una successione di Cauchy in LP(0S). Inoltre, se
on e WP NCH)NCEQ) e Y, e WHPQ)NCHQ)NCQ)
sono due successioni che convergono a u fortemente in W1P(Q) N CY(Q) N C(Q), allora
Jim ln — VnllLra0) =0,

e quindi il limite delle successioni @, : 002 — R e 1, : 00 — R in LP(OQ) ¢é lo stesso.

Definizione 4. Data una funzione u € WHP(Q), definiamo la traccia di u su 02 come l'unica funzione
T(u) € LP(09)
ottenuta come limite in LP(0)) di una (qualsiasi) successione di funzioni
on € WHP(Q)NCHQ) N C(Q)

che converge fortemente in WYP(Q) alla funzione u.

Per indicare la traccia di uw € WHP(Q) su 0Q useremo ancora la stessa lettera u.

Teorema 5. Siano p € (1,+00) ed Q C R un aperto e limitato di classe C*.
Allora, esiste una costante C > 0 tale che

/ luP dH4! < C(/ |ul? dx —|—/ |Vul? dx) per ogni u € WHP(Q).
o9 Q Q

Osservazione 6. L’operatore che associa ad ogni funzione u € W1P(Q) la sua traccia u € LP(0) & un
operatore lineare e limitato.



FUNZIONI IN WP CON TRACCIA NULLA E SPAZI Wol’p

Teorema 7. Siano p € (1,+00) ed Q C R? un aperto e limitato di classe C*.
Data una funzione u € WHP(Q), sono equivalenti:

(i) ueWe" () ;
(i) la traccia diu su 0Q é nulla.

Dimostrazione. L’implicazione (i) = (ii) segue direttamente dalla definizione. Infatti, basta osservare che per
definizione di W,?(Q) esiste una successione ¢, € C°(Q2) che converge a u forte in WP, Siccome la traccia
di u ¢ il limite delle tracce di ¢, e ¢, = 0 su 912, abbiamo che anche la traccia di u ¢ zero su 9.

Dimostriamo ora che (ii) = (i). Sia ¢, & = 1,..., N, la partizione dell’'unita associata a . Sia uy = udy.
Basta dimostrare che per ogni k, u; € WO1 "P(Q). Per costruzione, sappiamo che:

e uy ha traccia nulla su 99;
e wuy, & supportata su un aperto C che a meno di rotazioni ¢ dato da C := B). x (—4/2,0/2);
e esiste una funzione 7 : B}, — R di classe C! a valori in (—§/2,3/2), tale che

Qn <B§T x (—26, 25)) - {(:z:’,xd) € Bl x (~20,28) : wq> n(z’)}.
Per ogni € > 0 considerimo la funzione

se  xq>n(a’)+ 2
se zg <) +e
(za= @) +2))  se  n@) e <z <) +2e

SOE (‘T/7 -’I:d) =

Ol= O =

Osserviamo che:

e per ogni e > 0, up¢. € Wol’p(Q);
e per € — 0, upp: — ug fortemente in LP(2).

uindi, per mostrare che uy, € W, P(Q), basta dimostrare che p.uy, — uy fortemente in Wa ™ ().
0 ¥ 0

Esiste una costante C), (che dipende solo da p > 1) tale che

/Q |V (ur — peur)|P de < Cp</ﬂ(1 — )P Vug|?P de + /Q |Voe|Pub, dm).
Siccome ¢, 1 1, abbiamo che

lim [ (1 — p)?|Vug|P dx = 0.

e—=0 Jo

D’altra parte

n(z’)+2e
/|V<p€|p|uk|pdw:/ d:[// IV P g P dg
Q & n(z')+e

(z")+2¢
< = / dx’ / lug (2, 2q)|P dzg
" n(z’)+e

(z")+2¢
/ dx’ / lug (2, 2q)|P dzg.
" n(z")

Tq P
lug (@', zq)|P < (/ |Vug|(z', ) dt)
n

(x')
x4

< (2 — ()P / V(o 1) dt.

n(z’)

I /\

Ora, per (quasi-)ogni 2’ € By, abbiamo che



4
Quindi,

cP n(z')+2e
/ Ve P|ug|P doe < —/ dx’/ luk (2, 2q)|P dzg
Q e? Jpr n

cP

(Il)
< /
2 B

n(z')+2¢ xq
da’ / ((xd—n(x’))p‘l / [Vug|P(2/, 1) dt) dzg
n
CP
== /B

(=) n(x’)
n(z')+2e n(z')+2¢e
(/ |Vug|P (2, t) dt> </ (g — ()P ! dxd) da’
n(z’) n(z’)
cr
CPop n(z’)+2e
= / / |Vug|P(2',t) dt da’.
+ ()

’
r

’
r

n(z')+2¢ 1
(/ |Vug|P(2',t) dt> <(25)p) dx’
n(z’) p
p

Ora, siccome

e—0 (")

n(z’)+2e
lim/ / |Vug|P (2, t) dt de’ = 0,
rJn

abbiamo che
lirg / ‘V@E‘p|uk|p dx = 0,
e—0 Q

e quindi

lim [ [V(ug — peup)|” dz = 0.
e—0 Q
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