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Disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger

Teorema 1. Siano BR ⊂ Rd e u ∈ H1(BR). Allora,

1

R2

∫
BR

∣∣u(x)−MR

∣∣2 dx ≤ Cd ∫
BR

|∇u|2 dx dove MR := −
∫
BR

u(x) dx ,

e dove Cd è una costante dimensionale.

Dimostrazione. Sia y ∈ BR. Definiamo

ϕ(x) := u(x− y) , ϕ : BR(−y)→ R,

e osserviamo che possiamo scrivere l’insieme BR(−y) in coordiante polari come

BR(−x0) :=
{

(r, θ) : θ ∈ ∂B1, r ∈ [0, Rθ)
}
.

Per ogni

x = (r, θ) ∈ BR(−y),

abbiamo la stima

|ϕ(rθ)− ϕ(0)| ≤
∣∣∣∣∫ r

0

θ · ∇ϕ(sθ) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ r

0

|∇ϕ|(sθ) ds.

Integrando in r e in θ abbiamo∫
BR

|u(x)− u(y)|2 dx =

∫
BR(−y)

|ϕ− ϕ(0)|2

=

∫
∂B1

∫ Rθ

0

rd−1|ϕ(rθ)− ϕ(0)|2 dr dθ

≤
∫
∂B1

∫ Rθ

0

rd−1

(∫ r

0

|∇ϕ|(sθ) ds
)2

dr dθ

≤
∫
∂B1

∫ Rθ

0

rd
∫ r

0

|∇ϕ|2(sθ) ds dr dθ

=

∫
∂B1

∫ Rθ

0

rd
∫ Rθ

0

|∇ϕ|2(sθ) ds dr dθ

≤ (2R)d+1

d+ 1

∫
∂B1

∫ Rθ

0

|∇ϕ|2(sθ) ds dθ,

dove nell’ultima disuguaglianza abbiamo usato che∫ Rθ

0

rd dr ≤
∫ 2R

0

rd dr =
1

d+ 1
(2R)d+1.

Ora, osserviamo che∫
∂B1

∫ Rθ

0

|∇ϕ|2(sθ) ds dθ =

∫
∂B1

∫ Rθ

0

|∇ϕ|2(sθ)

sd−1
sd−1ds dθ =

∫
BR(−y)

|∇ϕ|2(x)

|x|d−1
dx =

∫
BR

|∇u|2(x)

|x− y|d−1
dx

Quindi abbiamo ∫
BR

|u(x)− u(y)|2 dx ≤ 2d+1

d+ 1
Rd+1

∫
BR

|∇u|2(x)

|x− y|d−1
dx

Integrando in y, abbiamo∫
BR

∫
BR

|u(x)− u(y)|2 dx dy ≤ 2d+1

d+ 1
Rd+1

∫
BR

∫
BR

|∇u|2(x)

|x− y|d−1
dx dy

≤ 2d+1

d+ 1
Rd+1

∫
BR

1

|x− y|d−1
dy

∫
BR

|∇u|2 dx.
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2

Siccome ∫
BR

1

|x− y|d−1
dy ≤

∫
BR

1

|y|d−1
dy = dωdR,

e |BR| = ωdR
d otteniamo ∫

BR

∫
BR

|u(x)− u(y)|2 dx dy ≤ d2d+1

d+ 1
|BR|R2

∫
BR

|∇u|2 dx.

Infine, usando l’identità

1

|BR|

∫
BR

∫
BR

|u(x)− u(y)|2 dx dy = 2

∫
BR

∣∣u(x)−MR

∣∣2.
dove

MR := −
∫
BR

u(x) dx

otteniamo ∫
BR

∣∣u(x)−MR

∣∣2 dx ≤ CdR2

∫
BR

|∇u|2 dx,

con Cd = d
d+12d. �


