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Teoremi di approssimazione, estensione e compattezza in W1?(Bp)

TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE IN Wh?(Bp)

Lemma 1. Sia By la palla di raggio R in RY e sia p € (1,+00). Sia u € WIP(Bg). Allora:

(i) per ognit > 1, la funzione
uy(x) := u(z/t),
¢ in WYP(ByR) ed il suo gradiente debole ¢

Vu(z) := %Vu(x/t);

(ii) u; converge a u (pert — 1) fortemente in WP (Bg).

Dimostrazione. Dimostriamo (i). E immediato verificare che u; € LP(B;g) e Vuy € (LP(By R))d e che

p
/ uf doe = / lu(z/t)|P dx = td/ lu(y)|P dy ; / 1Vu(:c/t)‘ dr = tdp/ |Vu(y)P dy .
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Ora, per una qualsiasi campo ® € C}(Byg;R?) consideriamo il campo
Oy(x) := P(tx) , ®; € C1(Bg;RY).

Osserviamo che .
D(y) = Pe(y/t) e  divd(y) = ;(div@t)(y/t)-
Quindi

: L.
/BtR ur(x) div®(x) de = /BtR u(z/t) ;(le Dy (z/t) da
_¢d /BR u(y) %(div ) (y) dy

=t [ Vu(y) - 4(y) dy
Br

_ /Bm %Vu(x/t)-fbt(x/t) do :/

. (%Vu(x/t)) - P(z) dx,

ovvero u; € WHP(Bg) ed il suo gradiente debole Vu; & precisamente
1
Vug(x) = EVu(x/t).

Per dimostrare (2), osserviamo che per ogni ¢ € C2°(Bpg) abbiamo
| @@ ds = [ uwftietayds= [ utyyelt) de
Br Br Bryt

Ora, siccome ¢ & regolare ed a supporto compatto, otteniamo:

i [ w(epte) dr = / u(@)ple)

e quindi u; — u debolmente in LP(Bg). Siccome

lim \ut]p:/ |ul? e lim |Vut\p:/ |Vul?,
R Br Br Br

t—1 Jp t—1

abbiamo che la convergenza ¢ forte in WP (Bg). O



Teorema 2. Sia Bg la palla di raggio R in R e sia p € (1,+00). Allora, per ogni v € WHP(BR) esiste
una successione un, di funzioni C*°, ciascuna definita in un intorno di Bg, tali che u, — u fortemente
n Bgr

(i) per ognit > 1, la funzione
ug(x) = u(z/t),
¢ in WYP(Byg) ed il suo gradiente debole ¢

Vue(x) == %Vu(a;/t);

(ii) u converge a u (pert — 1) fortemente in WP (Bg).

TEOREMA DI ESTENSIONE PER FUNZIONI IN W'*(Bg)
Lemma 3. Siano ¢ : Br — R e : Bog \ Br — R due funzioni di classe C* fino al bordo tali che
p=1v su O0Bpg.
Allora, per ogni p € [1,+00], la funzione

o(x) se x € Bp,

u: Bop = R, u(x)z {¢(x) se xGBQR\BR7

Vu(z) {V(p(m) se x € Bp,

Vi(z) se x € Bag\ Bg.

Lemma 4. Sia Bg la palla di raggio R in R? e sia p € (1,400). Allora, per ogni u € W'P(BR) esiste
una funzione v € WHP(Bag) con le proprieta sequenti:

e v =u in Bp;
e IVolle(By) < CallVullre(sy), dove Cy & una costante dimensionale.

Dimostrazione. Per il teorema di approssimazione con funzioni regolari, basta dimostrare il teorema
nel caso in cui u ¢ una funzione C'(Bpg). Possiamo inoltre assumere R = 1. Ora, basta prendere

o) = {u(m) se x € By;
Y(x) se x € By\ By,

dove 9 (z) := u(x/|z|?), applicare il lemma precedente e verificare che

/ VP dx < C’d/ |Vul|P dex.
Bo\B; By

O]

Teorema 5. Sia By la palla di raggio R in R e sia p € (1,+00). Allora, per ogni v € WHP(BR) esiste
una funzione u € Wl’p(Rd) con le proprieta sequenti:

o [Vl ppmay < C(||u||Lp(BR) + HVUHLP(BR)); dove C' ¢ una costante che dipende solo da d ed R.

L’INCLUSIONE COMPATTA DI W'P(Bg) IN L?(Bg)

Teorema 6. Sia By la palla di raggio R in R? e sia p € (1,+00). Data una successione u, € WP (Bg),
limitata in WYP(BR), esistono una funzione u € WIP(Bg) ed una sottosuccession uy, tali che

Up, — u fortemente in LP(BRg).



