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Funzioni di Sobolev di piu variabili

FUNZIONI DI SOBOLEV E DERIVATE DEBOLI

Dato un insieme aperto Q@ C R% e p € [1,+o0], definiamo lo spazio di Sobolev W1P(Q) come lo
spazio delle funzioni u € LP(2) tali per cui esistono d funzioni

V1,V2,...,0q € LP<Q),

con la proprieta seguente. Per ogni j =1,....d

/u(x)(?]gb(x) dx = —/Uj(m)QS(:U) dx per ogni ¢ € CH(I).
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Equivalentemente, usando la notazione

d
V= (v1,...,vq) € (LP(Q))
abbiamo che u € W1P(Q) se per ogni

O = (¢1,...,¢4) € CHYRY)

si ha
/u(:v) div®(z)dxr = — / V(z)- ®(x)dx,
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dove
d d
divd(z) =Y 9;0;(x) e V() - B(x) =Y vj(z)¢;(x).

j=1 j=1

La funzioni vq, ..., v4 sono le derivate parziali deboli di v mentre V ¢ il gradiente debole di u.

Unicita delle derivata e del gradiente deboli

Supponiamo che, data u € LP(2), esistono due funzioni vj, w; € LP(Q) tali che:

/u(x)ﬁjqzﬁ(x) dr = —/Uj(x)qb(x) dx per ogni ¢ € CHI).
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Allora,
/I (UJ'(I) - wj($)>¢(95) de =0 per ogni b€ CLQ).

Di conseguenza,
v; =w; in €.

D’ora in poi useremo le notazioni o u, Osu, . ..,0qu e
Vu:= (Owu,...,0qu),

per indicare la derivata debole di una funzione u € W1?(Q).



EsSEMPI

Funzioni regolari

Esempio 1. Siano Q un aperto in R? ed F : Q — R una funzione di classe C* su §) tale che:
/Q |F(x)|P dx < 400 e /I]VF(JC)P’ dr < +oo .
Allora F € WYP(Q) ed il suo gradiente debole ¢ esattamente VF. Infatti,
/QF(x) div ®(z) dx+/QVF(x).q>(x) :/Qdiv (F(2)®(x)) dz =0,

per ogni campo vettoriale ® € CL(;RY).

Un criterio generale per funzioni regolari al di fuori di un punto
Proposizione 2. Sia B C RY ed F : By \ {0} una funzione di classe C' in By \ {0} e tale che

Fel’B) e |VF|lel’(B),

per un qualche p € [1,+00). Se

lim |F| =0,
r—0 aBT

allora la funzione F ¢ in WYP(By) ed il suo gradiente debole & precisamente VF.

Dimostrazione. Sia ® € C1(Bj). Siccome
F e Lp(Bl) e |VF| € Lp(Bl) R

abbiamo che

lim F(z)div®(z)dr = F(z)div®(z)dz;
r—0 Bl\BT' B
lim VF(z)- ®(z)dr = VF(z) ®(x)dx.
r—0 Bl\Br Bl

D’altra parte, per ogni r > 0, abbiamo che

/ F(z)div®(z) dx +/ VF(x) ®(z)dx = —/ F(z)®(z) - — do(x).
Bi\Br Bi\Br 9B,

Siccome, per ipotesi

/ Flx)®(z) -~ =0,
OB,

r

otteniamo che

/ F(z)div®(z)dr = — VF(z)  ®(x)dx.
B, By



Una funzione di Sobolev con discontinuita in (0,0)

Esempio 3. Consideriamo la funzione

F:Bi\{(0,0)}, F(z,y) =

T2

Allora, F € WYP(By) per ogni p € [1,2).

Una funzione di Sobolev non limitata
Esempio 4. Datia >0, p>1 ed > 2, consideriamo la funzione

1

|

F:RIN{0}, F(z,y)=

Se
d—pla+1)>0,

allora F € WYP(By) ed il suo gradiente debole ¢ dato da

X
_O‘|x|a+2 :

VF(z) =



