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Parte positiva e modulo di una funzione di Sobolev

LA PARTE POSITIVA DI UNA FUNZIONE DI SOBOLEV

Teorema 1. Sia I un intervallo aperto e sia p € [1,00].
Sia g, : R — R una successione di funzioni tale che:

(a) gn € C®°(R) per ognin ;
(b) 0 < g, <1 suR per ognin;

1
(¢) gn(z) =0 per ogni x < — e per ogni n;
n

2

(d) gn(x) =1 per ogni x > — e per ogni n;
n

(e) la successione gy € crescente e

. (@) 0 se <0,
im T) =
novoo I 1 se z>0;

Sia G, : R — R la funzione

Gn(x) = / gn(t)dt per ogni reR.

—o0
Allora, per ogni u € WHP(I), la successione Gy (u) € WHP(I) converge fortemente in WP(I) a

{u(w) se wu(z) >0,

0 se u(x) <O0.

ug I - R, ug(z) =
In particolare,
uy € WHP(I) e (uy) =Tpsop
Dimostrazione. Osserviamo che la successione di funzioni G,, : R — R ha le proprieta seguenti:

e G, € C*(R) per ogni n ;

|GL| <1 su R per ogni n;

e la successione GJ, & crescente e

0 <0;
lim Gl (z) =4 "=
n—00 1 se z>0;

1
e Gp(z) =0 per ogni x < e per ogni n;

e 0 < Gp(z) <z perogni x> 0;

e 0<z—Gpx) <

Sl

per ogni x > 0 e per ogni n.



Ora fissata, u € WHP(I), osserviamo che:
(1) Per ogni funzione u € WP (I),
Grn(u) = uy  puntualmente su I.

Siccome,
|Gr(u)| <wuy perogni n>1,

per il teorema della convergenza dominata

Gn(u) — uy fortemente in  LP(I).

(2) Infine, osserviamo che per costruzione
Gp(u) = Lo 100y (u) puntualmente su 1.

Quindi, anche
Gh(u)u" = 1o 100y (u)u’  puntualmente su 1.

Siccome |G7,| < 1, abbiamo che
|G| < |u|  perogni n>1,
per il teorema della convergenza dominata, abbiamo:

G (u)u" = T (g o0y (u)u’  fortemente in - LP(I).

In conclusione,
Gn(u) = uy fortemente in  W1P(I),

e, siccome 1 (g yo0)(u(7)) = >0y (), abbiamo

(uy) = Tyysopu'.

MODULO DI UNA FUNZIONE DI SOBOLEV
Corollario 2. Sia I un intervallo aperto e sia p € [1,00]. Allora, per ogni u € WHP(I),
Wl W) e (ul) = Lsop' — Lpucop.
Corollario 3. Sia I un intervallo aperto e sia p € [1,00]. Allora, per ogni u € WHP(I),
/ / /
w = lgseu + Lo
In particolare, dato un insieme misurabile E C I, abbiamo che se
u=0 quasi-ovunque su F,

allora
! .
u =0 quasi-ovunque su F.



