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Limitatezza delle funzioni di Sobolev su un intervallo

LEMMA DI APPROSSIMAZIONE
Lemma 1. Sia I un intervallo aperto in R e sia p € [1,400). Se esiste una costante C > 0 tale che
lull ey < Cllulwiogy — per ogni e C(I) nWH(1),

allora
||u”Loo < C”“HWUD per ogni u € Wl’p(I).

Dimostrazione. Prendiamo una qualsiasi funzione u € W1P(I). Per il teorema di approssimazione,
esiste una successione u, € C®(I)NWHP(I) tale che u, — u in WP(I). In particolare, u, & di Cauchy
in WP (I). Siccome

l[un — UmHLoo(I) < flun — umHWLP(I)v
abbiamo che u, ¢ di Cauchy in L*°(I) e quindi u, converge ad una qualche funzione u in L*(I).
Siccome, allo stesso tempo, u, converge a u in LP(I), otteniamo che necessariamente u = u. Quindi,
passando al limite la disuguaglianza

”unHLOO(I) < ||UnHW1,p(1)

otteniamo che
[ull oo (ry < lullwre(r-

STIMA L>®(I) — W'P(I) PER FUNZIONI DI SOBOLEV

Teorema 2. Sia I un intervallo aperto in R e sia p € [1,+00]. Allora, WYP(I) C L>®(I) ed esiste una
costante C > 0 tale che

lull oo 1y < Cllullwren per ogni u € WHP(I).

Dimostrazione.
Caso 1. p = +oo. La dimostrazione in questo caso ¢ immediata. Infatti,

HU||L<><>(I) < HUHWLOO(I) = HUHLoo(I) + ||U/HL°°(I) per ogni u € WI’OO(I)-

Caso 2. Supponiamo che p = 1 e che [ sia illimitato.
Allora per ogni € > 0 esiste un punto x. € I tale che

lu(ze)| < e.
Quindi, per ogni x € I, abbiamo
lu(@)] < Ju(z) — u(ze)| + |u(ze)]

‘/ dt‘Jreg e

Siccome ¢ ¢ arbitrario, otteniamo che in questo caso

Jull oo (ry < /Il prry



Caso 3. Supponiamo che p =1 e che [ sia limitato.
Possiamo trovare un punto xzg tale che

1
ua)] < o [ fu(o)]da

u(@)] < Ju(z) = u(zo)| + [u(zo

)l
1
‘/ dt‘—l—/u(aﬂ)dwg Hu’HU(])—l—/\u(x)\dx.
| Jr ] J;

Caso 4. Supponiamo che p € (1,400) e che I sia illimitato.
Sia u € C®(I) N WHP(I). Siccome

Quindi, per ogni « € I, abbiamo

/|u(:n)|1l7 dr < 400,
I
abbiamo che, per ogni € > 0, possiamo trovare x. € I tale che
lu(ze)| < e.
Quindi, per ogni x € I,
u(@)[” < Ju(@)? —u(ze)?| + |u(z)?|
‘ / (t)[P~1 dt| 4 P
< / o ()| |u(t) [P~ dt + &P
< ol oy llulfo y + €7

Ora, usando la disuguaglianza di Young

AB < Ap + N
B
per
A= lpwg e B=lullll,
otteniamo
u(z)[” < || Ul o) +2 HUH nte

< H“HWLP([) + P
Siccome € > (0 ¢ arbitrario, otteniamo
ulen < lullwiogy  perogni  we C(D)NW(D).

Caso 5. Supponiamo che p € (1,400) e che I sia limitato.
Sia u € C®°(I) N WHP(I). Siccome

/|u(w)|p dr < 400,
I

possiamo trovare xg € I tale che

lu(xo |p<|1|/|u x)|P dz.



Quindi, per ogni x € I,

(@) < Ju(z)” — u(z )|+IU(:vop

(DOl dt] + /\u P da

‘/ m

< [ W@ / ful@)|? da
I

< ey lullToiy + mIIUII
Usando di nuovo la disuguaglianza di Young con
A=l e B=lullylh,
otteniamo

p—l, 1

1
() < gy 5= Tl + el < (11177 el

Quindi,
Il < (14117 lullwingy — perogni  we C¥(1) AWH(D).

LA CONVERGENZA FORTE W'?(I) IMPLICA LA CONVERGENZA UNIFORME

Teorema 3. Sia I un intervallo aperto in R e sia p € [1,+00]. Se u, € WHP(I) ¢ una successione che
converge fortemente in WP ad una certa funzione u € WYP(I), allora u, converge a u in L>®(I).

LE SUCCESSIONI LIMITATE IN W!P(I) SONO COMPATTE IN C(I)

Teorema 4. Sia I un intervallo aperto e limitato in R e sia p € (1,400). Ogni successione limitata
in WYP(I) ammette una sottosuccessione che converge uniformemente.

Dimostrazione. Sia u, una successione limitata in W1?(TI). Siccome
unllzoo(ry < Cllunllwrr(n,

abbiamo che u,, ¢ equilimitata su I. Inoltre, per ogni z,y € I, con x < y, abbiamo

Yy Yy
funly) = wn(a)| = | [ te)at| < [ u o)
p=t (Y, e p=1
<ly—al ( |un<t>|Pdt) < ly— a7 Il

e quindi u,, € equicontinua. O

Corollario 5. Sia I un intervallo aperto e limitato in R e sia p € (1,400).
Allora, la palla unitaria in W1 (I)

fuew'(1) : Julwis <1},

é un sottoinsieme compatto di LP(I).



Esempio 6. Consideriamo una funzione ¢ € C°((—1,1)) tale che

/¢(t)dt:1 e »>0 su R
R

Definiamo le funzioni
On(x) :=no(nx) per ogni x € R;

0= [ ety

Allora, ®, € WHL(I) con @, (x) = ¢,(x). Inoltre,

1 1 1/n 1
ol = [ ont@ o= [ otz = [ norar = [ oy =1

[Pnllr—1,1) < 2| Pnllpoe(—1,) <1,
quindi la successione ®, ¢ limitata in WY1 (—1,1). Ora, osserviamo che il supporto di ¢, ¢ contenuto
in (=1/n,1/n). Quindi:
0 se < —1/n,
D, () :=

1 se xz>1/n,
il che tmplica
Dy (z) = 1jo,400}(w) per Lebesgue quasi-ogni = € R.
Ora, siccome le funzioni ®,, sono continue su (—1,1), mentre l'indicatrice 140,400} mon lo ¢, abbiamo
che nessuna sottosuccessione di @y, puo convergere uniformemente a Ly ooy

LA CONVERGENZA DEBOLE W!P(I) IMPLICA LA CONVERGENZA UNIFORME

Teorema 7. Sia I un intervallo aperto e limitato in R e sia p € (1,+00). Se u, € WIP(I) & una
successione che converge debolmente in WYP ad una certa funzione uw € WHP(I), allora w, converge a
w in L(I).

Dimostrazione. Sia u, una successione in W1#(I) debolmente convergente a v € WP(I). In partico-
lare, la successione |[uy|[yy1.0(7) € limitata. Consideriamo una qualsiasi sottosuccessione uy, di uy,. Per
Teorema abbiamo che u,, ammette una sottosuccessione Uy, che converge in L*>(I). Siav € L*>(I)
il limite uniforme

v:= lim Uny, -
j—+oo

In particolare, per ogni ¢ € Li(I), abbiamo
/@(x)v(x) de = lim [ p(z)up, (x)dz.
I J—ortoo J1 7
D’altra parte, siccome il funzionale

T:-Wh(I) =R, T(w) := /cp(x)w(a:) dx ,
I

¢ un funzionale lineare limitato su W1P(I), la convergenza debole u, — u implica

/Sﬂ(x)un(x) dr =T (up) = T(u) = /cp(m)u(x) dzx .
I

1

In conclusione, abbiamo che
[ e@ut@)as= [ elaie ds
I I
e siccome ¢ € LI(I) ¢ arbitraria, otteniamo che u = v. O



Esempio 8. Sia I un intervallo aperto e illimitato in R e sia p € (1,400). Esistono successioni
limitate in WP(I) e che convergono debolmente a zero, ma che non convergono uniformemente a zero.

COMPORTAMENTO ALL’INIFINITO
Teorema 9. Sia I un intervallo aperto e illimitato in R e sia p € [1,+00). Se u € WLP(I), allora

xlgglo u(z) = 0.



