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Prodotto tra funzioni di Sobolev

PRODOTTO CON UNA FUNZIONE DI SOBOLEV REGOLARE

Proposizione 1. Siano I un intervallo aperto in R e p € [1,+00).
Siano
neCtI)NWh(I) e ueWh(I).

Allora,
nu € WHP(I) e (nu) =n'u+u'n.

Inoltre, esiste una costante C che dipende solo da I da p tale che
[nullecry < Clinllwrr vl e e [(nu) Loy < Clinllwre o lullwre -
Dimostrazione. Osserviamo che siccome n € W1P(I), abbiamo che n € L°°(I) e vale la stima
7l ooy < Clinllwrery s
per una qualche costante C' che dipende solo da I e da p. Analogamente, u € L>(I) e
[l oo (ry < Cllullywrvry -
Quindi, abbiamo le stime
Inullery < Inlleenllulley e lmulley < llullzeenylinllzecr)-
Inoltre, n'u + u'n € LP(I) e si ha la stima
w4 u'nll Loy < 10" wll Loy + 10l Loy
< leyllell oo ry + 0l oo (| | Lo )

< CHn/HLI’(I)HuHWLP(I) —+ CHW”WI»P(I)H“/HLP(I)
< 2C||ullw oy lI0llw e -

Per concludere, basta dimostrare che n'u 4+ u'n sia la derivata debole di nu.
Data una qualsiasi funzione ¢ € C}(I), osserviamo che ¢n € CL(I) e calcoliamo

/nwp’ dz = /u((nw)’—n’w) dz = /u(mp)’dm‘— /n’@dw
I I I I
:—/u’ncpdzn—/n'cpdx
I I

= - /1 () (U’n + n'U) dz. =

PRODOTTO TRA DUE FUNZIONI W'P(])
Teorema 2. Sia I un intervallo aperto in R e sia p € [1,+00). Seu € WHP(I) e v € WHP(I), allora

uv € WHP(I) e (wv) = v'v +w' .



Dimostrazione. Sia u, una successione in C*°(I) N WP(I) che converge a u fortemente in W1P(I).
Per ogni n > 1, abbiamo che

unv € WHP(I) e (upv) = uhv+up .
Siccome
|unv — wollory < 0l gy llun — ullLr(ny
abbiamo che u,, v — uv fortemente in LP. Quindi, basta dimostrare che u,v sia di Cauchy in WP,
[(unv)" = (umv) 'l Lo(ry = [ (unv + unv") = (upv + umv) || Lory

< (g, = )0l Loy + 1(n — wm)v'l| o)

< vllpee ||y, — I oo (ry + ltn — wmll oo ()10l Lo 1y

<l zeo lug, = |l Loy + Cllun = wmllwro ()10l o (1)

il che conclude la dimostrazione. O



