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Equazione del calore

EQUAZIONE DEL CALORE

Teorema 1. Siano { >0, I = (0,£), up € L*(I) e

l
c = / uo(x)pr(x) dx per ogni k>1,
0

or(z) = \/gsin (%kx)

dove

Per ogni t > 0 definiamo la funzione
+oo
u € LX(I), wp =) cpe Mgy,
k=1
dove la serie converge fortemente in L?(I) e dove
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Allora:
(i) w converge a ug fortemente in L*(I) per t — 0;

(ii) per ognit > 0, definiamo la funzione

+o00
V¢ € L2(I) , Vg 1= Z(—)\k)ckeiw\kgf)k,
k=1

dove la serie converge fortemente in L*(I). Allora,

lim ?|||Ut+s — g — sve|[2() = 0.

(iii) per ogni t > 0, la funzione uy & soluzione forte del problema

Opgtt = v n 1 , Uy € H&(I)

Definizione 2. Sia B uno spazio di Banach con norma ||-||g. Dati un intervallo I C R ed una funzione
u: I — B diciamo che:

e uc C(I;B), sela funzione u é continua su I, ovvero se
lim ||u(t+s) —u(t)||g =0 per ogni  te€l;
s—0

e uc C(I;B), se esiste una funzione v € C(I;B) tale che

1
gi_% HHu(t +3s)—u(t) —sv(t)|lg=0 per ogni  tel.



Definizione 3. Diciamo che la funzione
u € C([0,+00); L*(I)) N C((0, +00); L*(1)) N C((0, +o0); H*(I) N Hy (1)),
¢ una soluzione dell’equazione del calore (con condizioni di Dirichlet) e con dato iniziale ug € L*(I), se
Opur(x) = Opzur(x) per ogni t >0, z€l;
ILm ug = ug fortemente in  L*(I);

0
ur € HY(I) N H?*(I) per ogni t>0.

Proposizione 4 (Unicita della soluzione). Siano I un intervallo aperto e limitato e
u € C([0,+00); L*(I)) N C*((0,+00); L*(I)) N C((0, +o00); H*(I) N Hy(I)),
una soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale ug € L*(I). Allora, la funzione
M:[0,400) >R,  M(t) = / g (2) 2
I
e decrescente e
M(t) < |lglfaye " perogni  t>0,
dove C' > 0 ¢é una costante universale. In particolare, la soluzione dell’equazione del calore € unica.

Dimostrazione. Dimostriamo intanto che M sia derivabile su (0, +00) e che

M'(t) = 2/18tut(x)ut(:z:) dz,

dove dsu : (0, +00) — L*(R%) & la derivata (nella variabile ¢ € (0, +00)) della funzione
w: (0,400) = L*(RY).

Calcoliamo

(e —2w) = 1 [ (k- ) do
1

== Z ('LLH_S — ut) (ut+$ + ut) dx

S

Utys — Ut Ut4s — Ut
= Jrs721@ de + | 42— (uHS — ut) dx .
I S I S

Siccome abbiamo i limiti forti in L2([)

. Utys — Ut .
lim —/——=* = J,uy e lim (ut+s — ut) =0,
s—0 S s—0

otteniamo che .
M) = lim (M(t 4 5) ~ M(1)) =2 / vun () un () d

s—0 8 I

Usando ’equazione
8tut = a;txut

otteniamo
M'(t) = 2/6tut(:1:)ut(x) dx .
I
Siccome u; € Hi(I) e O,uy € HY(I), abbiamo che

2

M'(t) = 2/18xxut(x)ut(x) dr = _2/1 (Opur(z))” da .

2



Ora, per la disuguaglianza di Poincaré, esiste una costante C' > 0 tale che

M(t) = /Iu?(x) dzx < C/I (&Cut(x))zdm.

Quindi,
2
M) >—-=M
(1) =~ Z M),

e di conseguenza
M(t) < e ™M(0) = ™" |luoll2(r) ,

dove Kk =2/C.



