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Serie di Fourier e spazi di Sobolev

DUE BASI DI FOURIER IN L?*(I)

Dato £ > 0, consideriamo il seguente intervallo aperto e limitato:
I:=(0,¢).

Per ogni k > 1 definiamo la funzione
2 .y
or(x) = \/; sin (Zlm)
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Proposizione 1. La famiglia di funzioni
o= {qbi Q> 1}.

¢ un sistema completo ortonormale nello spazio di Hilbert L>(I). In particolare, data una qualsiasi
funzione u € L*(I), abbiamo che

+oo +oo
2 2
||U||L2(1) :ch € u:chqu,
j=1 j=1
dove la seconda serie converge fortemente in L?(I) e dove

¢y i= [ u(e)o,(a) da.

Quindi, per ogni i > j > 1,

Consideriamo ora le funzioni

2 T
= — — 1 >
Yi(x) \/; cos <£ kx) per ogni k>1,

e la funzione

Di nuovo, abbiamo che

/%(w)% () dx = 6 per ogni 0<i<j.
I

Proposizione 2. L’insieme
\I/::{wi : iz()}.

¢ un sistema completo ortonormale nello spazio di Hilbert L*(I). In particolare, data una qualsiasi
funzione v € L*(I), abbiamo che

+oo +oo
2 2
||UHL2(1) = Zdj € v= Zdﬂ/)j )
j=1 J=1
dove la seconda serie converge fortemente in L*(I) e dove

dj := /Iv(x)@bj(m) dx .



DUE BASI DI FOURIER SU L*(I)
Teorema 3. Siano I = (0,¢) un intervallo aperto e limitato in R e uw € L*(I).
Scriviamo u nella forma

+00

u(x) = chgf)k(:z) dove ck = /Iu(a:)(;ﬁk(x) dx .

k=1
Allora, sono equivalenti:
(1) we Hy(I);

o0

(2) > K¢ < +o0.
k=1

Inoltre, se v’ ¢ la derivata debole di w, si ha

2 +o0 =
™ ™
HU’H%%[) =2 ZkQCi e u(r)= 7 chkwk(ﬂﬁ),
k=1 k=1

dove la seconda serie converge fortemente in L2(I).

Dimostrazione. Definiamo

Sn(x) =Y ek ().
k=1
Allora S, € Hi(I) e
Sn(@) = 5 D ket (o).
k=1

Dimostriamo prima che (2) implica (1). Abbiamo che

n 2 n
™
IS0 =Smllia= > & e ISi-Suli:=5 > K
k=m+1 k=m+1

Quindi, la convergenza delle serie

o0 [e.9]

2.2 2
E k“cs, e E Cho s
k=1

k=1

implica che esistono i limiti (forti in L?(I))

u:= lim S, e v:= lim 5.
n—-+00 n—-+o0o

Quindi, u € H{(I) e la sua derivata debole & v.

Dimostriamo ora che (1) implica (2). Scriviamo la derivata debole v’ € L*(I) nella base {ty } .

o = \/g e Yr(x) = \/g cos (%kx) per k>1,

+oo =
W =Y dana) e Wy = Y,
=0 k=0

Quindi:

dove

l
dy, ::/0 v (z)Yp(x) do .
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Inolte, siccome

abbiamo che

e quindi
+00
() =Y dithp(x) e Wl = Zdi.
k=1
Ora, siccome

0 ¢ - ¢ _
O = /0 u (@)r(z) dr = _/0 u(x)y,(x) de = 7 k/o u(z)pr(z) de = 7 kcy,

abbiamo la tesi.

Teorema 4. Siano I = (0,£) un intervallo aperto e limitato in R e u € L(I).
Scriviamo u nella forma

+oo
= kz_odkz/;k(x) dove  dj:= /IU(UU)W(CU) dz

Allora, sono equivalenti:
(1) we H(I);

o0
2) Y K} < +o0.
k=1
Inoltre, se v’ ¢ la derivata debole di w, si ha:
a2 I

+o0
T
||U/H%2( Vel E k*dy e u’(l‘):—? E kdxgr(x) ,
k=1

dove la seconda serie converge fortemente in L*(I).

Esempio 5. Consideriamo l'intervallo I = (0,7) e sviluppiamo la funzione

o1(x) = \/g sin (%x) ,
400
2) =) dr(z)
k=0

nella base {¢x}r>1. Allora,

dove

-/ ph(@)r(a) d
g/cos k:a: sm(g )d:c
:2/0 <s1n(€(k+1) )_sin(g(k—m))dm

_1{61

cos (%(k + 1)3:) + %ki

AR TS 1 o
1 1 1 T
_ﬁ[_k—i—lCOS((k—l_l):U)+k—lcos<(k_1)$)]$0
1 4
RETEES



dove

0, sek épari;
O := ) )
1, sek é dispari.

In particolare,
—+00

> Kdy < +oo,
k=1

ed infatti ¢ € H(I).

Esempio 6. Consideriamo l'intervallo I = (0,7) e sviluppiamo la funzione

Yi(x) = \/g sin (%az) ,

nella base {¢y}r>1. Allora,
+o0o
Yi(z) = erdi(z),
k=1

dove
cL:= Oe Y1(z)pr () dx
= i/é sin <%k¢x) cos (%x) dx
0
= 2/3 <sin (%(k‘ + 1)x) + sin (%(k - 1)55)) dx
0
A e G - e (-]
() - e (0 09)]
1 4k -
R TR
dove

{(), se k ¢ dispari;
O :=

1, sek ¢ pari.

In particolare,

—+oco
> K} = +oo,
k=1

ed infatti 1 ¢ HL(I).



