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Serie di Fourier e spazi di Sobolev

Due basi di Fourier in L2(I)

Dato ` > 0, consideriamo il seguente intervallo aperto e limitato:

I := (0, `).

Per ogni k ≥ 1 definiamo la funzione

φk(x) =

√
2

`
sin
(π
`
kx
)
.

Quindi, per ogni i ≥ j ≥ 1, ∫
I
φi(x)φj(x) dx = δij .

Proposizione 1. La famiglia di funzioni

Φ =
{
φi : i ≥ 1

}
.

è un sistema completo ortonormale nello spazio di Hilbert L2(I). In particolare, data una qualsiasi
funzione u ∈ L2(I), abbiamo che

‖u‖2L2(I) =
+∞∑
j=1

c2j e u =
+∞∑
j=1

cjφj ,

dove la seconda serie converge fortemente in L2(I) e dove

cj :=

∫
I
u(x)φj(x) dx .

Consideriamo ora le funzioni

ψk(x) =

√
2

`
cos
(π
`
kx
)

per ogni k ≥ 1,

e la funzione

ψ0(x) ≡ 1√
`
.

Di nuovo, abbiamo che ∫
I
ψi(x)ψj(x) dx = δij per ogni 0 ≤ i ≤ j .

Proposizione 2. L’insieme

Ψ :=
{
ψi : i ≥ 0

}
.

è un sistema completo ortonormale nello spazio di Hilbert L2(I). In particolare, data una qualsiasi
funzione v ∈ L2(I), abbiamo che

‖v‖2L2(I) =

+∞∑
j=1

d2j e v =

+∞∑
j=1

djψj ,

dove la seconda serie converge fortemente in L2(I) e dove

dj :=

∫
I
v(x)ψj(x) dx .
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Due basi di Fourier su L2(I)

Teorema 3. Siano I = (0, `) un intervallo aperto e limitato in R e u ∈ L2(I).
Scriviamo u nella forma

u(x) =
+∞∑
k=1

ckφk(x) dove ck :=

∫
I
u(x)φk(x) dx .

Allora, sono equivalenti:

(1) u ∈ H1
0 (I);

(2)
∞∑
k=1

k2c2k < +∞ .

Inoltre, se u′ è la derivata debole di u, si ha

‖u′‖2L2(I) =
π2

`2

+∞∑
k=1

k2c2k e u′(x) =
π

`

+∞∑
k=1

kckψk(x) ,

dove la seconda serie converge fortemente in L2(I).

Dimostrazione. Definiamo

Sn(x) :=
n∑
k=1

ckφk(x).

Allora Sn ∈ H1
0 (I) e

S′n(x) =
π

`

n∑
k=1

kckψk(x).

Dimostriamo prima che (2) implica (1). Abbiamo che

‖Sn − Sm‖2L2 =

n∑
k=m+1

c2k e ‖S′n − S′m‖2L2 =
π2

`2

n∑
k=m+1

k2c2k.

Quindi, la convergenza delle serie
∞∑
k=1

k2c2k e

∞∑
k=1

c2k ,

implica che esistono i limiti (forti in L2(I))

u := lim
n→+∞

Sn e v := lim
n→+∞

S′n.

Quindi, u ∈ H1
0 (I) e la sua derivata debole è v.

Dimostriamo ora che (1) implica (2). Scriviamo la derivata debole u′ ∈ L2(I) nella base
{
ψk
}
k≥0

ψ0 ≡
√

1

`
e ψk(x) :=

√
2

`
cos
(π
`
kx
)

per k ≥ 1 ,

Quindi:

u′ =

+∞∑
k=0

dkψk(x) e ‖u′‖2L2(I) =

+∞∑
k=0

d2k ,

dove

dk :=

∫ `

0
u′(x)ψk(x) dx .
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Inolte, siccome

0 = u(`)− u(0) =

∫ `

0
u′(x) dx ,

abbiamo che

d0 =

∫ `

0
u′(x)ψ0(x) dx = 0,

e quindi

u′(x) =
+∞∑
k=1

dkψk(x) e ‖u′‖2L2(I) =
+∞∑
k=1

d2k .

Ora, siccome

dk =

∫ `

0
u′(x)ψk(x) dx = −

∫ `

0
u(x)ψ′k(x) dx =

π

`
k

∫ `

0
u(x)φk(x) dx =

π

`
k ck ,

abbiamo la tesi.

Teorema 4. Siano I = (0, `) un intervallo aperto e limitato in R e u ∈ L2(I).
Scriviamo u nella forma

u(x) =
+∞∑
k=0

dkψk(x) dove dk :=

∫
I
u(x)ψk(x) dx .

Allora, sono equivalenti:

(1) u ∈ H1(I);

(2)
∞∑
k=1

k2d2k < +∞ .

Inoltre, se u′ è la derivata debole di u, si ha:

‖u′‖2L2(I) =
π2

`2

+∞∑
k=1

k2d2k e u′(x) = −π
`

+∞∑
k=1

kdkφk(x) ,

dove la seconda serie converge fortemente in L2(I).

Esempio 5. Consideriamo l’intervallo I = (0, π) e sviluppiamo la funzione

φ1(x) =

√
2

`
sin
(π
`
x
)
,

nella base {ψk}k≥1. Allora,

φ1(x) =

+∞∑
k=0

dkψk(x) ,

dove

dk : =

∫ `

0
ψk(x)φ1(x) dx

=
2

`

∫ `

0
cos
(π
`
kx
)

sin
(π
`
x
)
dx

=
1

`

∫ `

0

(
sin
(π
`

(k + 1)x
)
− sin

(π
`

(k − 1)x
))

dx

=
1

`

[
− `

π

1

k + 1
cos
(π
`

(k + 1)x
)

+
`

π

1

k − 1
cos
(π
`

(k − 1)x
)]`

x=0

=
1

π

[
− 1

k + 1
cos
(

(k + 1)x
)

+
1

k − 1
cos
(

(k − 1)x
)]π

x=0

=
1

π

4

k2 − 1
δk ,
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dove

δk :=

{
0 , se k è pari ;

1 , se k è dispari .

In particolare,
+∞∑
k=1

k2d2k < +∞ ,

ed infatti φ1 ∈ H1(I).

Esempio 6. Consideriamo l’intervallo I = (0, π) e sviluppiamo la funzione

ψ1(x) =

√
2

`
sin
(π
`
x
)
,

nella base {φk}k≥1. Allora,

ψ1(x) =
+∞∑
k=1

ckφk(x) ,

dove

ck : =

∫ `

0
ψ1(x)φk(x) dx

=
2

`

∫ `

0
sin
(π
`
kx
)

cos
(π
`
x
)
dx

=
1

`

∫ `

0

(
sin
(π
`

(k + 1)x
)

+ sin
(π
`

(k − 1)x
))

dx

=
1

`

[
− `

π

1

k + 1
cos
(π
`

(k + 1)x
)
− `

π

1

k − 1
cos
(π
`

(k − 1)x
)]`

x=0

=
1

π

[
− 1

k + 1
cos
(

(k + 1)x
)
− 1

k − 1
cos
(

(k − 1)x
)]π

x=0

=
1

π

4k

k2 − 1
δk ,

dove

δk :=

{
0 , se k è dispari ;

1 , se k è pari .

In particolare,
+∞∑
k=1

k2d2k = +∞ ,

ed infatti ψ1 /∈ H1
0 (I).
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