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Convergenza di successioni di soluzioni deboli

CONVERGENZA FORTE DELLE SOLUZIONI DEBOLI

Proposizione 1. Siano I intervallo aperto e limitato. Sia f, € L*(I) una successione di funzioni che
converge debolmente in L*(I) ad una funzione f € L*(I). Sia V,, una successione di funzioni non-
negative in L*(I) che converge debolmente in L*(I) ad una funzione V € L*(I). Sia u la soluzione
debole di

" +Vu=f in I, u e Hy(I),

e, per ogni n > 1, sia u, la soluzione debole di
—ulr 4+ Vo = frn in I, unEHé(I).
Allora u,, — u fortemente in H}(I).

Dimostrazione. Dimostriamo prima che la successione w,, ¢ limitata in H}(I). Infatti, siccome u,,

minimizza il funzionale . )
Flp) = /(s@')2 + /Vns02 —/fnw,
2 Jr 2 Jr I

fra tutte le funzioni in H}(I), otteniamo che

1 1
0< Ful) =g [+ [ Viud = [ fuue.
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Per la disugiaglianza di Poincaré, esiste una costante C' > 0 (che dipende solo da I) tale che

/Iui < C/I(u;)z-
Janr<zen( [2)"(fa2)”,
/I(u;)2 < 40/If3.

Siccome f,, converge debolmente a f in L?(I), abbiamo che la successione / ffL ¢ limitata e quindi
I

In particolare,

Di conseguenza

e quindi

< . / . . . . . , .
lo ¢ anche la successione / (un)Q. Usando, di nuovo la disuguaglianza di poincaré, otteniamo anche la

I
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limitatezza della successione

Di conseguenza, esistono una sottosuccessione u,, ed una funzione w € H{(I) tali che:
u,, — w’ debolmente in LA(I);
Uy, — w fortemente in  L*(I);

Up, — w fortemente in L>°(I).



Ora, per ogni funzione test ¢ € H{(I), abbiamo

/Iu;kgo’dx—i-/lvnk(x)unkgodx: /Ifnk(a:)cpda:.

Passando al limite per kK — 400, otteniamo che

/w’go/dx—i-/V(x)w(pdx = /f(x)godac,
I I I
e quindi w = u.

Per stabilire la convergenza forte basta dimostrare che
uy,, — w' fortemente in LA(I),

che (data la convergenza debole u;, — w') & equivalente a

Sz = [

ora, per ogni k, ussiamo la stessa funzione u,, come test nell’equazione per wu,,. Quindi:

2
/I(u;%) = /Ifnkunk - /Vnkunk
Passando al limite otteniamo che

lim u’ = lim Up, — lim u — Vu
k—+o00 I( k—+o0 fnk "tk k—+o00 nk nk f

e usando u come test nell’equazione per u,

/Ifu—/IVqu—/I(u'2

Jr= [,

k—+oc0 I

In conclusione

e la convergenza uy,, — u ¢ forte in HJ(I). In particolare, abbiamo ottenuto che ogni sottosuccessione
di u,, ammette una sotto-sottosuccessione che converge a u. Quindi u,, — u fortemente in H}(I). O

UN PROBLEMA CHE AMMETTE SOLUZIONE DEBOLE, MA NON SOLUZIONE FORTE

Esercizio 2. Sia I = (—1,1). Consideriamo una successione V,, di funzioni non-negative e tali che:

(a) per ognin > 1, V,, € L\(I), ma V,, ¢ L*(I);

(b) per ognin > 1, V,, é supportata nell’intervallo ( — 1/ 1/2) ;

(c) Vi — 0 fortemente in L(I).
Per ogni n > 1, consideriamo la soluzione debole u,, del problema

—u! +Voup =1 in T, u, € HY(I).
1. Mostrare che la successione u,, & limitata in H(T).
2. Mostrare che u, converge debolmente in H' e fortemente in L* alla funzione u(z) = (1 — z?).

3. Mostrare che per n abbastanza grande u,V;, ¢ L*(I) e dedurre che u, ¢ H*(I).



